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Réntgenoptik und Réntgenmikroskopie?) 
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1. Einleitung 


| Nahezu alle makroskopischen Vorgange und das makroskopische Verhalten 
| der Materie sind im Grunde summarische Ergebnisse von Vorgingen, die sich 
in mikroskopischen Bereichen abspielen. Allein diese Tatsache beleuchtet die 
Bedeutung mikroskopischer Verfahren in allen Zweigen der Wissenschaft und 
Technik zur Geniige und legt es nahe, neue Moglichkeiten zur Untersuchung 
mikroskopischer Objekte zu suchen. Dabei zeichnen sich grundsatzlich zwei 
verschiedene Wege ab: Einmal die Anwendung neuer Prinzipien, welche neu- 
artige Aussagen iiber morphologisch an sich bereits bekannte Objekte 
liefern, und zum anderen das Streben zur Aufloésung und Sichtbarmachung 
immer kleinerer Objektdetails. Den ersteren Weg hat z. B. die Phasenkontrast- 
mikroskopie (1), den zweiten die Elektronenmikroskopie (2) mit tiberaus 
groBem Erfolg beschritten. 

1) Herrn Prof. Dr. H. KULENKAMPFF zum 60. Geburtstag gewidmet. 

1 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Seit E. ABBE wei man, daB eine Steigerung der Auflésung mit fortschrei- 
tender technischer Verbesserung nicht beliebig weit getrieben werden kann, 
sondern da8 die Beugung fir jede zur Abbildung dienende Strahlenart eine 
ihr eigentiimliche Grenze setzt. Und zwar gilt ganz allgemein fiir den klein- 
sten Abstand zweier im Bild noch aufgeléster Punkte des Objektes als beu- 
gungstheoretische Grenze: 


0,6-A (1) 


wobei A die Wellenlange der Strahlung und @ die Apertur des abbildenden 
Systems, ein geometrischer Faktor, ist. 

Beim Lichtmikroskop (A ~ 0,5) ist diese theoretische Grenze mit 6 = 200 
bis 400 my auch praktisch erreicht. Eine Verbesserung ist nur durch Uber- 
gang zu kiirzeren Wellenlangen mdglich. Das Elektronenmikroskop (A = 
0,04 AE fiir 100 kV-Elektronen) erreicht seine theoretische Grenze praktisch 
zwar nicht, hat aber mit der tatsaichlich erzielbaren Auflésung von 1 my ein 
weites Arbeitsgebiet neu erschlossen. Bei den Réntgenstrahlen liegen die 
wegen des bendtigten Kontrastes objektbedingten geeigneten Wellenlangen 
(A ~ 0,1—50 AE) zwischen denen der Elektronenstrahlen und des sicht- 
baren Lichtes, so daB man auch etwa mit einer zwischen den Auflésungen 
der beiden genannten Verfahren liegenden Aufloésung rechnen kénnte. Neben 
praktischen, z. B. praiparations- oder anwendungstechnischen Fragen ist es 
vor allem die den Bildcharakter bestimmende Eigenart der Wechselwirkung 
zwischen Réntgenstrahlen und Materie, die den dringenden Wunsch nach 
rontgenmikroskopischen Untersuchungsverfahren selbst im. Bereich licht- 
mikroskopischer Auflésungen erklarlich macht. 


2. Wechselwirkung zwischen Réntgenstrahlen und Materie 


Wenn Rontgenstrahlen Materie durchsetzen, verlieren sie auf verschiedene 
Art und Weise Energie. Das integrale Schwiachungsgesetz ergibt fiir die 
durch eine Schicht der Dicke d hindurchtretende Intensitat J, wenn J, die 
Intensitaét der einfallenden Strahlung ist: 


Fee ietert & (2) 


. Die ma&gebliche GréBe ist dabei der Proportionalitaétsfaktor 4. Seine Ab- 
hingigkeit von der Wellenlange der Strahlung und der stofflichen Eigenart 
der Materie la8t sofort erkennen, welcher Bildcharakter und welche Kon- 
trastverhaltnisse bei der Abbildung mittels Réntgenstrahlen zu erwarten 
sind. Aus bestimmten Griinden bezieht man sich auf die Dichteeinheit, 
betrachtet also den sog. Massenschwichungskoeffizienten u/o, dessen Ab- 
hangigkeit von der Wellenlange 4 und der Ordnungszahl Z dieselbe wie die des 
linearen Schwachungskoeffizienten yw ist. Mit fiir unsere Betrachtungen aus- 
reichender Genauigkeit gilt die Beziehung: 


Hie = prop. #3. 23. (3) 


Man sieht, daB eine starke Abhangigkeit der Schwachung der Rontgenstrahlen 
von ihrer Wellenlange A und von der Ordnungszahl Z der durchstrahlten 
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; Substanz besteht. Die Abhangigkeit von der Wellenlinge bietet die Moglich- 
‘keit, sich — sofern man eine geniigend groBe Auswahl an Roéntgenwellen- 
jlangen zur Verfiigung hat — bei ein und demselben Objekt an optimale 
) Kontrastverhiltnisse anzupassen. Die Abhangigkeit von der Ordnurgszahl 
11aBt erkennen, da Objektelemente verschiedener Ordnungszahl bei der 
{Abbildung mit Rontgenstrahlen einer Wellenlinge mit entsprechenden 
| Helligkeits- bzw. Schwarzungsunterschieden abgebildet werden. 
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|Zusatzlich zu dieser starken Abhangigkeit der Schwachung von Wellen- 
lange und Ordnungszahl tritt aber noch eine Besonderheit auf: Der Massen- 
sschwachungskoeffizient w/o gehorcht, wenn man ihn bei festgehaltener Ord- 
mungszahl als Funktion der Wellenlange (Abb. 1 fiir Platin, Z = 78) oder bei 
‘konstanter Wellenlange als Funktion der Ordnungszahl (Abb. 2 fiir 2 = 2 AE) 
auftrigt, dem obigen Potenzgesetz [Gl. (3)] nicht kontinuierlich, son- 
dern es. treten bei vorgegebener Absorbersubstanz an genau definierten 
1* 
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Stellen der Wellenlingenskala und ebenso bei vorgegebener Wellenlange an 
genau definierten Stellen im Periodensystem Spriinge auf. Diese sind absolut 
spezifisch und, da sie eng mit dem atomaren Aufbau der Materie aus Kernen 
und Elektronenschalen verkniipft sind, eine reine Atomeigenschaft, ganz 
unabhangig von der Art, in der das betreffende Element in irgendeiner Sub- 
stanz chemisch gebunden ist. Durch diese Besonderheit ist man grundsatzlich 
in der Lage, mit Hilfe mehrerer Réntgenabbildungen ein und derselben Sub- 
stanz mit verschiedenen Wellenlangen eine regelrechte chemische Analyse 
aus dem Bild vorzunehmen, eine Tatsache, die in dieser allgemeinen Form 
unter allen fiir die Abbildung mikroskopischer Objekte geeigneten Strahlen- 
arten nur fir Rontgenstrahlen zutrifft und von groBer Bedeutung ist. SchlieB- 
lich hat es sich in Verfolgung dieser Gedankengange gezeigt, daB man dariiber 
hinaus bei Anwendung bestimmter Aufnahmetechniken sogar in der Lage ist, 
diese Analyse mit fiir sehr viele Zwecke ausreichender Genauigkeit quanti- 
tativ durchzufiihren. Insbesondere ist man z. B. durch Abbildung eines 
bereits qualitativ identifizierten Objektelementes mit Réntgenstrahlen zweier 
Wellenlangen, von denen — bezogen auf die Wellenlangenskala — die eine 
unmittelbar vor, die andere unmittelbar hinter der Absorptionskante des 
betreffenden Elementes liegt, in der Lage, die Masse dieses Elementes anzu- 
geben. Die Lage der Absorptionsspriinge oder -kanten (man spricht von K-, 
L-, M- usw. Kanten) auf der Wellenlangenskala in Abhangigkeit von der 
Ordnungszahl geht aus Abb. 3 hervor. Man ersieht daraus, welche Wellen- 
langen man zur quantitativen Bestimmung welcher Elemente zur Verfiigung 
haben muB. 

Die Verhaltnisse bei der Wechselwirkung zwischen den abbildenden Rontgen- 
strahlen und dem Objekt sind also fiir aussagenreiche Abbildungen so 
giinstig, daB auch im Bereich morphologisch bereits bekannter Objekte wert- 
volle neuartige Aufschliisse zu erwarten sind. Es ist daher durchaus sinnvoll, 
nach Méglichkeiten zu suchen, mittels Réntgenstrahlen Abbildungen mikro- 
skopischer Objekte mit guter Auflésung zu erzielen. 


3. Bildgebende Verfahren 
ohne richtungsindernde Beeinflussung des Strahlenganges 


3.1 Mikroradiographie 


Der Vorschlag, diinne mikroskopische Objekte, z. B. Diinnschnitte oder 
Dinnschliffe, in direktem Kontakt mit einer photographischen Schicht unter 
Verwendung von Réntgenstrahlen aufzunehmen und die Aufnahmen licht- 
optisch nachzuvergréBern, ist schon ziemlich alt (3, 4, 5). Das an sich einfache 
Verfahren gewann aber erst seit etwa 10 Jahren durch die systematischen 
Untersuchungen von ENGSTR6M (6) und seinen Mitarbeitern eine umfang- 
reichere Bedeutung, vor allem durch die Ausnutzung der Méglichkeiten zur 
qualitativen und quantitativen Analyse. 

Da die Beugung bei den mikroradiographischen Kontaktaufnahmen mit dem 
AbbildungsmaBstab 1:1 praktisch keine Rolle spielt und auch die geo- 
metrische Unscharfe bei hinreichend kleinen Brennflecken in entsprechendem 
Abstand vonden sehr diinnen, méglichst dicht an der Photoschicht anliegenden 
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i) Objekten (die Objektdicke betrigt im allgemeinen einige w bis einige 
) Hundertstel mm) vernachlassigbar ist, hingt das erzielbare Auflésungsver- 
ij] mégen nur von zwei Faktoren ab: Der Feinkérnigkeit der Photoemulsion und 
) dem Auflésungsvermégen der bei der NachvergréBerung verwendeten Optik. 
{ Die besten heute kommerziell zur Verfiigung stehenden, allerdings relativ 
\W unempfindlichen Feinkornemulsionen haben eine Auflésung von etwa 
‘(1000 Strichen/mm und gestatten eine etwa 500fache NachvergréBerung. 
9 Selbst bei Entwicklung noch feinkérnigerer Photoschichten wiirde die zur 
\) Nachvergr6éBerung verwendete Lichtoptik bestenfalls eine Auflésung von 
| 0,4 w zu erreichen gestatten, so da8 die Mikroradiographie mit einer prak- 
7 tischen Auflésung von etwa 1 yu ihre Grenze nahezu erreicht hat. Bei solchen 
)) Auflésungen kommt es bereits auf einen sehr guten Kontakt zwischen Objekt 
} und Photoschicht an. Trotz der Unempfindlichkeit der Feinkornemulsionen 
.| ermoglichen die fiir mikroradiographische Untersuchungen entwickelten Ein- 
,) richtungen in vielen Fallen Belichtungszeiten bis herunter zu wenigen 
,) Minuten. 

.{ Die praktische.Anwendung der Mikroradiographie erstreckt sich vor allem 
j auf die Untersuchung metallographischer (7,8, 9) und biologischer Objekte. 
( Die Zusammensetzung der Objekte aus Elementen mittlerer bis hoher 
| Ordnungszahlen im ersteren, niedriger Ordnungszahlen im letzteren Falle 
bestimmt die spektrale Zusammensetzung der zur Abbildung verwendeten 
.) Rontgenstrahlen. In der Metallographie arbeitet man meist mit Rohren- 
) spannungen zwischen 20 und 50 kV, bei medizinisch-biologischen Objekten 
) mit Spannungen zwischen 1 und 6 kV, wobei dann haufig wegen der starken 
_ Luftabsorption sehr langwelliger Réntgenstrahlen (A ~ 5 bis 50 AE) Vakuum 
.) bendtigt wird. 

{| Insbesondere auf dem Gebiete der medizinisch-biologischen Grundlagen- 
) forschung konnten mit Hilfe der Mikroradiographie sehr schéne und erfolg- 
} reiche Untersuchungen durchgefiihrt werden, besonders in der Histologie 
| [ENGsTROm (6)], Angiographie [BELLMAN (10)} und Zytologie [LINDSTROM 
| (11)]. Durch Aufnahme ein und desselben Objektes unter verschiedenen 
Winkeln lassen sich dabei gute Stereoaufnahmen erzielen (10). Wenn man 
| ein geeignetes Referenzsystem definierter Absorptionsstufen gleichzeitig mit 
| dem Objekt abbildet, kann man die Massenbestimmung auch bei Verwendung 
» kontinuierlicher, d. h. polychromatischer Réntgenstrahlung durchfithren (11). 


3.2 Schattenmikroskopie 


| Die fir die Mikroradiographie durch die Auflo6sung der Photoschichten ge- 
} gebene Grenze la&t sich unterschreiten, wenn man die Objekte nicht im 
| direkten Kontakt mit der Photoschicht abbildet, sondern sie aus einer 
} kleinen, méglichst punktformigen Réntgenstrahlenquelle im Schattenwurf 
| auf die in einer gewissen Entfernung von ihnen aufgestellte Photoschicht 
| projiziert. Man erhalt dabei primaire RontgenvergréBerungen im Verhaltnis 
der Abstande Strahlungsquelle-Photoschicht zu Strahlungsquelle-Objekt, die 
| ihrerseits nochmals lichtoptisch nachvergréBert werden kénnen. Dieser an 
} sich nicht neue Gedanke wurde erstmals von COSSLETT und NIXON (12) 
in einem praktisch brauchbaren Réntgenschattenmikroskop realisiert. Die 
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Prinzipanordnung ist in Abb. 4, ein schematischer Langsschnitt durch das 
Gerat in Abb.5 dargestellt. Der kleine Rontgenbrennfleck von einigen Zehn- 
tel « Durchmesser wird dadurch erzielt, daB man eine Elektronenquelle mit 


Abb. 4. Prinzip des Réntgenschattenmikroskopes (13) 


Hilfe einer (12) oder zweier (13) magnetischer Linsen stark verkleinert auf 
eine etwa 1 w dicke Wolframfolie abbildet, welche einerseits als Réntgen- 
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Abb. 5. Langsschnitt durch das 
Roéntgenschattenmikro- 
skop von COSSLETT 
und NIXON (12) 


antikathode dient und andererseits das Vakuum 
der ElektronenrGhre abschlieBt. Eine derartige An- 
ordnung ist wegen der noch zu erklarenden kleinen 
Abstinde Roéntgenstrahlenquelle-Objekt zwangs- 
laufig erforderlich. Das Gerat erreicht eine Auf- 
ldsung von etwa 0,5 uw und die Belichtungszeiten 
betragen Minuten. Bei einer verbesserten An- 
ordnung mit einer 0,1 ~ dicken Anodenfolie aus 
geschlagenem Gold betrug die aus FRESNELschen 
Beugungsfransen eines Objektgitters abgeschatzte 
Auflosung sogar 0,1 u (74). 

Zur Intensititsfrage ist zu bemerken, daB bei sehr 
kleinen Brennflecken nicht die Anodenbelastbar- 
keit die Begrenzung darstellt, da die spezifische 
Belastbarkeit einer ROntgenanode bei sehr kleinen 
Fokusdurchmessern um Gré8enordnungen héher 
als bei ,, normalen‘‘ Brennflecken ist ; vielmehr wird 
die im Fokus zur Verfiigung stehende Gesamt- 
intensitat durch die GréBe des Elektronenstromes 
begrenzt. 

Fir die Auflésung bestehen bei jeder Art von 
Schattenmikroskopie grundsatzlich zwei beschrin- 
kende Faktoren: Die Halbschattenbildung und die 


FRESNELsche Beugung. Die Halbschattenbildung ist bedingt durch die end- 
liche Ausdehnung der Strahlungsquelle. Sie verschwindet bei einer wirklich 
punktformigen Strahlenquelle, doch ist letztere nur eine mathematische 
Fiktion, da ihre Intensitat null wire. Eine genauere Uberlegung zeigt, daB 
eine Objekteinzelheit bei einer bestimmten Ausdehnung der Strahlungsquelle 


2 ee er Ee 


) ten Auflésung 6,dem Objektabstand hha: 
/ a und der Wellenlange A: 1m 
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i nur dann noch aufgelést wird, wenn letztere kleiner oder hdchstens ebenso 
= groB wie erstere ist. Dieses Problem ist fiir alle praktischen Falle zu lésen, da 
| die Erzeugung von Elektronenbrennflecken mit Durchmessern bis unter 0,1 
) mit modernen elektronenoptischen Mitteln keine uniiberwindlichen Schwierig- 
_keiten bereitet. Ganz unabhingig 


von der Ausdehnung der Strahlungs- 100 mm 
quelle tritt aber wegen derendlichen ; 
| Abstainde Strahlungsquelle-Objekt ee 
_und Objekt-Photoplatte FRESNEL- ene 
sche Beugung alszweiter auflésungs- 700 
begrenzender Faktor auf, und zwar. 
auch bei strenger Punktprojektion. | ee 
Man erhbdlt in guter Naherung fir ° 42 === ea 
vergroBerte Abbildungen folgende roompe bes a 
Beziehung zwischen der gewiinsch- Se SE 


en Oe Pg tte 


6>Va-A, (4) 7 7 15 83210 20 50 
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l 1) Thre Auswertung ist in Abb. 6 gra- Abb. 6. Objektabstande im Réntgenschattenmikroskop 
q phisch dargestellt, wobei die ein- fiir verschiedene Wellenlangen und Auflésungen 
) zelnen Kurven die bei den als Para- 

.! meterwerte angegebenen Auflésungen 6 nicht zu tiberschreitenden Objekt- 
.) abstande a als Funktion der Wellenlainge A wiedergegeben. Man sieht, daB die 
einzuhaltenden Objektabstinde a bei einer Wellenlange A = 1 AE fir eine 
., Auflésung 6 = 100 my noch etwa 100 w betragen kénnen, wihrend sie unter 
.) denselben Bedingungen bei einer Wellenlange A= 20AE bereits auf etwa 6 wu 
,) heruntergehen miissen. Die Stirke des R6ntgenschattenmikroskopes liegt 
| also im Bereich von Auflésungen unter 0,5 u bei den kiirzeren Wellenlaingen, 
) ganz abgesehen davon, daB die ,, Herausfiihrung sehr langwelliger Rontgen- 
| strahlen aus der Anodenfolie beim Schattenmikroskop Schwierigkeiten be- 
.) reitet. 

| Im Bereich lichtmikroskopischer Auflésungen (bis etwa 0,3 1) stellt das 
) Rontgenschattenmikroskop ein wertvolles Gerat, insbesondere fiir die Unter- 
.) suchung von Objekten aus Elementen mittlerer bis hoher Ordnungszahlen dar. 


3.38 Abtastmikroskopie 


‘|| Eine interessante Anordnung zeigt das von PATTEE (/3) vorgeschlagene 
| Réntgenstrahlenabtastmikroskop. Es vereinigt in sich Merkmale der Mikro- 
} radiographie, der Schattenmikroskopie und der Fernsehtechnik und ist in 
| Abb. 7 schematisch skizziert: Von einer Feldemissionselektronenquelle wird 
| mittels einer Elektronenlinse auf einer diinnen Anodenfolie ein sehr kleiner 


Brennfleck erzeugt. Durch eine tiber einen Abschwacher reduzierte 


| Ablenkspannung, die an die im Vakuumraum der Elektronenréhre ange- 


brachten Paare von Ablenkplatten gelegt wird, ist es méglich, den fokus- 
sierten Elektronenstrahl so zu beeinflussen, da der kleine Brennfleck die 
ganze Anodenfolie in einer gewissen Ausdehnung nacheinander punktweise 
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abtastet. Die gleiche, allerdings unreduzierte Ablenkspannung wird an die 
Plattenpaare einer Bildréhre gelegt und steuert synchron deren Elektronen- 
strahl. Das Objekt befindet sich in Luft in unmittelbarem Kontakt mit der 
AuBenseite der Anodenfolie. 
Die von dem jeweils mit Elek- 
tronen beaufschlagten Anoden- 
punkt ausgehende Rd6ontgen- 
strahlung durchsetzt das Ob- 
jekt, wird je nach dessen 
Zusammensetzung in jedem 
Augenblick verschieden stark 
geschwacht und lést in einem 
hinter dem Objekt angebrach- 
ten, homogenen Kristall eine in 
ihrer Intensitaét analog schwan- 
kende Fluoreszenzstrahlung 
aus, die ihrerseits den Photo- 
strom eines Photomultipliers in 
derselben Weise moduliert, wie 
die Intensitat der Réntgen- 


strahlung beim punktweisen 
Abb. 7. Prinzip des Réntgenstrahlenabtastmikroskopes (14) Abtasten des Objek tea! naok 


feldemissions- _ Ablenk- Anoden- 
quelle platen “folie Kristal 
iy * 


Photomultiplier 


Linearer 
Abschwache 


Bildrohre 


dessen Durchsetzung schwankt. 
Der modulierte Photostrom steuert nach seiner Verstaérkung die Intensitat des 
Elektronenstromes der Bildréhre, der auf ihrem Leuchtschirm vollig synchron 
zu dem das Objekt abtastenden Roéntgenstrahl das Absorptionsbild des 
Objektes aufzeichnet: Die Helligkeit in einem Punkt des Leuchtschirmes der 
Bildréhre ist proportional zu der durch den korrespondierenden Punkt der 
Probe hindurchgetretenen Rontgenintensitat. 
Durch den unmittelbaren Kontakt des Objektes mit der Rontgenstrahlen- 
quelle bleiben die Beugungseffekte vernachlassigbar klein, so daB die Aus- 
dehnung des Rontgenbrennfleckes den auflosungsbegrenzenden Faktor dar- 
stellt. Die VergréBerung ist in weiten Grenzen durch Anderung der Ab- 
schwachung der Ablenkspannung kontinuierlich regelbar. 
Die Schwierigkeiten bei der praktischen Ausfiihrung eines solchen Gerites 
liegen in der aus Intensitatsgriinden verwendeten Feldemissionselektronen- 
quelle, welche fiir stabilen Betrieb ein extremes Hochvakuum erfordert. 
Ferner ist es nicht leicht, die fiir hohe Auflésungen erforderlichen auBerst 
diinnen Anodenfolien so herzustellen, daB sie einen mehrmaligen Objekt- 
wechsel ohne Schaden iiberstehen. 


3.4 Beugungsmikroskopie 


Nach der AnBEschen Betrachtungsweise von der Bildentstehung im Mikro- 
skop entsteht in der bildseitigen Brennebene des Objektivs ein reelles 
Zwischenbild, das kein wirkliches Bild des Objektes, sondern sein Beugungs- 
bild, und zwar das sogenannte primare Beugungsbild, ist. Erst das Beugungs- 
bild dieses primaren Beugungsbildes, das sogenannte sekundire Beugungsbild, 
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'}) ist ein wirkliches Bild des Objektes. Der Grundgedanke der Beugungsmikro- 

| skopie besteht nun darin, die Abbildung eines Objektes in zwei Schritte auf- 
'§ zuspalten: Im ersten Schritt, der sogenannten Analyse, wird das (primaire) 
‘| Beugungsbild aufgenommen, das fiir den zweiten Schritt, die sog. Synthese, 
seinerseits als Objekt dient. Das Verfahren fihrt jedoch nur dann zum Erfolg, 
‘) wenn simtliche bei der Analyse bildgebenden Faktoren, also die Amplitude 
» und die Phase in jedem einzelnen Punkt des primaren Beugungsbildes, auch 
i fiir die Synthese zur Verfiigung stehen. Die Phasen werden aber von der 
' Photoplatte nicht registriert; man mu8 sie also im allgemeinen vorher 
» kennen und bei der Synthese durch kiinstliche, dem Strahlengang in seinen 
| einzelnen Teilen aufgepriigte Phasenschiebungen beriicksichtigen. Tut man 
} dies, dann gelingt es sogar, das Verfahren mit Strahlungen zweier verschie- 


‘| dener Wellenlangen, z. B. bei der Analyse mit 4,, bei der Synthese mit A, 


) durchzufiihren, mit dem Erfolg, da8 das Endbild um den Faktor A,//, ver- 


‘| gréBert ist. Diese Methode der Zweischritt-Mikroskopie [BUERGER (16)] ist 


| aber nur bei Kenntnis samtlicher Phasen des Beugungsbildes méglich, so daB 


‘| sie nur auf bestimmte periodische Strukturen anwendbar ist und im Grunde 


/ genommen nicht mehr ergibt, als man schon vorher iiber die Struktur des 
‘(| Objektes wuBte. 

‘(| GABOR konnte jedoch zeigen (17), daB es unter ganz bestimmten Bedin- 
) gungen moglich ist, aus dem Diapositiv des primaren Beugungsbildes, 
) welches er ,,Hologram“ nennt, auch ohne Kenntnis der Phasen ein wirkliches 


| Bild des Objektes zu rekonstruieren. Die allgemeine Voraussetzung dafiir ist 


| die Erfillung ziemlich strenger Forderungen hinsichtlich der Koharenz und 
Monochromasie der bei der Analyse und bei der Synthese (Rekonstruktion) 
| verwendeten beiden Strahlenarten. Auch bei diesem sogenannten Verfahren 
i; des koharenten Untergrundes erhalt man eine VergréBerung im Verhaltnis 
| der bei der Synthese bzw. Analyse verwendeten Wellenlangen. Bei prak- 
| tischen Anwendungen des GAgporschen Prinzips [(17), (18)] wurden beim 
' ersten Schritt Elektronen-, beim zweiten Schritt Lichtstrahlen benutzt. Der 
| besondere Vorteil ist, daB z. B. die beim Elektronenmikroskop die Auflésung 
| begrenzenden Fehler des elektronenoptischen Strahlenganges beim Beugungs- 
» mikroskop nur genau von dem zur Rekonstruktion benutzten Strahlengang 
| im Verhiltnis des VergréBerungsfaktors (A,/A,) nachgeahmt zu werden brau- 


~ chen, um ihren st6renden Einflu8 zu verlieren. 


_ Fir die Réntgenmikroskopie ist das Verfahren deshalb von Interesse, weil 
4} man bei der Aufnahme des Beugungsbildes anstelle der Elektronen- auch 

_ Réntgenstrahlen verwenden kénnte. Nach Abschitzungen von BAEZ (19) 
/ ware dies unter nicht allzu weit von den praktischen Méglichkeiten zur Er- 
zeugung intensiver, hinreichend koharenter und monochromatischer Ront- 
genstrahlenbiindel entfernten Bedingungen durchaus méglich. Die zu erwar- 
tenden Schwierigkeiten haben aber bis jetzt noch keine ernsthaften Be- 
miihungen in dieser Richtung bekannt werden lassen. Im Anschlu8 an diese 
Abschatzungen macht BAEZ den Vorschlag, FRESNELsche Zonenplatten fir 
Rontgenstrahlen als réntgenoptische Elemente fiir ein Beugungsmikroskop 
herzustellen. Die wesentlich kiirzeren Wellenlingen, fiir die diese Zonen- 
platten ,,Linsenfunktionen“ haben sollten, verlangen allerdings vollig neu- 
artige Herstellungsverfahren fiir solche Réntgenstrahlen-Zonenlinien. 
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4. Abbildungsverfahren mit unmittelbarer 
richtungsindernder Beeinflussung des Strahlenganges 


4.1 Kristallreflexion 


Seit der beriihmten Entdeckung der Réntgeninterferenzen durch LAUE, 
FRIEDRICH und KNIPPING im Jahre 1912 (20) wei’ man, daB Réntgen- 
strahlen an den regelmaBigen Atomlagen eines 
Kristalles gebeugt werden und dann so mitein- 
ander interferieren, als ob die auf den Kristall ein- 
fallende Strahlung an gewissen parallelen Ebenen- 
scharen, die man sich durch einander entspre- 
chende Atomlagen des Kristalls gelegt denken 
kann, nach dem ‘Reflexionsgesetz reflektiert 
wirde (21). Zur optischen Reflexion besteht in- 
sofern ein grundsatzlicher Unterschied, als re- 
Abb. 8. BRAGGsche Reflexion von flektierte Intensitat nur in solchen Richtungen 
eae un an Hin-  auftritt, in denen die Gangunterschiede g der an 
den einzelnen parallelen Ebenen einer sogenann- 
ten Netzebenenschar reflektierten Strahlen ein 

ganzzahliges Vielfaches der Wellenlange betragen (Abb. 8). Also: 


G9=n+92= NA. 
NA = 2 day - sin ®. (5) 


Der Netzebenenabstand d,;, ist fiir die verschiedenen in einem Kristallgitter 
denkbaren Ebenenlagen verschieden; letztere werden durch die sog. MILLER- 
schen Indizes h, k, 1 eindeutig definiert. 

Die Intensitat der reflektierten Strahlung ist absolut gesehen sehr klein, da es 
sich ja nicht um eine Spiegelreflexion, sondern um ein Interferenzphinomen 
handelt. Die theoretische Behandlung dieses Problems, welche in der so- 
genannten dynamischen Theorie der R6ntgeninterferenzen (22) ihren Ausdruck 
findet, geht von der Wechselwirkung zwischen der einfallenden elektro- 
magnetischen Welle und den Atomen bzw. ihren Elektronenhiillen aus und 
berticksichtigt auch die gegenseitige Beeinflussung der Atome bzw. ihrer 
Elektronenhillen untereinander. Indem man vom einzelnen Atom zur 
Elementarzelle und schlieBlich zum ganzen Kristall iibergeht, erhalt man fiir 
das Reflexionsvermégen eines Einkristalls vom Einheitsvolumen die Bezie- 
hung: 


Ena" 1 a 1 + cos? 20 
vce ee le Ne as ees : 
(s 3) 2u sin2d 2 Ass we 
2 
mit: — = Streuvermégen eines Elektrons, 


N = Anzahl der Elementarzellen pro Volumeneinheit, 

S = Strukturfaktor, der dem Kristallaufbau Rechnung tragt, 
f = Schwichungskoeffizient des Kristalls fiir Rontgenstrahlen, 
A = Wellenlainge der Réntgenstrahlen, 
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& = BraGGscher Glanzwinkel, 
1 + cos?2¢ 


5 = Polarisationsfaktor, 


f(T) = DEBYEscher Temperaturfaktor. 


.{ Diese Theorie stellt noch eine weitgehende Abstraktion dar, so daB man das 
| Reflexionsvermégen im Kinzelfall experimentell bestimmt, wobei man den 
| Kristall um eine in der reflektierenden Flache liegende Achse durch seine 
| Reflexionsstellung hindurchdreht und dabei die gesamte reflektierte Inten- 
| sitat summiert (integrales Reflexionsvermégen). In Tabelle I sind fiir einige 
wichtige Kristalle und ihre am intensivsten reflektierenden Netzebenen die 
| z.T. berechneten, z. T. gemessenen Werte fiir das Reflexionsvermégen an- 
» gegeben. 


| Tabelle I: Netzebenenabstande und Reflexionsvermégen verschiedener Kristalle 


: Netz- 
Kristall Hetentipesnde ebenen- . Bemerkungen 
enen 
abstand 

| Kalkspat . .|h,k,i,1=1,0,—1,1]| 3,03AE]| 6,7; 7,4 | gemessen, CuKa (24) 
| Aluminium IPED; [ere Vs (1) 2,02 29,5 | berechnet, CuKa (23) 

| Steinsalz DAR b= OY 2,815 31; 45 5 i 
( Quarz. . . h, k, t,t = 1, 0, —1,1 3,335 43,5 sf ., (28) 
# Kupfer... DAR 2050 1,804 71,5 32 Me (23) 
4 Diamant. . .|. h,k,1=1,1,1 2,055 86 ie & S23) 
| Lithiumfluorid Rak, l= DONO 2,01 110 - = (23) 
Pentaerythrit Rake OOS 4,365 115 wig 3 (23) 
| Graphit Leake OO 2 3,345 = 500 . a (23) 


| 


| Nach Klarstellung der physikalischen Grundlagen ist man in der Lage, mit: 


| Einkristallen als Spiegelflachen geometrische Optik zu treiben, wobei zu den 
_ allgemeinen Bedingungen fiir eine optische Abbildung noch die Erfiillung der 
' BraccGschen Gleichung als zusatzliche Forderung hinzukommt. 


| Die ersten Impulse zur Verwendung fokussierender Kristallreflektoren kamen 


) von der Réntgenspektroskopie, wo man erstens Monochromatoren zur 
| spektralen Zerlegung der Strahlung brauchte, zweitens aber auch die Forde- 
/ rung mdglichst groBer Lichtstarke bei méglichst guter Aufldésung erfiillen 
_muBte. Da es nicht erforderlich ist, in zwei Dimensionen fokussierende An- 
ordnungen zur Verfiigung zu haben, sind diese Monochromatoren einfach ge- 
kriimmte Einkristalle. Die bekanntesten zylindrisch gekriimmten Reflektoren 
dieser Art wurden von JOHANN (25), CAUCHOIS (26) und JOHANSSON 
(27) angegeben. Das einzige, in der einen Dimension wirklich fehlerfrei, d. h. 
ohne geometrische Unschirfe fokussierende Verfahren ist das von JOHANS- 
SON, das in Abb. 9 dargestellt ist: Der zunachst ebene, parallel zu den 
reflektierenden Netzebenen geschliffene Kristall erhilt, bevor er auf eine 
zylindrische Kriimmung vom Radius R gebogen wird, einen kreiszylin- 
drischen Anschliff vom Radius 2 R. All diesen Verfahren ist gemeinsam, daB 
die Kriimmungsachse der Kristalle auf der optischen Achse senkrecht steht 
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und daB sie nur in einer Dimension fokussierend wirken. Fiir eine echte, | 
aplanatische Abbildung, d.h. eine Abbildung, bei der ein ebenes, auf der 
optischen Achse senkrecht stehendes Flachenelement der Objektebene in ein 
ebenfalls ebenes, auf der 
optischen Achse senkrecht 
stehendes Flachenelement 
der konjugierten Bildebene 
punkttreu abgebildet wird, 
ist aber zunachst einmal eine 
Fokussierung in zwei zuein- 
ander senkrechten Dimen- 
sionen eine notwendige, im 
allgemeinen allerdings noch 
nicht hinreichende Voraus- 


setzung. 
Abb. 9. Fokussierender Kristallrefiektor nach Die Méglichkeiten, solche Ab- 
JOHANSSON (27) bildungen mittels zylindrisch 


gekrimmter Kristalle, deren 
Kriimmungsachse die optische Achse des Systems bildet, zu erzielen, 
wurden von Gouy und v. HAmos (28) durchgerechnet. Es zeigt sich, daB 
neben groBen Feldschrigen bei der Abbildung auBerachsialer Punkte so 
groBe Bildfehler auftreten, dafS man von einer Abbildung tiberhaupt nur 
im MafSstab 1:1 sprechen kann, wahrend auch nur geringe Primar- 
vergroBerungen mit guter Auflésung bereits ausgeschlossen sind. Indem man 
sich auf 1:1-Abbildungen beschrankt, gelingt wenigstens — unter Aus- 
nutzung der durch kurzwellige Rontgenstrahlen im Objekt angeregten 


Abb. 10. Réntgenbildspektrograph nach v. HAMOS (29) 


Fluoreszenzstrahlung, deren Wellenlange fiir die Elemente der Probe spezi- 
fisch ist — eine mikrochemische Analyse der Oberflachenschichten von 
Metallen im sogenannten Réntgenbildspektrographen [(29), Abb. 10]: Je 
nach der Anzahl der Komponenten des Objektes 0 erhalt man auf der Photo- 
platte F eine Reihe hintereinanderliegender, verschieden geschwarzter Bilder, 
von denen jedes einem bestimmten Element der Probe entspricht. 

Eine wirkliche Abbildung von Flichenelementen ist erst moglich, wenn man 
zu doppelt gekriimmten Reflektorsystemen tibergeht. Die ersten derartigen 
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| Systeme mit aplanatischen Abbildungseigenschaften wurden von TRURNIT 
jund Hoppe (30) untersucht. Man kann sich diese Réntgenspiegel!) durch 
Rotation von konkaven oder konvexen, lings der optischen Achse ver- 
-flaufenden Kreisbégen um die optische Achse herum entstanden denken 
"I (Abb. 11). Die ABBEsche Sinusbedingung, welche die fiir die Erzielung aplana- 
“@ tischer Abbildungen notwendige Abbildungsbedingung darstellt, laBt sich bei 


Abb. 11. a) Konkaver Kristallspiegel fiir R6ntgenstrahlen nach TRURNIT und HOPPE (30) 
b) Konvexer Kristallspiegel fiir Réntgenstrahlen nach TRURNIT und HOPPE (30) 


} jedem einzelnen Reflektor dieser Art zwar nur fiir einen einzigen Objekt- und 
| Bildabstand exakt erfiillen, aber bei diesen Werten treten dann auBer einer 
) Bildfeldwélbung keine weiteren geometrischen Bildfehler auf. Die Bildfeld- 
) wolbung 14B8t sich bei konkav zur optischen Achse gekriimmten Spiegel- 
| flichen (Abb. 11a) weitgehend korrigieren, bei konvex gekriimmten (Abb. 11b) 
| dagegen nicht. Wegen der Selektivitat der BRAGGschen Reflexion entspricht 
| jedem Objektpunkt eine bestimmte Ringzone der Reflektorflache. Die die ein- 
zelnen Objektpunkte abbildenden Strahlenbiindel besitzen daher nahezu keine 
rdéumliche Ausdehnung, sondern sie liegen in Flachen, die etwa Kegelmanteln 
entsprechen. Lediglich die natiirliche Winkelbreite, die nur einige Bogen- 
sekunden betrigt, gibt dieser ,,flichenhaften“ Apertur eine geringe raum- 
liche Ausdehnung. Man kénnte dadurch zu einer riumlichen Apertur tiber- 
gehen, daB man die Reflektorflaichen nicht als homogene Kristallschicht, 
sondern mit nach einer bestimmten, angebbaren GesetzmaBigkeit sich 
aindernden Netzebenenabstianden aufbaute. 


1) Die von TRURNIT und Hops gebrauchte Bezeichnung ,, Rontgenlinse“ ist irrefiithrend. 
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Der genauere Einflu® der Selektivitat der BracGschen Reflexion auf die 
Abbildung von Achsenpunkten beim TRURNIT-HoppEschen Kugelzonen- 
spiegel wurde von ASSELMEYER (31) eingehend untersucht. Dabei zeigt sich, 
da es nicht fir alle Punkte des Objektraumes méglich ist, die Bracesche 
Gleichung fir jeden Glanzwinkel 0 zu erfiillen. Durch das Ergebnis der 
ASSELMEYERschen Rechnungen ist man in der Lage, fiir einen gegebenen 
Kriimmungsradius die fiir eine — 
optimale Abbildung giinstigen 
Glanzwinkelbereiche oder um- 
gekehrt anzugeben. 
SchlieBlich machte auch CAU- — 
CHOIS (82) Vorschlage fiir die 
Anwendung doppelt gekrimmter 
Abb. 12. Kristallspiegel fiir ROntgenstrahlen in Reflexion Kristallflaichen zur Erzeugung 
mech AU CH OUS See) verkleinerter oder vergroBerter, 
reeller bzw. virtueller Bilder von 
strahlungsdurchlassigen oder 
a selbst strahlenden Objekten 
mittels Réntgenstrahlen. Dabei 
werden zwei grundsatzlich ver- 
schiedene Anordnungen der Re- 
flektoren gesondert betrachtet: 
Der Fall, bei dem die reflektie- — 
renden Netzebenen parallel zur 
Abb. 13. Kristalispiegel fiir Réntgenstrahlen in Trans- Oberflache des Kristalls liegen 
Ba tec) EASE MUSE EASE? (Kristall in Reflexionsstellung, 
Abb. 12), und der Fall, bei 
dem die reflektierenden Netzebenen senkrecht zur Oberfliche des Re- 
flektors angeordnet sind (Kristall in Transmissionsstellung, Abb. 13). Die 
letztere Anordnung ist besonders geeignet fiir kurzwellige Rontgenstrahlen, 
far die die BRAGGschen Glanzwinkel und die Absorption im Kristall klein 
sind. Wegen der Selektivitét der BrAGGschen Reflexion reflektieren fiir 
bestimmte Wellenlangen nur gewisse Bereiche der Kristallflache, wahrend 
bei Verwendung kontinuierlicher Strahlung die ganze Kristallflaiche als 
abbildende Optik wirkt. Fir die Abbildungen gelten die Gesetze der geo- 
metrischen Optik. Als mégliche Spiegelformen werden sphiarische, torische, 
parabolische und zylindrische Flachen mit kreisférmigem, parabolischem oder 
logarithmisch-spiraligem Querschnitt genannt. Zur Erfiillung bestimmter 
optischer Forderungen sind u. U. Kombinationen mehrerer solcher Kristall- 
spiegel zweckmaRig. 
Die theoretisch-optischen Méglichkeiten bei der Kombination spharisch bzw. 
aspharisch gekriimmter Kristallreflektoren wurden von RAMACHANDRAN 
und THATHACHARI (33) eingehend untersucht. Dabei stellte sich heraus, daB 
der unter den fiir die Mikroskopie tiblichen Bedingungen kleiner Objektfelder 
und hoher VergréRerungen einzige wesentliche Bildfehler, die spharische 
Aberration, durch sukzessive Mehrfachreflexionen erheblich reduziert werden 
kann. In einem praktischen Beispiel ergibt sich fiir eine Wellenlinge A ~ 1 AE 
beugungstheoretisch eine Grenzauflésung von etwa 50 AE; die geometrische 
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1 Grenzauflésung betrigt fiir die beiden aspharischen Reflektoren mit einem 
)Scheitelkrimmungskreis von etwa 10 cm bei fiinffacher Reflexion etwa 45 AE. 


‘ischer Reflexion fiir die Réntgenmikroskopie ist eng mit der Frage nach ihrer 
) Herstellbarkeit verkniipft. Grundsatzlich sind zwei Wege méglich: Man ver- 
‘Wformt natirliche Einkristalle elastisch oder plastisch, wobei aber natiirlich 
‘Jauch die reflektierenden Netzebenen diese Verformung mitmachen miissen; 

‘}oder man erzeugt die Kristallflichen kiinstlich auf Tragerkérpern, die bereits 
‘adie geometrisch-optisch berechneten Formen haben. Wahrscheinlich mu8 
/man jedoch auch im letzteren Falle mit Fehlern im Gitteraufbau der Kristalle 
}}rechnen, wie sie bei allen natiirlichen Kristallen mehr oder weniger vorhanden 
‘sind. Diese Kristallfehler und die natiirliche Linienbreite auch der mono- 
‘ichromatischen Strahlung, welche zu unvermeidbaren chromatischen Fehlern 
(| fwhrt, sind aller Wahrscheinlichkeit nach die entscheidenden ste 


4.2 Dispersionstheorie 


)Da Rontgenstrahlen elektromagnetische Strahlung darstellen, kann man 
Jerwarten, daB sie in mehr oder weniger ausgepragter Form das Verhalten 
, Jsichtbaren Lichtes zeigen. Die physikalischen Gegebenheiten, die in dieser 
)Hinsicht aus der Wechselwirkung elektromagnetischer Strahlung mit der 
) Materie als Grenzfliche resultieren, werden dabei im wesentlichen durch den 
/ Brechungsindex ausgedriickt. Die zur theoretischen Behandlung erforderliche 
| Koppelung zwischen der Materie und dem elektromagnetischen Strahlungs- 
\feld wird von der Dispersionstheorie vorgenommen, wobei man sich eine 
) modellmaBige Vorstellung von der Ladungsverteilung der Materie macht und 
i auf diese das elektromagnetische Feld einwirken ]48t. In vereinfachter Dar- 
} stellung erhalt man dann folgende Dispersionsformel : 


NeZ 1 
um = ye — 2? 


(i tl — 


(7) 


) wobei 

nm der Brechungsindex der Materie, 

'N die Anzahl der Oszillatoren pro cm’, 

Z_ die Ordnungszahl, 

e bzw. m die Ladung bzw. Masse des Oszillators, 

¥, die Kigenfrequenz des Oszillators im Grundzustand des Atoms, d. h. die 
Frequenz einer Absorptionskante, 

_y die Frequenz der einfallenden Strahlung ist. 


| Es zeigt sich, da8 im Bereich hoher Frequenzen, in den die Réntgenstrahlen 
| fallen, der Brechungsindex kleiner als 1 ist, sich aber nur sehr wenig von der 
) Einheit unterscheidet. Man setzt deshalb: 


6=1—n}) (8) 


1) Aus historischen Griinden wurde das durch Gl. (8) definierte 6 trotz des gleichen 
| Symbols fiir die Auflésung beibehalten. : 


Se eae 
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und erhalt fir Frequenzen der Réntgenstrahlen, die sich in hinreichender ' 
Entfernung von der Eigenfrequenz 1 befinden, die vereinfachte Beziehung 
(34): 
NEL 1 Ne 7.92 = Le 0% 
2ame? A 


— i — ee ay 1 (9) 
2am v2 2nmce* 
mit: 
ZL = Loscumiptsche Zahl, 
A = Atomgewicht, 
o = Dichte, 
A = Wellenlinge, 
c = Lichtgeschwindigkeit. 


Zwei Ergebnisse der Dispersionstheorie sind fiir die weiteren Betrachtungen | 
wesentlich: Die Materie ist fiir Réntgenstrahlen optisch diinner als das 
Vakuum (oder Luft) und die Abweichung des Brechungsindex von der Ein- 
heit ist duBerst gering (6 ist von der GroéBenordnung 10-* bis 10-*). 


4.3 Brechung. Réntgenlinsen 


An der Grenzfliche zweier Medien gilt auch fiir Réntgenstrahlen das SNEL- 
Liussche Brechungsgesetz (Abb. 14): 

eet eed, (10) 

SN@ My 
Wenn das obere Medium Luft ist, erfolgt die Brechung wegen n < 1 vom 
Einfallslot weg: a, > a,. Da die Brechung sehr gering, aber um so gréBer ist, 
je flacher die Strahlen zur Grenzflaiche 
einfallen (a, > 2/2), miBte cine Réntgen- 
linse so gestaltet sein, daB sie fast streifend 
einfallende Strahlen verarbeitet. Wie ferner 
aus Gl. (9) hervorgeht, ist die Brechung 
um so gréBer, je gro8er die Ordnungszahl Z 
des Materials der Linse und die Wellen- 
linge A ist. In noch starkerem MaBe nimmt 
aber mit diesen beiden Faktoren die 
Schwachung der Rontgenstrahlen zu, so- 
dafS§ eine stirker brechende Réntgenlinse 
die Strahlung praktisch véllig absorbiert. 
Trotzdem hat KIRKPATRICK (35) Betrach- 
: tungen tiber die Gestalt einer Réntgen- 
linse angestellt. Er findet dabei eine Zylinderlinse (Abb. 15) abbildungs- 
theoretisch als brauchbar, jedoch muB sie, da sie nur in einer Dimension | 
fokussierend wirkt, zur Erzielung der Abbildung eines Flichenelementes | 
durch eine zweite senkrecht zu ihr aufgestellte Zylinderlinse erginzt werden. — 


Abb. 14, Reflexion und Brechung 
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Die Anordnung besitzt eine starke chromatische Aberration. Eine praktische 
yAusfihrung erscheint wegen der Existenz totalreflektierender Réntgen- 
)ptiken als wenig sinnvoll. 


Abb. 15. Réntgenlinse nach KIRKPATRICK (35) 


4.4 Totalreflexion 


jesamte einfallende Intensitaét in der reflektierten Strahlung wiederfindet. 
Vir diesen sogenannten Grenzwinkel der Totalreflexion gilt: 


| sina, =? = <1. (11) 
1 1 


in dem bei Réntgenstrahlen tiblichen, zur Grenzflache hin gemessenen Winkel 
2») = =. — a, lautet die Bedingung ftir den Grenzwinkel der Totalreflexion: 


COS Py = 2; (12) bzw. sin Y = V206. (13) 


ol 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 


3:10 ——> 


H Abb. 16. Grenzwinkel der Totalreflexion fiir Réntgenstrahlen 
7 ndet, nur ganz wenige Winkelgrade betragt. Totalreflektierende Réntgen- 
.iptiken arbeiten also nur dann, wenn sie von nahezu streifend einfallenden 
‘in trahlen getroffen werden. 
ime verfeinerte Betrachtung der Vorgange an der Grenzfliche mu8 die 
if bsorption des zweiten Mediums beriicksichtigen. Man hat es dann mit einem 
_ § Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 


: 
| 
| 
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komplexen Brechungsindex ganz ahnlich wie in der Metalloptik zu tun. Zwei ' 


Ergebnisse dieser Betrachtungsweise sind fiir uns von Bedeutung: 1. Es gibt 
streng genommen keine Totalreflexion fiir Réntgenstrahlen, sondern die 
reflektierte Intensitat fallt mit zunehmendem Einfallswinkel g schon von 0° 
an auf kleinere Werte als 100° ab; sie ist aber aus demselben Grunde am 
theoretischen Grenzwinkel g) noch nicht null, sondern nahert sich dem Wert 


Au (d ~600 AE ) 
(1) A =3,2 AE 


2)A=24 AE 
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Abb. 17. a) Verlauf der ,,Total‘‘-Reflexion von Rontgen- 
strahlen verschiedener Wellenlange an einem 
Goldspiegel (36) 


b) Verlauf der ,,Total‘-Reflexion von Réntgen- 
strahlen (A = 2,75 AE) an verschiedenen Spiegel- 
metallen (36) 


null erst bei gréBeren Win- 
keln asymptotisch. 2. Die ge- 
brochene Welle verschwindet 
im Bereich der _ ,,Total- 
reflexion®‘ nicht vollig, son- 
dern sie begleitet den reflek- 
tierten Strahl als inhomogene 
Flankenwelle, die unmittelbar — 
hinter der Grenzfliche im 
zweiten Medium verlauft. Da- 
mit sie sich ungestdért aus-. 
bilden kann, ist eine Mindest- | 
schichtdicke des zweiten Me- . 
diums erforderlich, die sich; 
aus der Kindringtiefe der in- 
homogenen Welle zu 


A 


27 - V cos? pm — n2 


[= 


ergibt. Beide Folgerungen er- 
geben sich auch aus Messun- 
gen des Reflexionsvermoégens 
R (36), deren Ergebnisse in 
Abb. 17 aufgetragen sind. 
Man sieht hier die kleinen 
Absolutwerte der Reflexions- 
winkel gy, ihre Zunahme mit 
steigender Wellenliinge 2! 
(Abb. 17a), die Abhangigkeit 
des Reflexionsvermégens vo 
der Ordnungszahl Z (Abb.17b) 
und von der Schichtdicke 
(Abb. 17c) des Reflektor- 
metalls. Reflexionsmessungenj 
im Vakuum (37) zeigen, da 
bei grdBeren Wellenlainge 
(A= 8,32—-44,6 AE) noch Ein-f 
fallswinkel bis zu mehreren 
Winkelgraden eine hohe re-[. 
flektierte Intensitat ergeben 


—— 
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Hinsichtlich der erforder- 
lichen Oberflachenqualitat < (0) Au, massiv, 


der reflektierenden Flachen theoretisch 
ist zu bemerken, daf der sehr i 1) Au, de 130 AE 
flache Einfall der Strahlung \ 2) Au, d= 60 AE 
eine die Auswirkungen der N 3) Au, d= 25 AE 


Mikrorauhigkeiten mildernde 
Wirkung hat, so daB die An- 
forderungen an die Glitte 
der Reflektorflachen im Ver- 
gleich zu __ lichtoptischen 
Spiegelflachen keineswegs: in 
dem Ma8e steigen, in dem die 
Wellenlingen der Réntgen- 
strahlen kleiner als die des 
Lichtes sind. Man kann etwa 
sagen: Eine Oberfliche, die ¢ 

sichtbares Licht bei senkrech- Abb. 17. c) Verlauf der ,,Total‘-Reflexion von Réntgen- 
tem Strahleneinfall einwand- strahlen (4 = 2,4 AE) an Goldspiegeln verschie- 
frei reflektiert, geniigt auch Gotan Divwene7) 

fir die regulire (Total-) 

Reflexion streifend einfallender Rontgenstrahlen. 


(4)Au, de 18 AE 


4.5 Abbildungsverfahren mit totalreflektierenden Rontgenspiegeln 


Die Frage, welche Gestalt totalreflektierende Spiegelflachen haben miissen, 
um Abbildungen flachenhafter Objekte zu liefern, wurde bereits 1929 von 
JENTZSCH (38) angegangen, wobei zunachst ein einfacher spharischer Hohl- 
spiegel mit groBem Kriimmungsradius diskutiert wurde. Es zeigte sich, daB die 
beiden Brennweiten fiir die in der Meridian- bzw. in der Tangential- (oder 
Sagittal-) Ebene verlaufenden Strahlen bei streifendem Kinfall derart stark 
voneinander verschieden sind, daB sich ein solcher Spiegel praktisch wie ein 
Zylinderspiegel verhalt: Der Astigmatismus ist so gro, daB ein einzelner 
spharischer Hohlspiegel fiir eine Abbildung mittels totalreflektierter Rontgen- 
strahlen ungeeignet ist. : 

Eine Beseitigung des Astigmatismus scheint durch Ubergang zu doppelt 
gekriimmten torischen Flachen méglich, wie sie durch Rotation eines Kreis- 
bogens um eine nicht durch seinen Mittelpunkt gehende Achse entstehen 
[vgl. die TRURNIT-HoppEschen Kristallspiegel (30)]. Aber auch hiermit 
lassen sich keine einwandfreien, insbesondere keine vergroBerten Abbildungen 
erzielen. 

SchlieBlich machte JENTZSCH den Vorschlag, den Astigmatismus dadurch zu 
beseitigen, daB man zwei Spiegel, deren astigmatische Fehler verschiedenes 
Vorzeichen haben, miteinander kombiniert. Dies ware z. B. bei einem System 
zweier konzentrischer Kugelspiegel der Fall, bei dem sich die Abbildung aus 
lauter streng aplanatischen Bischeln zusammensetzt, ohne allerdings in ihrer 
ganzen Ausdehnung aplanatisch zu sein. Die starke Aperturbeschrankung 
eines solchen Systems kénnte durch Kombination anderer Flaichen, von 


Q* 
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denen die eine als konvexer, die andere als konkaver Spiegel zu verwenden 
wire, erheblich gemildert werden. All diese Uberlegungen blieben aber in den 
Ansatzen stecken und wurden nicht weiter verfolgt. 

Erst im Jahre 1948 berichteten 
KIRKPATRICK und BAEZ (39) 
tiber ernsthafte Versuche mit 
totalreflektierenden Spiegel- 
systemen. Auch hier wird zu- 
nachst der extreme Astigmatis- 
mus des einzelnen spharischen 
Hohlspiegels bei kleinen Einfalls- 
winkeln festgestellt, so daB ein 
solcher Spiegel mit einem Zylin- 
derspiegel gleichwertig ist, dessen 
kreisbogenformige Erzeugende in 
der Meridionalebene liegt. Die 
Abbildungsverhiltnisse in dieser 
Ebene sind in Abb. 18 darge- 


Rowlandkrels 


Abb. 18. Totalreflektierender Réntgenspiegel nach KIRK- tellt, wobei die Spiegelkriim- 
PATRICK und BAEZ (39) Shana pies : 


mung und die Einfalls- 
8 winkel g stark wbertrieben 
Ny gezeichnet sind. Die ganze 
Anordnung entspricht dem 
fokussierenden Konkav- 
gitter-Verfahren der Ront- 
genspektroskopie. Fiir ein- 
dimensionale , Abbildun- 
gen“‘im Ma8stab 1: 1 ist der 
sogenannteROWLAND-Kreis 
der geometrische Ort fiir 
Objektpunkt P, und Bild- 
Aone ease sc cnies rvca i gone punt Py, Or mperierin 
,»Abbildungen“ entspricht 
dem Objektpunkt P, der 
Bildpunkt P;. Bei Beschrankung auf eine schmale Spiegelzone (kleine Win- 
kel a) ergibt sich folgende Abbildungsgleichung: 


1 1 2 8 1 


ox ——+ Horizontalstrahlen 
\ -e+ Vertikalstrahlen 


q+2aj*p— Saf 2Fa~ 7, a) G+) (15) 
2 
Git, Se gee tind See 
2 2 
Die Symbole sind aus Abb. 18 zu entnehmen, die Substitution i= R- sin p fe? 
stellt eine Brennweite dar. pe 


Die neue Idee von KIRKPATRICK und BAEz ist nun die, den extremen 
Astigmatismus des Einzelspiegels dadurch zu beseitigen, daB man einen 
zweiten Spiegel senkrecht zum ersten aufstellt (Abb. 19), so daB jeder von 
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ihnen nacheinander eine der beiden zueinander senkrecht verlaufenden 
Strahlenarten verarbeitet. Mit einer solchen Anordnung lieBen sich bei einer 
etwa 50fachen PrimarvergréBerung Abbildungen von Maschengittern und 


i. _Foraminiferenschalen erzielen, die im besten Teil des Bildfeldes eine Auf- 


lésung von etwa 1 uw abschitzen lassen. 

Wahrend die Optik des Réntgenmikroskopes von KIRKPATRICK und BAEZ 
aus zylindrisch geschliffenen und mit Metall bedampften Glasspiegeln 
bestand, versuchten LUCHT und HARKER (40) dieselbe Anordnung dadurch 
zu realisieren, da sie diinne polierte Metallplatten mechanisch und durch 
Mikrometerschrauben kontinuierlich nachjustierbar zylindrisch verbogen. 


Abb. 20. Totalreflektierendes Vierspiegelsystem fur ROntgenstrahlen nach KIRKPATRICK und BAEZ (89) 


Solche Systeme aus zwei gekreuzten Zylinderspiegeln haben jedoch noch 
ziemliche Bildfehler, vor allem eine erhebliche Koma und sphiarische Aber- 
ration und eine starke Objekt- und Bildfeldschrage und lassen nach PRINCE 
(41) eine Steigerung der Auflésung iiber etwa 200 my hinaus nicht erwarten. 


' Die Bildfehler lassen sich z. T. dadurch reduzieren, da8 man zu einem zu- 


sammengesetzten Mikroskop tibergeht, dessen Optik aus zwei Paaren solcher 
gekreuzter Zylinderspiegel besteht (Abb. 20). 

Auch bei dem einfachen Zweispiegelsystem lassen sich die Bildfehler redu- 
zieren, wenn man zu Spiegelflachen mit nichtkreisformig gekriimmten 
Erzeugenden iibergeht (39, 42) und wenn man nach Iyson (42) im Abstand 


x von der Mittellinie jedes Spiegels bildseitig eine Aperturblende an- 


bringt. 

Eine besonders zweckmaBige, von MONTEL (43) vorgeschlagene Lésung zur 
teilweisen Behebung der Mangel des einfachen Zweispiegelsystems aus ge- 
kreuzten Zylinderspiegeln besteht darin, daB das Abbildungssystem durch 
Zusammenfiigen der beiden aufeinander senkrecht stehenden spharischen 
Spiegel zu einem einzigen Block hinsichtlich der Horizontal- und der Vertikal- 
strahlen gewissermafen symmetrisch wird (Abb. 21). Die eine Halfte des von 
einem Objektpunkt kommenden Strahlenbiindels wird zunachst am unteren 
und dann am oberen Spiegel reflektiert, bei der anderen Halfte ist es gerade um- 


"f gekehrt. Neben der Verringerung der Bildfehler ist auch die Vereinfachung der 
| Justierarbeit ein beachtlicher Vorteil. Bei einem praktischen Beispiel mit 
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einem Kriimmungsradius der beiden Objektivhalften von je etwa 10 m und 
einer Apertur von etwa 0,001 Radien ist eine theoretische Auflésung von etwa 


150 my moglich. ; 
Die bisherigen Betrachtungen lassen erkennen, da der Ubergang zu den 


wegen der Begrenzung der Rontgenstrahlentotalreflexion erforderlichen sehr _ 


kleinen Einfallswinkeln offenbar mehr 
als nur gradueller Natur ist, so daB 
man die bei Spiegelsystemen mit steil 
einfallender Strahlung vorliegenden 
Abbildungsverhaltnisse nicht einfach 
auf totalreflektierende Rontgenspiegel 
iibertragen kann. Vielmehr ist es er- 
forderlich, durch méglichst allgemeine 
Ansatze eine Grundlage fiir die geo- 
metrische Optik nahezu streifend ein- 
fallender Strahlen zu schaffen. Dieser 
Aufgabe haben sich unabhangig von- 
einander HERRNRING und WEIDNER 
Abb. 21. Totalreflektierender Spiegelblock fir einerseits und WOLTER andererseits 
Roéntgenstrahlen nach MONTEL (43) unterzogen. 

Die Ansitze von HERRNRING und 
WEIDNER (44) gehen auf die allgemeinen Ansatze der beriihmten Arbeit von 
SCHWARZSCHILD aus dem Jahre 1905 (45) zuriick, wobei als Zusatzbedingung 
die Beschrinkung auf sehr kleine Einfallswinkel (gemessen zur Flache) ein- 
gefihrt wird. Daneben wird die Konstanz der Summe der Lichtteilwege und 
die Erfillung der fiir aplanatische Abbildungen mafSgeblichen ABBEschen 
Sinusbedingung gefordert. Da die Systeme aus geschlossenen Rotations- 
flichen bestehen sollen, kann man das Problem in einem ebenen Koordinaten- 
system behandeln. Die Ansatze fiihren auf zwei Differentialgleichungen, deren 
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Abb. 22. Totalreflektierendes Zweispiegelsystem fiir Réntgenstrahlen mit nicht die Achse kreuzendem 
Strahlengang nach HERRNRING und WEIDNER (44) 


Lésungen in allgemeinster Form die analytischen Funktionen fiir die beiden 
Spiegelkurven der Systeme darstellen, welche die in den Ans&tzen stecken- 
den Forderungen erfiillen. Fir den AbbildungsmaBstab 1:1 sind die 
Differentialgieichungen geschlossen integrierbar, fiir vergréBerte Abbildungen 
gewinnt man Naherungslosungen durch Reihenentwicklung. 

Es ergeben sich zwei verschiedene Typen von Zweispiegelsystemen, solche, 
bei denen der Strahlengang die optische Achse nicht schneidet (Abb. 22 
und 23) und solche mit einem die optische Achse kreuzenden Strahlengang 


4 
: 
- 
4 
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jpiner zerstreuenden Flache (Abb. 22) oder aus zwei sich liickenlos aneinander- 
(igenden sammelnden Flachen (Abb. 23) bestehen. Man kann die einzelnen 
Spiegelflachen, die im allgemeinen Flachen héherer Ordnung sind, auch durch 
‘Kegelschnitte annahern, doch 14Bt sich dann die ABBEsche Sinusbedingung 
faicht mehr exakt erfiillen. 

1SchlieBlich ist es auch méglich, wenn man durch die Optik Strahlen erfassen 
tméchte, die unter groBeren Winkeln zur optischen Achse verlaufen, zu Mehr- 
ispiegelsystemen tiberzugehen, derart, da man zwischen die beiden Spiegel 


(Abb. 23. Totalreflektierendes Zweispiegelsystem fiir Réntgenstrahlen mit nicht die Achse kreuzendem 
| Strahlengang nach HERRNRING und WEIDNER (44) 


‘Abb. 24. Totalreflektierendes Zweispiegelsystem fiir R6ntgenstrahlen mit die Achse kreuzendem Strahlengang 
nach HERRNRING und WEIDNER (44) 


eines Zweispiegelsystems weitere Spiegel einfiigt, so daB das abbildende 
*Strahlenbiindel erst nach mehr als zweimaliger Reflexion zur optischen Achse 
uuriickreflektiert wird. 

iKinen anschaulicheren Weg zur Berechnung rotationssymmetrischer, total- 
ireflektierender Spiegelsysteme geht WOLTER (46). Dabei wird zunachst ein- 
mal grundsatzlich gezeigt, daB eine einzelne Spiegelflache im Bereich strei- 
fend einfallender Strahlung niemals eine Losung des Problems, eine aplana- 
itische Abbildung zu erzielen, sein kann. Die ABBEsche Sinusbhedingung wird 
‘vielmehr bei einer einzelnen Spiegelflache grob verletzt und die Zerstreuungs- 
‘figuren von auBerhalb der optischen Achse liegenden Punkten der Objekt- 
‘Jebene sind in der Bildebene Kreise, die die optische Achse mit umfassen, so 
\daB eine Abbildung eines auf der optischen Achse senkrecht stehenden 
‘Flachenelementes unmdglich ist. Nur Systeme aus zwei oder mehr Spiegel- 
\flachen, an denen alle zur Abbildung benutzten Strahlen mindestens zweimal 
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Besonders ausgezeichnet unter solchen Zweispiegelsystemen sind dabei 
Systeme aus zwei Kegelschnitten in konfokaler Lage, d. h. Kegelschnitten, 
denen je ein Brennpunkt gemeinsam ist. Vorteilhaft sind dabei vor allem die 
sogenannten Systeme 1. Art: Sie bestehen aus einem Hyperboloid in konfo- 
kaler Lage mit einem Paraboloid, falls die Bildebene im Unendlichen, bzw. 
mit einem Ellipsoid, falls die Bildebene im Endlichen liegen soll. Im ersteren 
Fall (Abb. 25) wird die. Objektebene durch den zweiten, nicht mit dem im 
Endlichen _— gelegenen 
Brennpunkt des Para- 


~ = Par. 
ae 5 Y boloides = zusammen- 
funny BIG 5 &% ie fallenden Brennpunkt 
IF des Hyperboloides, die 

Pos \ i 

ie ph * Bildebene durch den 
ES coat y V4 r—"\ hnickfécne unendlich fernen Brenn- 
[Hee mere a. ee a punkt des Paraboloides 
WL \ 2 Ps bestimmt. Im letzteren 
. ny Falle ist die Objekt- 
aS ) aay Pr ebene durch den zwei- 
Sage oe 7 ten, nicht mit einem 
vere d ,  Brennpunkt des Ellip- 
ate soides zusammenfallen- 
Abb. 25. Totalreflektierendes Zweispiegelsystem 1. Art fiir R6éntgen- den Brennpunkt des 
strahlen nach WOLTER (46) Hyperboloides, die Bilds 


ebene durch den zwei- 
ten, nicht mit einem Brennpunkt des Hyperboloides zusammenfallenden 
Brennpunkt des Ellipsoides definiert. Bei verkleinerten Abbildungen werden 
einfach die Bedeutungen von Objekt- und Bildebene miteinander vertauscht. 
Die ABBEsche Sinusbedingung ist bei Kegelschnittflichen nur naherungsweise 
erfiillt. Man kann sie um so besser erfiillen, je mehr man sich auf reflek- 
tierende Bereiche in der Nahe der Kantenzone, d. h. des Schnittkreises beider 
Spiegelflachen beschrankt und je mehr man zu schlankeren Systemen, d. h. 
zu groBerer Exzentrizitaét der Kegelschnitte iibergeht. Da man jedoch im 
Interesse einer hohen Auflésung die Apertur nicht zu klein werden lassen 
darf, ist es besser, statt dessen die eine oder beide Kegelschnittflachen zu 
deformieren. Man gelangt auf diese Weise zu Flachen héherer, zum Beispiel 
4. Ordnung, bei derien eine strenge Erfillung der Sinusbedingung mdglich ist. 
Wenn man sich jedoch ein genaues Bild iiber die optischen Eigenschaften 
eines solchen Spiegelsystems machen will, mu8 man trotzdem einzelne 
Strahlen exakt durchrechnen, da die ABBEsche Sinusbedingung ein zwar not- 
wendiges, aber nur im Grenzfall verschwindend kleiner Objektfelder auch 
hinreichendes Kriterium fiir eine einwandfreie Abbildung ist, waihrend es 
sich ja in Wirklichkeit stets um die punkttreue Abbildung von Objekt- | 
feldern endlicher Ausdehnung handelt. Bildfehlerberechnungen dieser Art 
wurden fiir die vorliegenden Spiegelsysteme von WOLTER (46, 47) durch- 
gefitihrt. 
Der Ubergang zu Mehrspiegelsystemen geschieht dadurch, da8 man hinter 
ein Zweispiegelsystem weitere Hyperboloide derart anfiigt, daB je zwei auf- 
einanderfolgende Spiegelflachen einen ihrer beiden Brennpunkte gemeinsam. 


iy ' systeme moglich, die neben den 
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| haben. Ein Vierspiegelsystem dieser Art zeigt Abb. 26. Es zeigt sich, daB bei 
4 nicht allzu groBen Spiegelzahlen die Sinusbedingung nur bei Spiegelsystemen 
» mit gerader Spiegelzahl, und bei diesen fiir erheblich gréBere Aperturen als 
» bei den entsprechenden Zweispiegelsystemen, erfiillbar ist, wihrend sie von 
Spiegelsystemen mit ungerader Spiegelzahl grob verletzt wird. 

SchlieBlich sind auch Spiegel- 


Hyperboloid 27pealerd, 
sammelnden noch zerstreuende haat Sr 


| Flichen enthalten. Abb. 27... 7* 


zeigt ein sogenanntes Spiegel- . 
system 2. Art, das aus einem 
zerstreuenden Hyperboloid und 


/ 
\.___-*Knick#lache 


Abb. 26. Totalreflektierendes Vierspiegelsystem 1. Art fiir 
Réntgenstrahlen nach WOLTER (46) 


einem sammelnden Paraboloid 
besteht; ein sogenanntes 
Spiegelsystem 3. Art, das aus 
einem sammelnden Ellipsoid 
und einem zerstreuenden Para- 
boloid besteht, ist in Abb. 28 
dargestelit. Ersetzt man im er- 
steren Fall das Paraboloid 
durch ein Ellipsoid, dann wird 
die Bildebene ins Endliche ver- 
lagert; ersetzt man in beiden 
Fallen den nicht-parabolischen 
Spiegel durch ein Paraboloid, 
dann erhalt man teleskopische 
Strahlengange. Auch bei den 
Spiegelsysternen 2. und 3. Art 
kann man zu Mehrspiegel- 
systemen tibergehen. 

Da die SCHWARZSCHILDsche 
Losung (45) formal die all- 
gemeine Losung des sich aus 
den allgemeinen Ansatzen er- 
gebenden Systems von Differen- 
tialgleichungen ist, miissen auch die streng aplanatischen Spiegelsysteme fiir 
streifenden Einfall in ihr enthalten sein: lediglich durch zu eng gefaBte 
Interpretation der Integrationskonstanten gingen sie verloren. LaBt man fiir 
die Integrationskonstante auch komplexe Werte zu (47), dann erhalt man aus 
der SCHWARZSCHILDschen Lésung auch alle streng aplanatischen Zweispiegel- 
systeme streifender Reflexion. Eine Verbesserung der Bild- Qualitat gegentiber 
derjenigen bei Spiegelsystemen aus Flachen 2. Ordnung ist mit ihnen jedoch 
nur fiir Objektpunkte in unmittelbarer Nahe der optischen Achse erreichbar. 
In die numerische Berechnung eines rotationssymmetrischen, aplanatischen 
Spiegelsystems der von HERRNRING/WEIDNER und WOLTER abgeleiteten 
Art gehen einige Parameter ein, die im wesentlichen durch physikalische 
Gesichtspunkte (Wellenlinge, Reflexionsverhaltnisse u. a.) und durch tech- 
nische Belange bestimmt sind. Man gibt sich die Tubuslinge (Abstand 
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Abb. 27. Totalreflektierendes Zweispiegelsystem 2. Art fiir 
Rontgenstrahlen nach WOLTER (46) 
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Abb. 28. Totalrefiektierendes Zweispiegelsystem 3. Art fiir 
Roéntgenstrahlen nach WOLTER (46) 
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Objekt-/Bildebene), die PrimarvergroBerung, den maximalen Auftreffwinkel 
der Strahlung auf die Spiegelflichen und die Apertur vor und kann dann 
unter Beriicksichtigung der technisch noch realisierbaren Dimensionen das 
jeweils optimale System angeben. Dabei zeigt es sich, daB die erreichbaren 
Aperturen fiir Auflésungen von etwa 20 my hinreichend sind. Auch fiir die 
Tiefenscharfe ergeben sich Werte, die zwischen denen des Licht- und denen 
des Elektronenmikroskopes liegen: Fir Aperturen der Licht-, Réntgen- und 
Elektronenoptiken, die Auflésungen von 200 bzw. 20 bzw. 2 my zulassen, 
verhalten sich die Tiefenschirfen etwa wie 1 : 25: 570. 

Die Herstellung solcher Rontgenoptiken ist ein schwieriges, jedoch nicht 
unlésbares Problem, das eng mit den Dimensionen der Spiegelsysteme ver- 
kniipft ist: Es handelt sich um innen reflektierende Hohlkérper, die bei 
kleinen Durchmessern sehr langgestreckt sind; das Verhaltnis von Linge zu 
Durchmesser geht bis in die GréBenordnung 10:1. Die Rotationskérper 
besitzen in Ebenen senkrecht zur optischen Achse sehr groBe, kreisférmige 
Kriimmungen, wahrend ihre nichtkreisférmigen Erzeugenden sehr geringe 
Kriimmungen besitzen und nahezu ,,parallel‘‘ zur optischen Achse verlaufen. 
Wie weit die theoretischen Auflésungen praktisch angenahert werden kénnen, 
hangt ausschlieBlich von der Formgenauigkeit, mit der die Spiegelkérper 
hergestellt werden konnen, ab. 


5. Anwendungsmiglidhkeiten fiir die rintgenoptischen Verfahren 
und die Réntgenoptiken 


Das Arbeitsgebiet der Réntgenoptiken im allgemeinen und die Roéntgen- 
mikroskopie im besonderen stehen noch vollig am Anfang ihrer Entwicklung, 
so daB sich ein groBer Teil méglicher Anwendungen erst im Laufe der Zeit 
ergeben, andererseits sich aber auch die eine oder andere heute bestehende 
Hoffnung unter Umstéanden wieder zerschlagen wird. 


5.1 Réntgenmikroskopie 


Das Endziel der réntgenmikroskopischen Verfahren wird es immer sein, 
unter Ausnutzung der kiirzeren Wellenliangen der Réntgenstrahlen eine echte 
Ubermikroskopie zu treiben. Aber auch im Bereich lichtmikroskopischer 
Auflésungen besteht fiir die Roéntgenmikroskopie eine ganze Reihe inter- 
essanter Anwendungsméglichkeiten, die wegen der nur bei Verwendung von 
Roéntgenstrahlen in dieser Allgemeinheit in mikroskopischen Bereichen még- 
lichen qualitativen und quantitativen Analysen von sehr groBer Bedeutung 
sind. Das relativ grofe Durchdringungsvermégen der Réntgenstrahlen 
bringt sowohl in praparativer als auch in grundsiitzlicher Hinsicht Vorteile; 
sofern man eine geniigend groBe spektrale Auswahl zur Verfiigung hat, gibt 
es fiir ein Réntgenmikroskop praktisch keine ,,undurchsichtigen“‘ Objekte. 
Aus dem gleichen Grunde wird es méglich sein, viele Objekte in Luft unter 
natirlichen Bedingungen zu untersuchen, ein Umstand, der insbesondere fir 
biologische Objekte von Bedeutung ist. Zusammenfassend kann man sagen, 
daB die Réntgenmikroskopie die Elektronenmikroskopie nicht in ihrer Auf- 
losung und die Lichtmikroskopie keineswegs in ihrer Vielseitigkeit wird 
erreichen kénnen, daB sie aber, sofern erst einmal brauchbare, méglichst 
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‘nfach zu handhabende Réntgenmikroskope zur Verfiigung stehen, ein 
leites Betatigungsfeld in Wissenschaft und Technik finden wird. 
‘juf Grund der physikalisch-technischen Besonderheiten der einzelnen 


juchungen geeignete Gerate andererseits) vor allem die fiir die Objektauswahl 
‘Yo wichtige Frage der Wellenlangenbereiche der Réntgenstrahlen von aus- 
Ichlaggebender Bedeutung sein wird. Es scheint so, als ob die Starke des 


“jiiegen wiirde, wahrend die totalreflektierenden Spiegelsysteme wegen der 
‘unahme der maximal zilassigen, an sich sehr kleinen Auftreffwinkel und 


j2dntgenstrahlen pradestiniert sind, so da8 sich hier eine wertvolle Erginzung 
dmbahnen kénnte. Wahrend das Réntgenschattenmikroskop auf die Abbil- 
‘ung nichtselbstleuchtender Absorptionsobjekte beschrankt ist, ist bei Ver- 
iwendung echter Rontgenoptiken auch die Abbildung selbstleuchtender, d. h. 
joei Bestrahlung mit kurzwelligeren Rontgenstrahlen charakteristische und 
t2lementspezifische Fluoreszenzstrahlung aussendender Objekte und schlieB- 
llich bei nichtselbstleuchtenden Objekten eine echte Dunkelfeldabbildung 
‘moglich. Unter den echten Rontgenoptiken haben die totalreflektierenden 
Spiegelsysteme gegeniiber den Spiegelsystemen mit BRAGGscher Reflexion 
‘Mnoch den Vorteil, daB sie achromatisch sind und auch mit jeder anderen 
‘Strahlenart, soweit sie optische Reflexion (z. B. sichtbares Licht) oder 
~Totalreflexion (z. B. Neutronen) zeigt, betrieben werden: kénnen. 
Die réntgenmikroskopische Untersuchung anorganischer Objekte mit kurz- 
éwelligeren Rontgenstrahlen (A ~ 1 bis 5 AE) wird Problemen der Metallo- 
graphie und Metallurgie, der Mineralogie und der Kolloidchemie dienen, 
wobei es zunachst gar nicht auf sehr hohe GesamtvergroBerungen ankommt. 
/ Bei nicht zu hohen Auflosungen ist vor allem fiir die Metallographie die im 
}Vergleich zum Lichtmikroskop erheblich gréBere Tiefenschirfe und die 
| Moglichkeit zur Herstellung von Stereoaufnahmen wertvoll. 
i Die réntgenmikroskopische Untersuchung organischer Objekte mit lang- 
)welligeren Rontgenstrahlen (A ~ 5 bis 50 AE) kann von fundamentaler 
) Bedeutung fiir die medizinisch-biologische Forschung werden, wobei als 
) besonders wichtige Gebiete die Histologie, die Zytologie, die Baktericlogie 
‘und die Virus-Forschung genannt seien. Zwei Arbeitsrichtungen drangen sich 
| hier in den Vordergrund: Die Tendenz zu qualitativen und quantitativen 
/ Arbeiten im Bereich morphologisch bereits bekannter Strukturen, nur wenig 
' jenseits der Auflésungsgrenze der Mikroradiographie, und das Streben nach 
) morphologischen und dann qualitativen und quantitativen Méglichkeiten 
im Bereich iiberlichtmikroskopischer Auflésungen. Auch hier sind im ersteren 
Falle keine sehr hohen GesamtvergréBerungen erforderlich und fir die 
primiaren RéntgenvergréBerungen geniigt es, wenn sie die yewiinschte Auf- 
| lésung auf die Auflésung feinkérniger Photoschichten bringen. 
Die Direktbeobachtung réntgenmikroskopischer Bilder mit Leuchtschirm 
und Auge wird im allgemeinen aus Intensitats- und Auflésungsgriinden nicht 


ae 
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moglich sein. Die Zwischenschaltung eines Rontgenbildverstairkers set 
wegen der nicht allzu hohen RontgenvergroBerungen eine relativ hohe Auf 
lésung auf der Bildwandlerseite voraus und auferdem mussen, wenn der 
Bildverstarker mehr als eine reine Leerverstirkung bringen soll, von Seit 
der réntgenmikroskopischen Einrichtung her gentigend Rontgenquanten pre 
Bildpunkt zur Verfiigung stehen. 


5.2 Anwendung von Mikroréntgenstrahlsonden und Mikroréntgenbrennflecke 


Durch Verwendung verkleinernder Réntgenoptiken gelingt es, Mikro- 
réntgenstrahlsonden und Mikroréntgenbrennflecke zu erzeugen. Mittel 
solcher Strahlsonden von sehr kleinen Querschnitten ist man in der Lage, 
bisher an makroskopischen Objekten mit Réntgenstrahlen durchgefihrte 
physikalische Untersuchungen, insbesondere Absorptionsmessungen, auf 
mikroskopische Dimensionen zu tibertragen. Auf diese Weise ist es z. B. auchi 
méglich, das Absorptionsbild eines Objektes im zeitlichen Nacheinander ent-- 
stehen zu lassen, indem man das Objekt in einer zur Strahlrichtung senk- 
rechten Ebene in zwei zueinander senkrechten Koordinaten durch die fest- 
stehende Mikrostrahlsonde hindurchbewegt und zu jeder einzelnen Objekt- 
stellung die Intensitét des durchgehenden Strahlenbiindels registriert. { 
Fir die Rontgenschattenmikroskopie und fiir das Verfahren des koharenten 
Untergrundes bei der Zweischrittmikroskopie sind, wie bereits besprochen, 
sehr kleine Réntgenbrennflecke mit méglichst groBer Intensitat erforderlich. 
Man kénnte daran denken, solche Mikrobrennflecke durch verkleinerte 
Abbildung gréBerer Brennflecke zu erzeugen, wobei die Verkleinerung notigen- 
falls in mehreren Stufen erfolgen kénnte. Der Vorteil ware dabei besonders 
der, daB der Mikroréntgenbrennfleck frei im Raum statt auf einer materiellen 
Anode erzeugt werden kénnte. Eine Realisierung solcher Uberlegungen ist 
selbstverstindlich an die Frage gekniipft, ob es gelingt, die Mikrobrennflecke 
mit ausreichender Intensitaét zu versehen, wobei der Umstand von Bedeutung 
ist, daB die Flachendichte der Intensitaét abgesehen von Reflexionsverlusten 
mit dem Quadrat des Verkleinerungsfaktors zunimmt. 


5.3 Anwendung abbildender Réntgenoptiken auf dem Réntgenfeinstrukturgebiet 


Kine wertvolle Einsatzméglichkeit kénnen die abbildenden Réntgenoptiken 
auf dem Gebiete der Roéntgenfeinstrukturuntersuchungen finden. Denn dort 
werden stets die beiden sich widersprechenden Forderungen nach primaren 
Réntgenstrahlenbiindeln méglichst geringer Querschnitte bei mdglichst 
groBer Intensitat erhoben. Hier kénnen verkleinernde Rontgenoptiken 
erfolgreich eingesetzt werden, wenn ihre Aperturen nicht allzu klein und die 
Reflexionsverluste nicht zu groB sind. 

Neben der Steigerung der Flaichendichte der Intensitat bieten die abbildenden 
Réntgenoptiken den Vorteil, die fokussierenden Verfahren der Feinstruktur- 
untersuchung anwenden zu kénnen, wobei die Fokussierung im Gegensatz zu 
den sonst gebraéuchlichen Verfahren mit einfach gekrimmten Kristallen in 
beiden auf der Zentralstrahlrichtung senkrechten Dimensionen erfolgt. Da die 
Fokussierung also rotationssymmetrisch zum Zentralstrahl ist, gelten die 
Darstellungen fiir die fokussierenden Verfahren gleichzeitig fiir alle durch den 
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jntralstrahl als optische Achse gelegten Ebenen. In Abb. 29 ist die Anwen- 
tng eines totalreflektierenden Spiegelsystems in Verbindung mit dem 
‘EMANN-BOHLIN-Prinzip angedeutet, Abb. 30 zeigt eine ahnliche An- 
jdnung fiir das BRAGG-BRENTANO-Verfahren, das bei den meisten Réntgen- 
“thlrohrgoniometern angewandt wird. 

walls die Réntgenoptiken mit BrAGGscher Reflexion arbeiten, ist mit der 
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‘Db. 29. Totalreflektierendes Zweispiegelsystem und SEEMANN-BOHLIN-Prinzip fiir die Rontgenfein- 
| strukturuntersuchung 
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bb. 30. Totalreflektierendes Zweispiegelsystem und BRAGG-BRENTANO-Prinzip fiir die Réntgenfein- 
lI strukturuntersuchung mit Zahlrohr 


punden, bei totalreflektierenden Spiegelsystemen kann die Monochromati- 
tierung bei Verwendung charakteristischer Strahlung durch Betastrahlen- 
ilter, bei strengeren Anforderungen durch Zwischenschalten eines Kristall- 
nonochromators vorgenommen werden. 

SchlieBlich besteht die Hoffnung, daB man durch die Anwendung von 
RG6ntgenoptiken auch langwelligere charakteristische Strahlungen mit aus- 
veichender Intensitaét zur Verfiigung hat, wodurch man eine gréBere Inter- 
yerenz-Auflésung erzielen und Stoffe mit gréBeren Netzebenenabstinden 
antersuchen kann. 

‘Kine besondere Férderung kénnen zwei spezielle Gebiete der Rontgenfein- 
'strukturuntersuchung erfahren: Die Untersuchung der Kleinwinkelstreuung 
sind der Mikrodiffraktion. 

‘Bei den Untersuchungen der Kleinwinkelstreuung (48) handelt es sich darum, 
die diffuse Streuung der Primarstrahlung an der zu untersuchenden Substanz 
janter sehr kleinen Winkeln, d.h. in der unmittelbaren Umgebung des 
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Primirstrahles zu ermitteln, wobei die Streukurve méglichst genau fest 
gestellt werden soll. Eine der groBten Schwierigkeiten resultiert hierbei aus!) 
der Blendenstreuung, welche von den bei den meisten Kleinwinkel-Appara-: 
turen zur Ausblendung besonders schmaler Strahlenbiindel verwendetent) 
Blenden- oder Spaltsystemen ausgeht und sich der Kleinwinkelstreuung der} 
Substanz iiberlagert. Lediglich ein Verfahren (49) ist bisher bekannt ge- 
worden, das die Blendenstreuung vermeidet. Neben dem Intensitaétsproblem 
(Verkiirzung der oft stundenlangen Belichtungszeiten) konnten hier ver 
kleinernde Réntgenoptiken dazu dienen, ohne Blenden (zumindest im Bereich 
des wirksamen Primarstrahlenbiindels) enge und dariiber hinaus fokussierte 
Strahlenbiindel zu erzeugen, so daB neben der Vermeidung der Blenden- 
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Abb. 31. Anordnung zur Untersuchung der Réntgenkleinwinkelstreuung mit totalreflektierendem Ellipsen- 
spiegel nach HENKE und DU MOND (50) 


streuung noch eine zusidtzliche Steigerung der Aufldsung in der Richtung : 
zum Primarstrahl hin méglich ware. Ein erster Schritt in dieser Richtung : 
wurde bereits von HENKE und Du MOND (50) unternommen, indem sie zur ° 
Fokussierung langwelliger Rontgenstrahlung in einer Kleinwinkel-Apparatur - 
einen rotationssymmetrischen, totalreflektierenden Spiegel mit elliptischer 
Kriimmung verwendeten (Abb. 31). Der unerwiinschte kurzwellige Anteil 
der Strahlung wird dadurch abgeschnitten, daB sein Grenzwinkel der Total- 
reflexion unterhalb des Auftreffwinkels der Strahlung auf den Ellipsenspiegel 
liegt, der unerwiinschte langwellige Anteil jenseits der benutzten charakteri- 
stischen Spektrallinie wird in Filtern absorbiert. 

Wiahrend beim normalen DEBYE-SCHERRER- oder SEEMANN-BOHLIN- 
Verfahren eine sehr groBe Zahl von Kristalliten ihren Beitrag zum Beugungs- 
diagramm leistet, benotigt man bei der Untersuchung der Mikrodiffraktion 
so feine Réntgenstrahlenbiindel, da8 nur méglichst wenige Elementarbereiche, 
z. B. Kristallite, zum Zustandekommen des Beugungsbildes beitragen. Solche 
Untersuchungen sind z. B. wertvoll bei biologischen Objekten (51), bei 
denen die interessierenden Elementarbereiche meist.so klein sind, daB ihre 
Interferenzen im Untergrund des Beugungsbildes ihrer Umgebung unter- 
gehen wiirden, wenn man Rontgenstrahlenbiindel von einigen Zehntel Milli- 
metern Durchmesser oder mehr verwenden wollte. Aber auch bei der Unter- 
suchung von Metallen (52) kann die Mikroréntgenstrahltechnik wertvolle 
Aufschliisse geben. In all diesen Fallen spielt natirlich die Intensitatsfrage 
eine groBe Rolle; denn zu der geringen ,,Lichtstarke‘‘, die ein enges Blenden- 
system ohnehin nur besitzt, kommt noch der Umstand, daB das Streuver- 
mégen einzelner Kristallite sehr gering ist, so daB gerade auf dem Gebiete 


Réntgenoptik und Réntgenmikroskopie 31 


1 der Mikrodiffraktion besonders intensive Primarstrahlenbiindel dringend 


; { erforderlich sind. 


‘) AbschlieBend sei zur Anwendung fokussierender bzw. abbildender Optiken 


auf dem Réntgenfeinstrukturgebiet noch bemerkt, da& fiir derartige Zwecke 
# keine so hohen Formgenauigkeiten wie fiir die Verwendung von Rontgen- 
| optiken als réntgenmikroskopische Objektive erforderlich sind, ein her- 


® stellungstechnisch sehr wesentlicher Gesichtspunkt. Soweit keine Intensitits- 


} steigerungen durch Verkleinerung erforderlich sind, kénnen in manchen 
Fallen an Stelle totalreflektierender Spiegelsysteme auch Einzelspiegel Ver- 
wendung finden. 


4 Erlangen, Entwicklungsabteilung der Siemens-Reiniger-Werke AG. 
(Abgeschlossen im November 1955) 
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Der heutige Stand der Theorie des 6-Zerfalls') 


Von J. B. SELDOWITSCH 


1. Einleitung 


Dank der angestrengten Bemiithungen der Experimentatoren ist in den letzten 
2—3 Jahren eine Anzahl wichtiger Fragen der Theorie des §-Zerfalls geklart 
worden, Das elementare Wechselwirkungsgesetz fiir die Nukleonen und das 


Neutrino-Elektronen-Feld ist damit fast vollstindig ermittelt. 


Die Wahrscheinlichkeit des f-Zerfalls jedes vorgegebenen Kerns laBt sich 
heute durch die Matrixelemente bekannter Operatoren ausdriicken, die sich 


aus den Wellenfunktionen’ des Ausgangskerns und des beim f-Zerfall ent- 
stehenden Kerns berechnen lassen. Die praktische Durchfiihrbarkeit einer 
-solchen Rechnung wird allerdings begrenzt durch unsere unzureichende 


Kenntnis des Kernaufbaus. In einer Reihe von Fallen 1laBt sich diese Schwie- 


rigkeit auf Grund der folgenden beiden Leitgedanken tiberwinden: 
1. Im Gebiet leichter Kerne kann man manchmal die Antwort auch ohne 


Kenntnis der Wellenfunktionen des Kerns finden; es geniigt, wenn man weiB, 
daB die Zustainde des Kerns vor und nach der Umwandlung einander ahnlich 


sind. Eine solche Ahnlichkeit ist bei den ,,Spiegelkernen‘‘ (Kernen mit dem 
-gleichen Isotopenspin) infolge der Ladungsunabhangigkeit der Kernkrafte 
(der Isotopieinvarianz) verwirklicht. 

2. Die Matrixelemente lassen sich in einer Naherung bestimmen, in der die 


Bewegung der einzelnen Nukleonen im Feld des gesamten tibrigen Kerns 
betrachtet wird, d.h. in der Naherung, fiir welche die Schalentheorie des 
Kerns gilt. Rechnungen, bei denen die Annalme der Ladungsunabhangigkeit 
der Kernkrafte nicht mehr ausreicht und in der konkrete Kernmodelle (im 
Sinne der Schalentheorie) bendtigt werden, sind naturgemaf weniger zuver- 
lassig und genau. 

In der Schalentheorie wird angenommen, daB die Nukleonen einer abge- 
schlossenen Schale ein kugelsymmetrisches, starres System bilden. In dem 
konstanten Potential dieses Systems bewegen sich die 4uBeren Nukleonen, die 
in unabgeschlossenen Schalen sitzen. In letzter Zeit haben A. BOHR und 
MOTTELSON (88) sowie SLIW (89) Probleme behandelt, die mit der Deformier- 
barkeit und mit médglichen Abweichungen von der Kugelgestalt fiir das 
System der Nukleonen in abgeschlossenen Schalen und insbesondere mit dem 
KinfluB dieser Faktoren auf den f-Zerfall der schweren Kerne zusammen- 
hangen. Dieses Problem ist jedoch bei weitem noch nicht ausreichend geklart 
und soll uns deshalb in diesem Artikel nicht beschaftigen. 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 56, 165 (1955). 
3 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Der Stand der Theorie des f-Zerfalls vor einigen Jahren, wie er in den be- 
kannten Lehrbiichern [GROSCHEW und SCHAPIRO (1), FERMI (2), BLATT 
und WEISSKOPF (3)] und in Berichten [Wu (4)] zusammengefaBt wird, laBt 
sich folgenderma8en ¢harakterisieren: 
1. Nach der Beseitigung der experimentellen Schwierigkeiten wurde gezeigt, 
da das Spektrum (die Energieverteilung der £-Teilchen) fiir die erlaubten 
Ubergiinge ausgezeichnet mit der Theorie von FERMI tbereinstimmt. Die 
Aufteilung der Zerfallsenergie auf Elektron und Neutrino wird durch das 
statistische Gewicht der entsprechenden Zustiinde bestimmt. Dieses Er- 
gebnis bedeutete die vollstandige Widerlegung der Annahme von Kono- 
PINSKI und UHLENBECK (8), nach der das Matrixelement des f-Zerfalls von 
den Impulsen der entstehenden Teilchen, d.h. von den Ableitungen der 
Wellenfunktionen abhangt. Damit wurde gezeigt, daB in dem Ausdruck fir das 
Matrixelement, das die Wahrscheinlichkeit des f-Prozesses bestimmt, die 
Wellenfunktionen der vier am ProzeB beteiligten Teilchen (Proton, Neutron, 
Neutrino und Elektron oder Positron) als Produkt vorkommen,.dagegen nicht 
ihre Ableitungen. 
2. Das Matrixelement der Wechselwirkung (die Dichte der Wechselwirkungs- 
energie) mu8 invariant gegeniiber einer Lorentz-Transformation sein; dies ist 
die selbstverstaéndliche Forderung der Relativitaétstheorie. Aus den vier 
Wellenfunktionen der Teilchen mit dem Spin !/, kann man auf mehrere- 
Arten Invarianten herstellen. Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit 
des f-Zerfalls ist es zweckmaBig, die Invariante aus Gliedern aufzubauen, die 
als Produkt einer nur von den beiden Wellenfunktionen der Nukleonen 
(Index NV) abhaingigen GréfBe und einer entsprechend nur von den Wellen- 
funktionen der leichten Teilchen (Index L) abhangigen GroBe geschrieben 
sind. 
Bekanntlich kann man eine Invariante auf finf Arten bilden: als Produkt 
zweier Skalare: 

Sis= Sy : Sy; 


als skalares Produkt zweier Vierervektoren: 
4 
V=(Vy- Vz) — Vin Vir = 


= Voy + Vor — Vin: Vir — Ven: Vor — Vn: V313 
aus zwei Tensoren Hi god 
T= 9 p3; T ikn Diets 


A,kK=1 


wobei T;;, ein antimetrischer Tensor ist (7, = —7',;); aus zwei axialen Vek- 
toren 4 
A= 2 Ain Ais, 
i= 


wobei Ay und A, axiale Vektoren (Pseudovektoren) sind; und aus zwei 
Pseudoskalaren 
é Piss Py ; Pas 


wobei Py und P; Pseudoskalare sind. Die Indizes 1,2,3 beziehen sich auf die 
Raumkoordinaten, der Index 4 auf die Zeitkoordinate. 
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Jm etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, wollen wir die GréBen mit dem 
index L durch die Wellenfunktionen des Elektrons e- ausdriicken; Ww, be- 
chreibt die Erzeugung eines Elektrons und die Vernichtung eines Positrons, 
Y* die Vernichtung eines Elektrons und die Erzeugung eines Positrons. Setzt 
nan in die Ausdriicke fir S;, V,; usw. statt der Wellenfunktionen des 
Hlektrons die des Positrons ein, so bleibt der Transformationscharakter dieser 
or6Ben (Skalar, Vektor usw.) erhalten, und es andern sich nur die Vorzeichen 
yewisser Koeffizienten s, v, ... In ganz allgemeiner Form wurde die Frage 
1ach dem elementaren Wechselwirkungsgesetz schon vor geraumer Zeit als 
Frage nach dem Zahlenwert der fiinf Koeffizienten s, v, t, a, p formuliert; mit 
liesen Koeffizienten lassen sich die fiinf Invarianten in einer ganz allgemeinen, 
nit der Relativitaitstheorie vertraglichen Form zusammenfassen: 


H=sS+vV+t7+aA+4 pP + (hermitesch Adjungierte). 
Das Matrixelement des f-Prozesses laBt sich dann folgendermaBen schreiben: 
M =[Hdcr. 


Urspriinglich (im Jahre 1934) nahm FERMI (6) in Analogie zur elektro- 
magnetischen Wechselwirkung, in welche die Vierervektoren der Ladungs- 
ind der Stromdichte eingehen, an, dab H = vV sei. Diese Voraussetzung 
ieB sich jedoch nicht bestatigen, was natiirlich die Bedeutung der glanzenden 
Arbeit von FERMI nicht schmalert. 

[In der folgenden Etappe, die in den genannten Biichern und Berichten um- 
‘issen wird, wurde nachgewiesen, da in dem Ausdruck H mindestens einer 
ler Koeffizienten ¢ oder a von Null verschieden ist. AuBerdem erhielt man 
ine glanzende Bestatigung fiir die Struktur der Ausdriicke H und M selbst: 
Unter den verbotenen Spektren fand man Falle, in denen M in einer Nahe- 
ung, in welcher man die Wellenfunktion des Elektrons und des Neutrinos 
nnerhalb des Kerns als konstant ansieht, verschwindet. In diesen Fallen 
den sogenannten ,,eindeutigen‘‘ Spektren, siehe (4)] hangt der Wert von UM 
von den Ableitungen 0Y¥,/0 x und 0Y,/0 x, d.h. von den Impulsen p, und p, der 
eichten Teilchen ab, obwohl, die Impulse im Elementargesetz (im Ausdruck 
ur H) nicht vorkommen. Die Abhangigkeit der Gr6Be M von p, und », fir 
liese verbotenen Uberginge bedingt eine besondere Form des Elektronen- 
spektrums (die von der Form eines erlaubten Spektrums abweicht), eine 
sevorzugte Emission der Elektronen in eine bestimmte Richtung beim 
Zerfall polarisierter Kerne und eine Korrelation der Richtungen von f- und 
/-Strahlung beim f-Zerfall mit Bildung eines angeregten Kerns und an- 
schlieBender Emission eines y- Quants. 

Alle diese subtilen Effekte wurden im Experiment beobachtet. 

Die Aufklarung der konkreten Form von H war jedoch im wesentlichen das 
Werk der lezten Jahre. 

Hs kénnte so aussehen, als ob eine Bestimmung der fiinf Zahlenwerte s, », ¢, 
1, p, ohne groBe grundsatzliche Bedeutung sei und einer Arbeit fiir ein Nach- 
chlagewerk gleiche. In Wirklichkeit betreffen diese Konstanten nicht nur die 
juantitative Seite des Problems, die Lebensdauer radioaktiver Kerne und 
lie Auswahlregeln, welche die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen 
Sbherginge bestimmen. Je nach den Werten dieser Konstanten erhalt man 


Bad 
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vielmehr verschiedene Antworten auf die grundlegende Frage nach der 
Ladungsunabhingigkeit des f-Zerfalls, nimlich, ob der f-Zerfall eines Neu- 
trons mit Entstehung eines Elektrons genau analog dem f-Zerfall eines 
Protons mit Entstehung eines Positrons ist und ob man die Begriffe der 
Ladungsunabhangigkeit und des Isotopenspins, die auf dem Gebiet der 
Kernkrafte so fruchtbar sind, auf leichte Teilchen ausdehnen kann. 

Ein zweites Problem, dessen Lésung von den Zahlenwerten der Konstanten 
abhangt, ist die Frage, ob man den f-Zerfall als Aufeinanderfolge zweier 
Prozesse einfacherer Art (d. h. zweier Prozesse, die eher der Emission eines 
Quants entsprechen) mit Entstehung und anschlieBendem Zerfall eines hypo- 
thetischen Teilchens mit ganzzahligem Spin darstellen kann. Versuche zum 
Aufbau einer solchen Theorie wurden im Jahre 1936 von YUKAWA (7) und 
WENTZEL (8) unternommen. Die Voraussagen YUKAWaAs hinsichtlich des 
B-Zerfalls erwiesen sich als unzutreffend ; trotzdem haben sie eine groBe Rolle 
bei der Entdeckung und Untersuchung der Mesonen gespielt. Das Problem 
der Zwischenteilchen beim #-Zerfall ist bis heute ungelést und verdient 
weitere Beachtung. Aus diesem Grunde wurden in den letzten Jahren viel- 
seitige Bemithungen an die Feststellung der Konstanten gewandt. Fur die 
Arbeiten der letzten Jahre ist weiterhin die besondere Aufmerksamkeit kenn- 
zeichnend, die auf die erlaubten Ubergange und auf die leichten Kerne ver- 
wandt wurde; auf diesem Gebiet sind die theoretischen Voraussagen sehr zu- 
verlassig. 


2. Auswahlregeln fiir erlaubte Ubergiange 


Vernachlassigen wir die Nukleonenbewegung (v/c < 1), so kénnen wir in dem 
Ausdruck fiir H das Glied (V,,.5)y weglassen. Die GroBe 


Vox = Sy =¥%-Vp 


verhalt sich dann hinsichtlich einer Drehung der raumlichen Achsen wie ein 
Skalar. Ebenso kann man alle Komponenten (7'y4 94,34) y, (Z"41,42,.43)w Und Aay 
vernachlassigen; die ibrigen Komponenten bilden einen axialen Vektor (im 
engeren, nichtrelativistischen Sinne: hinsichtlich einer réumlichen Drehung 
dagegen nicht hinsichtlich einer Lorentz-Transformation), den Spinvektor: 


T 12 = A3y = Puyo sp =a Vuo,¥ p. 


In der Naherung v/c < 1 ist schlieBlich auch Py vernachlassigbar klein. Die 
Invarianten S und V liefern die Auswahlregel A J = 0, , nein‘ (J ist der Kern- 
spin). Offensichtlich ist namlich das Integral (das Matrixelement) eines 
Skalars verschieden von Null nur fiir zwei Zusténde mit gleicher Winkel- 
abhangigkeit und gleicher Paritét; das ist die FERMIsche Auswahlregel 
(,, nein“ bedeutet hierbei, daB® sich die Paritét nicht andert). Die Invari- 
anten 7’ und A liefern die Auswahlregel AJ = + 1,0 ,,nein‘‘ mit der wich- 
tigen Ergiinzung, daB ein Ubergang zwischen zwei Zustinden mit J — 0 ver- 
boten ist; das ist die Auswahlregel von GAMOW-TELLER (abgekiirzt GT). 
Man kann sagen (3), daB die FERMIsche Auswahlregel, die Emission eines 
Elektrons und eines Neutrinos im Singulett-Zustand (mit einem verschwin- 
denden Gesamtdrehimpuls) bedeutet; die Auswahlregel von GT beschreibt 
die Emission eines Elektrons und eines Neutrinos im Triplett-Zustand mit 
dem Moment J = 1. 
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Der ProzeB Lis (I = 1) > He® (I = 0) gentigt den Auswahlregeln von GT). 
Hieraus wurde schon frith der SchluB gezogen, da&B entweder t oder a von Null 
verschieden ist. 

Die ersten Hinweise darauf, da8 auch 0 > 0-Uberginge méglich sind, stam- 
men aus dem Jahre 1949, als SHERR (9) die e+-Ubergange C0 > B!° und 
04 —- N™ untersuchte. Vollige Sicherheit wurde allerdings erst in jiingster 
Zeit im Fall des O" erzielt. Der Spin des O, also eines gg-Kernes, ist nach der 
ullgemeinen Regel gleich Null. Der Grundzustand des N¥ hat den Spin 1. 
Ebenso wie im Fall des Elektronenzerfalls C14 > N" verlauft aber auch fiir 
den Positronenzerfall O14-+ N“ der Ubergang des Produktkernes in den 
Grundzustand auBerst langsam. Beim Zerfall C14 > N ist die sogenannte 
reduzierte Lebensdauer ft = 4-10°sec um etwa sechs GréSenordnungen 
1her als die Zeit, die erlaubten Ubergingen entspricht. Im Fall der Um- 
wandlung O% —> N" reicht die Zerfallsenergie zur Bildung eines angeregten 
Zustandes (O'4 = N14* + e+ +» + 1,8 MeV) mit anschlieBender Emission 
sines y- Quants (N14* — N™4 + y + 2,2 MeV) aus; infolge der Konkurrenz mit 
Jem Zerfall in N1** findet die Umwandlung O!4—> N™ praktisch nicht statt 
and ist bis heute nicht mit Sicherheit nachgewiesen worden’). Die geringe 
Umwandlungswahrscheinlichkeit der Kerne 0! und Cin den Grundzustand 
yon N#* ist tiberraschend, da nach den Auswahlregeln von GT dieser Zerfall 
stlaubt sein miBte (47 = 1); dies kann jedoch die Uberzeugung vom Vor- 
aandensein von Matrixelementen, welche die Auswahlregeln von GT liefern, 
aicht erschiittern. Offenbar ist das Matrixelement o in diesem Fall nur infolge 
siner zufalligen fast vollstindigen Kompensation von Gliedern mit verschie- 
denen Vorzeichen so klein (von der GréSenordnung 10-° statt von der 
GréBenordnung 1). Im Schalenmodell, in dem den einzelnen Nukleonen 
bestimmte Zustinde und bestimmte Bahn- und Gesamtmomente (/ und 7) 
zugeschrieben werden, diirfte eine solche Kompensation nicht eintreten; in 
Jer Literatur gibt es jedoch Hinweise (72), da8 Tensorkrafte zwischen den 
Nukleonen zum Auftreten von Gliedern verschiedenen Vorzeichens und zu 
siner starken Verminderung des Matrixelementes fiihren koénnen. 

Das Problem des Uberganges in den Grundzustand des N“, das fiir eine Auf- 
<larung der experimentellen Sachlage wichtig ist, soll uns im folgenden nicht 
mehr wesentlich beschaftigen; es geniigt, wenn man die Eigenschaften des 
Zustandes N14* kennt, der beim Zerfall des O14 entsteht. Infolge der Ladungs- 
inabhangigkeit der Kernkrafte mu8 der Kern N™ ein Niveau besitzen, das 
len Grundzustanden von C4 und O” ahnilich ist (das also zum gleichen Wert 
les Isotopenspins 7’ =1 gehort). Ein soiches Niveau ist der Zustand N*4*, der 
yeim B-Zerfall des O!4 entsteht. 

Zum Beweis erinnern wir uns, daB die Energiedifferenzen der drei Kerne 
4 N14* und O™ genau der Anderung der Coulomb-Energie bei der Ersetzung 


) Der Spin des Li® ist gemessen worden, der des He® dagegen nicht; jedoch hat die 
%egel, daB der Spin von gg-Kernen stets gleich Null ist, fiir alle untersuchten Falle 
ceine Ausnahme gezeigt. 

) Nach (10) haben die Uberginge in den Grundzustand eine Wahrscheinlichkeit, die 
twa 3% der Wahrscheinlichkeit des Zerfalls in den angeregten Zustand ausmacht; 
laraus wiirde sich In ft = 6,7 ergeben. Nach (11) ist diese Wahrscheinlichkeit kleiner 


Js 0,3%. 
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eines Neutrons durch ein Proton entsprechen; naheres hierzu findet man im | 
Bericht von SELZER (13), 8.486 und 493. Da fiir die Kerne O* und C4 = 0) 
ist, muB auch N44* den Spin J = 0 haben. (Wegen der hohen Lebensdauer 
des C4 konnte der Wert I = 0 hier experimentell nachgewiesen werden.) 

Es ist also heute gesichert, daB der Ubergang O4 > N™4* ein 0 > 0-Ubergang: 
ist, der nach den Auswahlregeln von GT verboten sein miBte. Das Vorhanden-. 
sein eines solchen Uberganges mit einer kleinen reduzierten Lebensdauer' 
zeigt, daB in dem allgemeinen Wechselwirkungsansatz auch Glieder vor-- 


Abb. 1 


kommen, welche die FERMIsche Auswahlregel liefern, d. h., daB entweder ¢ 
oder v von Null verschieden und von der gleichen Gré8enordnung sind wie / 
oder a. 

In dem allgemeinen Ausdruck fiir H sind also mindestens zwei Glieder ver- 
schieden von Null und von der gleichen GréSenordnung. 

Andere, kiirzlich entdeckte (14, 15, 16) Falle fiir 0 + 0-Uberginge sind die 
Umwandlungen von K%%, Cl*4 und Al?6 in Ar®’, S* bzw. Mg?6 unter Emission 
eines Elektrons. 

Abb. 1 zeigt die Zerfallsschemata von Al®* und Cl*. 

Sehr interessant als allgemeine Eigenschaft von wu-Kernen wie Cl*4 und Al* 
ist das Vorhandensein benachbarter Terme mit sehr verschiedenen Spin- 
werten. Durch eine eingehende Analyse entdeckte man auch in diesem Fall 
0 — 0-Ubergiinge. Die Radioaktivitaét des Al?6 im Grundzustand, der einen 
hohen Spin hat (J = 5), ist durch die hohe Halbwertszeit von 10° Jahren 
(In ft = 14) ausgezeichnet und wurde erst in allerjiingster Zeit mit Bestimmt- 
heit nachgewiesen (36). Auf Grund dieser Entdeckung ist es méglich, die 
Methode der markierten Atome im Fall des Aluminiums in sehr einfache1 
Weise anzuwenden, was vorher mit dem kurzlebigen (6 sec) Al?6* nicht még: 
lich war. Die reduzierte Lebensdauer ft fiir Cl4 und Al liegt sehr nahe be’ 
dem /t-Wert fiir O'4 (3275 + 75); eine Untersuchung dieser Kerne bestatigte 
die SchluSfolgerungen, die aus dem Zerfall des O gezogen wurden. 
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3. pic Eigenschaften der verschiedenen Invarianten und die Analogie mit 
der elektromagnetischen Wedhselwirkung 


Die Begriffe des Skalars und des polaren und axialen Vektors sind im iiblichen 
dreidimensionalen Raum durchaus anschaulich und bediirfen keiner weiteren 
Erlauterungen. Die fiinf GrundgréBen, die wir oben aufgezihlt haben und die 
sich auf das vierdimensionale Kontinuum beziehen, sind dagegen weniger ein- 
fach, besonders in Anwendung auf ein Teilchenfeld. Es ist deshalb vielleicht 
nicht tiberflissig, die Konstruktion der entsprechenden Gré8en am Beispiel 
des elektromagnetischen Feldes vorzufiihren. Das Beispiel fir den Skalar ist 
in diesem Fall die GroBe €? — H2, die unabhangig von einer Achsendrehung und 
-verschiebung ist und bei einer Inversion der Raumachsen ihr Vorzeichen 
nicht verdindert. Ein anderes Beispiel ist das Quadrat des Vierervektors des 
Potentials ©; — Dj,2,3. Das klassische Beispiel fiir einen Vierervektor ist der 
Potentialvektor ® (seine vierte Komponente ist das elektrostatische Poten- 
tial ®, = ¢). In der Relativitatstheorie fa8t man bekanntlich das elektrische 
und das magnetische Feld in einen antimetrischen Tensor zusammen: 


eho # pie: Paden 


Fi,= . 
HA, —H, 0 —tk, 
iE, ¢B, iB, 0 


Hin axialer Vektor ist in Wirklichkeit ein Tensor dritter Stufe, dessen Kompo- 
nenten durch drei Indizes gekennzeichnet werden: Aj. Da jedoch dieser 
Tensor antimetrisch gegeniiber jeder Vertauschung zweier beliebiger Indizes 
ist, gibt es nur vier verschiedene Gré8en Aj, ndmlich diejenigen, bei denen 
alle drei Indizes i, k, 1 verschieden sind. Man kann das entsprechende Ele- 
ment durch den fehlenden vierten Index kennzeichnen: Aj. = + Am, wobei 
i, k, l, m den vollstaéndigen Satz der vier Indizes darstellen, die den vier 
Koordinaten der Relativitatstheorie entsprechen; das Vorzeichen hangt von 
der Reihenfolge der Indizes i, k, 1 ab. Eine solche Gro8e kann man im elektro- 
magnetischen Feld aus dem Feldtensor und dem Potentialvektor bilden: 


+ Am = Aus = Fi, D, + Fu O, + Fi; D,. 


Ein Beispiel fiir einen Pseudoskalar ist das skalare Produkt (€ - §). 

Der Hamilton-Operator der Wechselwirkung eines geladenen Teilchens mit 
dem elektromagnetischen Feld wird durch das Produkt des Vierervektors des 
Stroms und des Potentialvektors ® bestimmt. 

‘Hat das geladene Teilchen den Spin ?/, und wird es quantenmechanisch 
beschrieben, so la@t sich der Hamilton-Operator seiner Wechselwirkung 
meecndermaBen schreiben: 


e(V, QD, — V,®, — V,®, — VED 


Dabei ist Vj) =Y*Y und V; = W*a;P; a; sind die bekannten DIRAC- 
Matrizen (85, 86). 

FERMI (6) setzte die B-Wechselwirkung in Analogie zu diesem Ausdruck an; 
aus den Koordinaten der schweren Teilchen bildete er einen Vierervektor mit 
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den Komponenten Vi Wp, Vi aWp (N: Neutron, P: Proton) und multi- 

plizierte ihn mit einem entsprechenden Ausdruck (ebenfalls einem Vierer- 
vektor), der aus den Funktionen von Elektron und Neutrino aufgebaut ist 
und das ,,Viererpotential‘‘ des Feldes der leichten Teilchen beschreibt. 

Bei kleinen Geschwindigkeiten liefert die elektrostatische Wechselwirkung 
den Hauptanteil; in Analogie dazu spielt in der B-Wechselwirkung bei 
kleinen Nukleonengeschwindigkeiten das Produkt der vier Komponenten 
iw 2 W, die Hauptrolle. Ein ungeladenes ruhendes Teilchen mit einem 
magnetischen Moment Nt (beispielsweise ein Neutron) besitzt im Magnetfeld 
eine Wechselwirkungsenergie 


MH = u(eh) =p \(PkoPy) gO). 


: —> — 

Das magnetische Moment hat die Richtung des Spinvektors o (Mk = wo ); 
in dem letzten Ausdruck wird der Spinvektor als Operator aufgefaBt, der auf 
die Wellenfunktion des Neutrons wirkt. Das dem elektrischen Feld pro- 
portionale Glied fehlt in dem Ausdruck fiir die Wechselwirkung des ruhenden 
Teilchens mit dem elektromagnetischen Feld, denn ein solches Glied wiirde 
ein elektrisches Dipolmoment des Teilchens beschreiben; bekanntlich konnen 
aber die Elementarteilchen kein Dipolmoment haben (Teilchen mit dem 
Spin 1/2 haben niemals elektrostatische Momente). Hinsichtlich der Lorentz- 
Transformation bildet § einen Teil eines Tensors zweiter Stufe; in der rela- 
tivistischen Verallgemeinerung (auf den Fall eines bewegten Neutrons) wird 
also die Wechselwirkung des Teilchens mit anomalem magnetischen 
Moment und des Feldes als Produkt zweier Tensoren beschrieben, namlich 
des Tensors ¥*By;y,.¥%, und des elektromagnetischen Feldtensors'). Die 
Tensorwechselwirkung in der Theorie des f-Zerfalls entspricht der Wechsel- 
wirkung eines anomalen magnetischen Momentes mit einem Feld, allerdings 
mit dem Unterschied, da8 das ,,Feld“ selbst beim f-Zerfall durch einen Ten- 
sor beschrieben wird, der aus den Wellenfunktionen des Elektrons und des 
Neutrinos aufgebaut ist. 

Wir haben uns davon tiberzeugt, daB8 bei kleinen Geschwindigkeiten der 


schweren Teilchen der Spinoperator o eine Tensor-Invariante liefert. Die 
Linearkombination v V + t 7 in der Theorie des $-Zerfalls entspricht also der 
Wechselwirkung eines Teilchens, das eine Ladung und ein anomales magne- 
tisches Moment besitzt, mit dem elektromagnetischen Feld. In der Quanten- 
theorie der elektromagnetischen Strahlung beschreiben die Ausdriicke e V;.p Dy 
und yw 7';.p Fy, die Emission eines Quants mit einer Ladung e und einem ano- 
malen magnetischen Moment (der Index P kennzeichnet hier ein geladenes 
Teilchen, beispielsweise ein Proton; die Indizes 7, k, iber die summiert wird, 
beziehen sich auf die Koordinatenachsen). 

Auch den Invarianten S, A und P des Tensors des §-Zerfalls kann man ent- 
sprechende Ausdricke fiir die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen 
Feld zuordnen. Zu diesem Zweck hat man Sp, Ap und P>p mit einem Skalar, 
einem axialen Vektor bzw. einem Pseudoskalar zu multiplizieren, die aus den 
@; und F;, aufgebaut sind, wie weiter oben gezeigt wurde. Ein Charakteri- 
stikum der drei genannten Gré8en besteht darin, daB sie im Feld und in den 


*) Bund y; sind die Dirac-Matrizen in der Darstellung von Pautt (86). 
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otentialen quadratisch sind. In der Quantentheorie der Strahlung be- 
schreiben die entsprechenden Ausdriicke, beispielsweise 


Sp- (Gt — 2) = VIPY, - (G —§?) 
oder Sp: D2 = V ppp. (02 — @ — 6 — 3), 


ie gleichzeitige Emission zweier Quanten des Feldes mit einer Ladung und 
einem magnetischen Moment; diese Ausdriicke gehen in den Hamilton- 
Operator der Wechselwirkung mit den Koeffizienten su? und e? ein. 

Hieraus ist sofort ersichtlich, daB bei einer Ladungsvertauschung, d.h. bei 
einem Ubergang vom Teilchen zum Antiteilchen, die Ausdriicke Vp und T7'p 
ihr Zeichen wechseln, die GréBen Sp, Ap und Pp dagegen nicht. Diese fiinf 
GroB8en, die jeweils aus einem Paar von Wellenfunktionen aufgebaut sind und 
‘die sich in ihren Transformationseigenschaften unterscheiden, lassen sich also 
lin zwei Gruppen einteilen (Vektor und Tensor einerseits, Skalar, axialer 
‘Vektor und Pseudoskalar andererseits), und zwar nach ihren Transfor- 
imationseigenschaften beim Ubergang vom Teilchen zum Antiteilchen. 

‘Die oben herangezogene Betrachtung der elektromagnetischen Felder und 
Potentiale ist natiirlich nichts weiter als ein mehr oder weniger tiberzeugendes 
didaktisches Hilfsmittel. In Wirklichkeit lassen sich die Eigenschaften der 
GroBen hinsichtlich emer Ladungsvertauschung in aller Strenge unmittelbar 
aus den Higenschaften der DIRACschen Spinoren und Matrizen herleiten, wie 
TOLHOEK und DE GrRooT (17) im Jahre 1950 zeigten. Hierbei benutzt man 
die Eigenschaften der Matrizen der Ladungsvertauschung C, wie im Anhang 
zu dem Bericht von SELDOWITSCH, LUKJANOW und SMORODINSKI (J/8) 
gezeigt wurde). 

TOLHOEK und DE GROOT machten die auf den ersten Blick naheliegende 
Annahme, da8 beim f-Zerfall nur entweder die eine oder die andere Gruppe 
von Wechselwirkungen auftritt (entweder die Linearkombination vV + tT 
oder sS + aA + pP)?). Physikalisch wird diese Forderung als Bedingung 
der vollsténdigen Symmetrie der Wechselwirkung gegeniiber der Ersetzung 
eines Teilchenpaares durch die Antiteilchen, d.h. der voélligen Symmetrie 
zwischen dem Zerfall eines Neutrons unter Emission eines Elektrons und 
dem Zerfall eines Protons unter Emission eines Positrons formuliert®). 

In den folgenden Paragraphen werden wir sehen, da8B das Experiment die 
Annahme von TOLHOEK und DE GROOT widerlegt hat: Die wirkliche Wech- 
selwirkung bildet eine Linearkombination, in der Vertreter beider Gruppen 
auftreten (sS und t 7’, auBerdem méglicherweise auch p P). Wir werden weiter 
sehen, in welchen subtilen und schwer beobachtbaren Effekten die Unsymme- 
trie zwischen dem f-- und dem f+-Proze8 zum Ausdruck kommt; weder im 


1) Korrekturen hierzu in Uspechi fiz. Nauk 55, 467 (1955). 

2) In der Arbeit von TOLHOEK und DE Groot wird eine Schreibweise (ohne zweite 
Quantelung) benutzt, bei der S, A und P ihr Vorzeichen wechseln, dagegen V und 7 
nicht; fiir das folgende ist dieses belanglos. 

3) Es handelt sich um die Symmetrie des f- und des f*-Zerfalls bei gleicher Energie 
dieser Prozesse, d. h. um die Symmetrie der Matrixelemente. Bei dem f-- und dem *- 
Proze® ist natiirlich von einer solchen Symmetrie keine Rede mehr: Die Massendifferenz 
yon Neutron und Proton und die Coulomb-Energie des Protons spielen hier eine ent- 
scheidende Rolle. 
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Energiespektrum noch in den Lebensdauern der radioaktiven Kerne ist: 
bekanntlich eine Symmetrie vorhanden. 

Zur Verhiitung von MiBverstaéndnissen miissen wir zwei Erginzungen zu den | 
vorstehenden Uberlegungen nachtragen. Die Invariantengruppen V, 7’ und 

S, A, P unterscheiden sich hinsichtlich des Uberganges vom Teilchen zum 

Antiteilchen in einem Teilchenpaar, beispielsweise bei den leichten Teilchen. 

Hinsichtlich eines Uberganges von den Teilchen zu den Antiteilchen fir 

simtliche Teilchen (die beiden schweren und die beiden leichten) gleich- 

zeitig verhalten sich alle fiinf Invarianten gleich: Sie behalten ihr Vorzeichen, 

und jede Linearkombination geht wieder in sich selbst tiber und ist zulassig. 

Mathematisch ist das trivial,;denn jede Invariante (beispielsweise S) bildet 

ein Produkt zweier Glieder, die sich auf die beiden Teilchenpaare beziehen: 

Sy Sz; eine Multiplikation jedes der Glieder mit + 1 oder —1 kann also das 

Vorzeichen nicht beeinflussen. Physikalisch entspricht dies der offensicht- 


lichen genauen Aquivalenz etwa zwischen dem Zerfall des Antineutrons in — 


ein Antiproton und ein Positron und dem Zerfall des Neutrons in ein Proton 
und ein Elektron. Die genaue Aquivalenz von Teilchen und Antiteilchen ge- 
hort zu den Grundlagen der heutigen Theorie und ist nicht anzuzweifeln. Die 
TOLHOEK-DE GRootsche Unterscheidung der Invarianten bezog sich auf 
einen Vergleich der Prozesse N = P+ e- +v und P=N-+e++>». Die 
mangelnde Symmetrie zwischen diesen beiden Prozessen verletzt nicht die 
exakte Aquivalenz zwischen Teilchen und Antiteilchen, sondern nur die 
angenaherte Symmetrie in den Eigenschaften von Neutron und Proton. 
Diese angeniherte Symmetrie von N und P ist fiir die Kernkrafte gut 
begriindet, jedoch in der Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen 
Feld, und, wie aus dem Experiment folgt, auch im Fall der B-Wechselwirkung 
nicht erfiillt, was nicht von vornherein zu sehen war. 

Die zweite Erginzung bezieht sich auf die Analogie zwischen S-Wechsel- 
_ wirkung und elektromagnetischer Wechselwirkung, genauer auf die Analogie 
zwischen der Emission eines Paares leichter Teilchen 8 + » und der Emission 
eines Quants. Diese Analogie darf nicht tiberspannt werden; insbesondere 
darf man sie nicht zur Herleitung von Auswahlregeln heranziehen. Bei der 
elektromagnetischen Wechselwirkung andert sich das Teilchen nicht, seine 
Ladung bleibt erhalten; hiermit hingt die bekannte Transversalitatsbedin- 
gung fiir das Feld des Quants eng zusammen (das Vektorpotential sowie die 
Felder € und § stehen senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung), und daraus 
ergibt sich insbesondere die Unméglichkeit fiir die Emission eines Quants 
bei 0 — 0-Ubergingen. 

Bei vektorieller Wechselwirkung in der Theorie des B-Zerfalls geniigen die 
Felder leichter Teilchen und der aus ihnen gebildete Vierervektor nicht mehr 


der Transversalitatsbedingung, so daB 0 — 0-Ubergiinge durchaus méglich 
sind. 


4. Der Zustand der beim @-Zerfall entstehenden leichten Teilchen 


Der Ausdruck fiir die Wechselwirkung, die den f-Zerfall bedingt, wurde oben 
als Summe von Gliedern dargestellt, von denen jedes ein Produkt zweier 
Faktoren war; nimlich einer Gréfe, die vom Zustand der Nukleonen ab- 


Der heutige Stand der Theorie des f-Zerfalls 43 


hangt, beispielsweise Sy oder Vy usw., und einer GriBe, die vom Zustand 
der leichten Teilchen abhiingt, wie S; oder V; usw. Die Auswahlregeln fir 
den Zustand des Kerns wurden durch Betrachtung der Matrixelemente der 
Groen mit dem Index N hergeleitet, die den Zustand der Nukleonen be- 
schreiben. Hierbei zeigte es sich, daB bei erlaubten Ubergingen auf Grund der 
Auswahlregeln S und V nicht zu unterscheiden sind, da sie im nichtrelati- 
vistischen Grenzfall den gleichen Ausdruck liefern. Ebenso liegen die Dinge 
mit den Invarianten 7 und A. 

Eine Betrachtung der GréBen mit dem Index L, die sich auf die leichten 
Teilchen beziehen, muB Eigenschaften des Prozesses wie die Energiever- 
teilung (das Spektrum) von Elektronen und Neutrinos, die Verteilung der 
Flugrichtungen und der Spinrichtungen liefern. 

Da die Geschwindigkeiten der leichten Teilchen durchaus nicht klein gegen 
die Lichtgeschwindigkeit sind, ist es hier nicht mehr mdéglich, mit der nicht- 
relativistischen Naherung zu arbeiten, und durch Vergleich von Rechnung 
und Experiment lassen sich jetzt S und V, 7 und A unterscheiden. 

Wir betrachten die erlaubten Uberginge in leichten Kernen ohne Beriick- 
sichtigung des Coulomb-Feldes. 

Unter Benutzung des tiblichen Rechenverfahrens mit DIRAC-Matrizen, das 
etwa im Buch von HEITLER (J9) dargestellt ist, erhalt man leicht die fol- 
genden bekannten Ergebnisse: 

1. Nach Mittelung iiber alle Spin- und Impulsrichtungen von Elektron und 
Neutrino hingt der Mittelwert des Matrixelements fiir jede der vier In- 
varianten (S, V, 7’, A) einzeln nicht mehr von der Energie des Elektrons oder 
des Neutrinos ab. Fiir jede Invariante wird also die Form des Spektrums 
durch das statistische Gewicht der einzelnen Energieverteilungen zwischen 
Elektron und Neutrino vollstandig festgelegt: Jede Invariante fihrt zu einem 
FERMI-Spektrum?). Die erlaubte Form des FERMI-Spektrums gibt also 
keine Méglichkeit, aufzuklaren, welche der vier Méglichkeiten realisiert ist. 

2. Liegt eine Linearkombination zweier Invarianten vor, die gleiche Auswahl- 
regeln liefern, d.h. fiir Elektron und Neutrino den gleichen (Triplett- oder 
Singulett-) Zustand ergeben, so andert sich die Form des Spektrums (20). Der 
Mittelwert des Quadrats des Matrixelementes wird 


2 2 
(st + of 25-0 MES) [cyl + (#4 a? 4 Bt s") [doy 


Dabei sind (1) und (a) die mit den Wellenfunktionen der Nukleonen gebil- 
deten Matrixelemente, die den Auswahlregeln von FERMI und GAMOW- 
TELLER entsprechen. Die Vorzeichen + beziehen sich auf Elektronen und 
Positronen. Da S und A einerseits, V und 7' andererseits sich beim Ubergang 
vom Elektron zum Positron verschieden transformieren, ist es nicht tiber- 
raschend, daB man, wenn beispielsweise S und V gleichzeitig vorliegen, eine 
hinsichtlich e+ und e~ unsymmetrische Formel erhalt. 


1) Die fiinfte Invariante, der Pseudoskalar P, wird nicht betrachtet, da sie keine er- 
laubten Uberginge liefert. 
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Das Experiment stimmt vollkommen mit der Annahme sv = at = 0 iiberein. . 
Die Genauigkeit, mit der experimentell das FERMI-Spektrum fiir die er-- 
laubten Ubergange verwirklicht ist (21), begrenzt diese GroBen nach oben: 


s-0| i jat| 
pe = BE < on; GO.t ge: 


Die Abschatzungen iiber die Genauigkeit der Ubereinstimmung der erlaubten . 
Spektren mit dem FERMI-Spektrum sind ziemlich subjektiv, und andere :} 
Autoren geben fiir die obere Grenze statt 0,1 wesentlich andere Werte an: | 
p < 0,02 (22), p < 0,04 (23), p < 0,20 (24). ee | 
Besonders empfindlich gegen das Vorhandensein von Gliedern + m,c?/H, ist | 
das Verhaltnis der Wahrscheinlichkeiten fiir K-Einfang und Positronen- | 
zerfall eines bestimmten Kerns unter Bildung des gleichen Produktkerns. 

Das Experiment (25) besteht in einer Bestimmung des Verhaltnisses der | 
Positronenzahl zur Gesamtzahl der angeregten Kerne Ne??*. Die Zahl ange- | 
regter Kerne wurde an Hand der y- Quantenausbeute in der Reaktion 


Na”? + e— = Ne#?* + y 
oder Na”? — Ne#* + et + y; Ne*#* — Ne + y 


bestimmt. Der direkte B-Ubergang in den Grundzustand Na??-> Ne”? macht | 
etwa 0,06% der Gesamtzahl der Zerfallsakte aus und spielt keine Rolle. 
Der Spin des Na?2 wurde gemessen und ergab 3, der Spin des Ne??* 

betrigt offenbar 2 (Ubergang entsprechend den Auswahlregeln von GAMOW- | 
TELLER), das Verhaltnis der Wahrscheinlichkeiten fiir K-Einfang und $+-Zer- | 
fall von 0,110 +0,006 stimmt ausgezeichnet mit dem theoretischen Wert | 
0,1135 fiir at = 0 tiberein. Die Verfasser geben an: 


VGLmT. = |a|/|#] => — 0,01 + 0,02. 


Andere Messungen des Verhaltnisses der Wahrscheinlichkeiten bestatigen | 
die Ergebnisse von SHERR und MILLER (29) [vergl. (37, 38)]. Eine Prazi- | 
sierung der Rechnung, die in (39) durchgefihrt. wurde, fiihrte zu einer | 
weiteren Verminderung des wahrscheinlichen Wertes fiir yg._y.. 
3. Die tber Richtung und Spin des Neutrinos und tiber den Spin des Elektrons | 
gemittelte Emissionswahrscheinlichkeit fiir das Elektron ist unabhangig von | 
der Flugrichtung des Elektrons bei beliebiger Polarisation des Ausgangskerns 
und des beim Zerfall entstehenden Kerns. Im Fall polarisierter Ausgangskerne 
werden die y-Teilchen isotrop emittiert. Entsteht beim Zerfall eines unpolari- 
sierten Kerns ein angeregter Kern, so besteht keine Korrelation zwischen der 
Richtung des £-Teilchens und der Richtung des nach dem Zerfall emittierten | 
y-Quants. All dies gilt nur fir erlaubte Ubergiinge. 

4. Die tiber die Spins von Neutrino und Elektron gemittelte Zerfallswahr- 
scheinlichkeit hangt ab von dem Winkel @ zwischen den Flugrichtungen 
dieser Teilchen, und zwar in den einzelnen Varianten in verschiedener Weise. | 
Dieser Umstand wurde zuerst von SLIw ausfithrlich diskutiert (27). Die | 
FERMIsche Form des Spektrums (vergl. Punkt 1) ergibt sich erst nach > 
Mittelung tiber alle 0. Dic Flugrichtung des Neutrinos la8t sich aus dem Im- | 
puls des Elektrons und dem Impuls des beim Zerfall entstehenden Kerns | 
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estimmen. An Hand der Korrelation zwischen den Flugrichtungen von 
wWNeutrino und Elektron (8-»-Korrelation) kann man also das Wechselwir- 
 ixungsgesetz ermitteln (27, 3, 87). 
‘Das Quadrat des Matrixelementes, gemittelt iiber die Spins von Elektron 
jind Neutrino sowie iiber die Spins des Kerns vor und nach dem Zerfall, 
tangt nur von dem Winkel @ ab: 


4 
¥ De Pe =” Con. 
ig C 
ul) Dabei ist v, die Geschwindigkeit des Elektrons; die Werte fiir den Koef- 


izienten a sind aus folgender Tabelle zu entnehmen: 
if 


ifm Jahre 1953 fiihrten zwei Gruppen von Forschern unabhangig vonein- 
yander Messungen der f-v-Korrelation beim Zerfall He® > Li® durch. Infolge 
ider geringen Masse des Kerns und der hohen Zerfallsenergie (3,5 MeV) 
jerhalten die Li’-Ionen eine betrachtliche Energie (bis zu 200 eV). 

In der ersten Arbeit (28) wurde die Anzahl der Koinzidenzen zwischen der 
Registrierung eines energiereichen B-Elektrons und der Registrierung eines © 
/RuckstoBkerns durch die Zahlrohre in Abhingigkeit von dem Winkel zwi- 
iischen den Bewegungsrichtungen von Elektron und RiickstoBkern gemessen. 
/(Ferner wurde das Spektrum der Elektronen bestimmt, die unter einem 


\In der zweiten Arbeit (29) wurde das Spektrum der RiickstoBkerne gemessen, 
fund zwar an Hand der Flugdauern der RiickstoBkerne vom Zerfallsort bis 
jzum Zahlrohr. 

)In beiden Arbeiten ergab sich mit Bestimmtheit ein tensorielles Wechsel- 


| folgt daraus ¢ +0, a= 0. Die Matrixelemente S und V sind bei diesem 
| ProzeB gleich Null (siehe § 2), so daB diese Versuche keine Auskunft iiber S 
‘und V liefern kénnen. 


| friiher von LANGER und MOFFERT (30) [siehe auch (3), Seite 583 —584] bei 
‘der Untersuchung verbotener Uberginge gezogen wurde. Heute jedoch, 
i machdem sowohl die experimentellen Schwierigkeiten bei der Messung der 
| B-v-Korrelation behoben sind, sind die Daten, die sich beim Zerfall des He® 
/ ergeben haben, als bedeutend iiberzeugender und zuverlassiger anzusehen. 
'Im Jahre 1954 wurden Untersuchungen iiber die f-y-Korrelation bei dem 
) Zerfall Ne!® > F!9 + e+ + vy durchgefiihrt (31, 32). 

| Der Spin des F!® wurde gemessen und ergab sich zu */,. Nach dem Wert der 
| reduzierten Lebensdauer ft = 1600 gehért der Ubergang zur gleichen Kate- 
) gorie der erlaubten Uberginge wie die Prozesse H* > He’, N** > C* usw., 
| so daB also Grund zu der Annahme besteht, daB sich das Ne!® (9n + 10p) in 
| einem Zustand befindet, der vollstandig ahnlich dem Grundzustand des F* 
| (10n + 9p) ist. 
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Beim f-Ubergang zwischen Spiegeltermen mit gleichem, aber nicht ver- si 


schwindendem Spin beteiligen sich zwei Varianten, naémlich einerseits die 
fiir die GAMOW-TELLERschen Auswahlregeln verantwortliche (da8B es sich 


um die tensorielle Variante handelt, wissen wir bereits), andererseits eine der ' 


beiden Varianten (8 oder V), welche die FERMIschen Auswahlregeln liefern. 


Die Korrelation zwischen den Richtungen von Positron und Neutrino wird | 
durch den Ausdruck 1 + (av,/c) cos @ gegeben, wobei im Fall der Wechsel- . 


wirkung sS + tT gilt: 
+ # |(o)/? 8 (DP 
t? |(o)| + 8? |(1)|?, ” 


— 


1 
rg ee age le 


im Fall der Wechselwirkung v V + tT: 


<-#|(o) 2 + 28 |) 


oS # |(o)|2 + vo |(1)/? 
ta oe 


Die ersten Versuche von HAMILTON und ALFORD (31) ergaben den Wert 
a = —0,8 + 0,4. Wie aus der Abschaétzung des Fehlers durch die Autoren 
selbst hervorgeht, ist die Genauigkeit dieser Versuche unzureichend. Spater 
erschien eine Arbeit von MAXSON, ALLAN und JENTSCHKE (383), in der der 
Wert a = —0,21 + 0,08 gefunden wurde. Dieser Wert deutet mit Bestimmt- 
heit darauf hin, daB8 eine Linearkombination der Invarianten S und T' vor- 
liegt: v = 0, s +0). 


1) Wir weisen darauf hin, da& das Objekt der Untersuchungen (Ne?®) nicht sehr gliick- 
lich gewahlt war, dain diesem Fall zwei Varianten gleichzeitig am Ubergang teilnehmen. 
Das klarste Ergebnis und der gréBte Unterschied zwischen S und V (a = —1 oder + 1) 
muB8 sich bei der Untersuchung von 0 > 0-Ubergingen ergeben, beispielsweise 
C4 — S*. Im Fall 01 — N*ist die Messung der RiickstoBkerne dadurch erschwert (33), 
daB sich beim Ubergang NM* —, N44. y zusitzlich der Impuls des Kerns andert. Aus: 
den Angaben von Maxson folgt, da im Fall des Ne’® gilt 


at (Kons 
ee I, 


Bei 0 + 0-Ubergingen ist K = 0. Werte von K , die zwar nicht verschwinden, aber 
kleiner sind als beim Ne” (etwa 0,5), kann man beim Zerfall von Kernen erwarten (34), 
die ein Nukleon im Zustand p:;, haben (N!* + C15, 01 + N15), Ein Vorzug des Ne! 
besteht darin, daB dieses Atom kein Molekiil bildet; eine Dissoziation der zweiatomigen 
Molekiile O,, N, Cl, beim Zerfall eines der Kerne wiirde den Impuls des RiickstoBkerns 
wesentlich andern. Diese Schwierigkeit lit sich jedoch beheben, indem man Wasser- 
stofiverbindungen wie H,O, H,N, HCl benutzt. Infolge der Wichtigkeit dieses Problems 


~ 1,5 + 0,4. 


ist den Experimentatoren nahezulegen, die Korrelation auch fiir andere Kerne auBer | 


dem Ne” zu untersuchen. 


| 
| 
. 
' 
| 
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us ist also die Linearkombination H = sS + tT zweier Invarianten (még- 
jicherweise mit Beteiligung eines Gliedes p P) verwirklicht1), die sich beim 
)Jbergang von einem Elektronen- zu einem Positronenzerfall verschieden 
ansformieren. In diesem Fall hat eine Analyse des verbotenen Spektrums 
(21) schon vor einiger Zeit gezeigt, daB die Kombination H = sS +tT 
jpesser mit dem Experiment iibereinstimmt als v V + ¢7'. Die Kombination 
| S+ tT hat die Kigenschaft, daB im erlaubten Spektrum der Elektronen- 

ind Positronen-Ubergange keine Glieder + mc?/E, auftreten; die Zerfalls- 


jronen und der Neutrinos zeigt keine Asymmetrie hinsichtlich der Ladung 
les Teilchens. Worin sonst auBert sich diese Asymmetrie? 

Nir betrachten den Zerfall eines polarisierten Nukleons. Der Einfachheit 
‘alber soll es sich um ein freies Nukleon oder ein Nukleon im Zustand S,, 
sein Nukleon auBerhalb einer abgeschlossenen Schale) handeln, dessen Spin- 
moment etwa nach oben gerichtet sei. Wir verfolgen nun die Spinrichtung 
les Nukleons, das beim f-Zerfall entstanden ist, und die Spinrichtung des 
imittierten geladenen Teilchens. Die Geschwindigkeit des Elektrons oder 
Positrons betrachten wir als klein, fassen also einen Fall ins Auge, bei dem 
jlas Neutrino fast die gesamte Zerfallsenergie aufnimmt. In der Variante 
|S + +tT haben offenbar s und ¢ verschiedenes Vorzeichen, wenn man Sz 
und T;, durch die Wellenfunktionen des Elektrons ausdriickt. 

sas Vorzeichen der Gré8e s/t kann man einer Analyse der verbotenen Uber- 
{Ange entnehmen [siehe (51, 54)?)]. 


1) Hinsichtlich der Beteiligung eines Gliedes pP im Ausdruck fiir H lassen sich nur 
ichwer zuverlassige Auskiinfte gewinnen, da P nur bei verbotenen Ubergingen eine 
jRolle spielt. Man hat vermutet, daB der 8-Zerfall Ra E (83 p + 127 n) > Pb?! einen 
sJbergang mit Anderung der Paritat bildet (40); in diesem Fall wiirde das Matrix- 
‘lement Py fiir den Kern vergleichbar mit dem (verbotenen) Matrixelement der T'y- 
»Wechselwirkung werden. Aus dem Zerfallsspektrum wurde geschlossen, dafs die P- 
‘WVariante vorliegt; das Matrixelement Py hinsichtlich der Wellenfunktionen der Nu- 
d eonen und der Koeffizient p wurden in den Arbeiten (41, 42, 43, 44, 45) genauer fest- 
4relegt. Wesentlich an diesen Berechnungen ist die Beriicksichtigung der Form der 
\WVellenfunktion des Elektrons im Kern, die zuerst in einer Arbeit von SLIw durch- 
isefihrt wurde (35). Die Vermutung, daB die Wellenfunktion des Kerns RaE ungerade 
ei, stammt aus der Schalentheorie, die Vermutung eines verschwindenden Spins ist 
weniger gut begriindet. Wie das Experiment gezeigt hat, ist der Spin des RaE in Wirk- 
ichkeit gleich Eins, so daB die SchluBweise der genannten Arbeiten hinfallig wird. Die 
uebensdauer und das Spektrum lieBen sich durch eine Kombination von S und 7 
srkliren. Andererseits kann man aus der Tatsache, dafs das z-Meson keinen 6-Zerfall 
‘n ein Elektron und ein Neutrino zeigt, folgern, da der Koeffizient p ziemlich klein sein 
‘nuB (46—50). Die Rechnung beruht hier aber auf einer Abschatzung divergierender 
) ‘ntegrale und kann nicht als gesichert und iiberzeugend angesehen werden. 

‘}}) In (54) werden eine obere und eine untere Grenze fiir das Verhaltnis y = s/f in dem 
ijAusdruck H = t(7 + yS) angegeben (Tabelle 1, Seite 1204). Die obere Grenze fir y 
betragt (fiir mehrere verschiedene Zerfallsreaktionen) 0,35; 0,25; 0,5; 0,7; 0,5, die untere 


i\Frenze —0,7; —0,65; —0,7; —0,65. (Der Wert —0,5 fiir das Re'®** wird durch eine 


lyl =1/YVR ~ 0,75 + 0,05 


ist, was mit einem positiven Vorzeichen von y nicht zu vereinbaren ist. 
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Absolut genommen haben ‘|s| und |t| die gleiche GréBenordnung [sieh 

unten und in der Arbeit von GERHARDT (J11)]. In diesem Falle liefert die: 
Rechnung folgende Ergebnisse [SELDOWITSCH (31)?)). 
Beim Zerfall p> n + e+ + » entstehen, falls p polarisiert ist (p + bedeutet, 
da der Spin nach oben gerichtet ist), vorwiegend Positronen mit der gleichen: 
Polarisationsrichtung, also e++, wahrend das Neutron in beiden Polari- 
sationsrichtungen nt und n | vorkommt. Die wichtigsten Reaktionen sind 


nf+yvyJ, 
ptmet tts ast. 


Beim Zerfall n> p + e~ + y entstehen, falls n polarisiert ist (nt), nicht- 
polarisierte (oder schwach polarisierte) Elektronen; ihr Spin hangt vor allem 
von dem Spin des entstehenden Protons ab. Die wichtigsten Reaktionen 


sind: 
pT rey 
eoamaears er ea 


In beiden Fallen, beim Positronen- und beim Elektronenzerfall, hangt der: 
Spin der geladenen Teilchen (e+, e~) vorwiegend von dem Spin des Protons, 
nicht aber von dem des Neutrons ab. Hierin kommt also die Asymmetrie des 
B-Zerfalls hinsichtlich Neutron und Proton zum Ausdruck. ; 
Diese Asymmetrie ist unter unseren Voraussetzungen maximal, wenn 
|s| = |t| ist. Im Grenzfall, bei kleiner Geschwindigkeit des geladenen Teil- 
chens, wiirden nur Zerfallsakte mit den oben angegebenen Beziehungen 
zwischen den Spinrichtungen vorkommen. Bei |s| < |t| iiberwiegen sie nur. 
Es wird in nachster Zeit kaum moglich sein, diesen sehr feinen Effekt un- 
mittelbar zu beobachten. Nachdem jedoch die Konstanten s und ¢ und das 
Verschwinden der tibrigen Konstanten durch einfach auszufiihrende Experi- 
mente festgestellt sind, ist die Existenz dieser Polarisationseffekte theore- 
tisch eindeutig gesichert. Gedankenversuche iiber die Polarisation werden 
eine wesentliche Rolle beim tieferen Eindringen in den Mechanismus des 
B-Zerfalls spielen. 


5. Die Zahlenwerte der Wechselwirkungskonstanten 


Nachdem Klarheit dariiber geschaffen ist, welche Invarianten eine wesent- - 
liche Rolle beim f-Zerfall spielen, sind noch die Zahlenwerte der beiden Kon- 
stanten s und ¢ zu,ermitteln. Beide sind reell, wie aus den allgemeinen Reali- - 
tatsforderungen fiir den HAMILTON-Operator und aus der Symmetrie der 
Theorie gegentiber Vergangenheit und Zukunft hervorgeht (17, 20, 55). In der ° 
Literatur werden diese Konstanten haufig auch mit s = gy und t = gp 
bezeichnet, da S die FERMIschen und 7' die GaMowW-TELLERschen Auswahl. : 


regeln liefert. Ihre Dimension ist erg em’ [im Bericht (18) ist auf Seite 363 ein 
Druckfehler unterlaufen]. 


1) Systematisch wird das Problem der Polarisation der B-Teilchen und ihrer Messung in 
(53, 26) dargelegt. 
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‘Yon besonderer Bedeutung ist die GréBe R = #?/s?, die das Verhiltnis der 
Yerfallswahrscheinlichkeiten nach den GAMOW-TELLERschen bzw. FERMI- 
shen Auswahlregeln angibt. Weiter oben haben wir bei der Betrachtung der 
‘®olarisationsversuche schon eine erste Anmerkung tiber die besonderen EHigen- 
‘@haften des Falles R = 1 gemacht. Im letzten Paragraphen werden diese 
i sigenschaften in vollstaéndigerer Form entwickelt werden. 
("ur Bestimmung von s? und ¢ dient der bekannte Ausdruck fiir die Wahr- 
theinlichkeit des erlaubten f-Zerfalls: 
| 1 -mict 
@ = 55 f(y Z) (6% |(1)|2 + 2 |(0)[?). 
i 
p ie Halbwertszeit 14Bt sich durch diese Wahrscheinlichkeit folgendermaBen 


: jusdriicken ty, = (In 2)/w. 


(No, Z) ist eine bekannte Funktion des Maximalimpulses 7 = pmax/me und 

‘er Ladung Z. des entstehenden Kerns. Bei Z = 0 ist f/ proportional dem 

satistischen Gewicht des Systems Elektron + Neutrino. f(7, Z) beriick- 
iitchtigt den Einflu8 des Coulombfeldes des Kerns. Um s? und # aus Messun- 
en der Lebensdauer und der Zerfallsenergie bestimmen zu kénnen, mu man 
hoch die Matrixelemente des Kerns kennen. 

Die ersten Arbeiten bezogen sich auf Spiegelkerne mit ungerader Massenzahl. 
wietrachtet man das ungerade Nukleon als sich im Feld der Zentralkrafte des 
‘Mugelsymmetrischen gg-Restkerns (im Fall von Kernen mit A = 4n + 1)!) 
#ewegend, so kann man aus der Paritét und-dem Gesamtspin des Kerns den 
(ustand (das Bahnmoment /) des ungeraden Nukleons bestimmen. Sein 
ixesamtmoment j stimmt néimlich tiberein mit dem Moment des Gesamtkerns. 
(amit ist die Winkel- und Spinabhingigkeit der Wellenfunktion vollstandig 
weestgelegt. Bei der Umwandlung von Spiegelkernen stimmen die Radial- 
fanktionen von Neutron und Proton in den Kernen vor und nach der Um- 
frandlung unter Vernachlassigung der Coulomb-Krifte tiberein, und das ent- 
/@prechende Integral ergibt sich aus der Normierungsbedingung. Eine Be- 

frachtung der Winkel- und Spinfunktionen fihrt auf folgende Werte fiir die 

iMatrixelemente, summiert iiber alle Richtungen des Gesamtspins des End- 

) standes: 


, 


if Ubergang 81), > St), P|, > P'/, P/, —> P+), | ds), —> day, ds), —> ds), 
aye 1 1 1 1 1 

da 

i, |(a)/? 3 Ms */s | fs "ls 


' Jurch Vergleich der Zerfallswahrscheinlichkeiten von Kernen mit ver- 
Kop? 
|<I>? 
h Im Fall von Kernen mit A = 4n — 1 kann man das ,,Loch“‘, das fehlende Nukleon, 


‘tm Feld des Restkerns behandeln. 
Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


mM | . . . oe 9 
‘ichiedenem Verhaltnis kann man im Prinzip die Groen s* und ¢? 
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einzeln bestimmen. Solche Rechnungen wurden von mehreren Autoren durch4j, 
fihrt (56, 57). In der Arbeit (57) ergab sich R = 1 + 0,20. 
Heute wei8 man mit Sicherheit, daB dieses Ergebnis falsch ist). Die ge-} 
nannten Autoren haben die Genauigkeit, mit der die Voraussetzung der 
Schalentheorie iiber die Bewegung des Nukleons im konstanten Feld des 
Restkerns erfiullt ist, stark iberschatzt. Die Bewegung des Nukleons stort demp 
Rest in erheblichem Mae. Die Schalentheorie gestattet tatsaichlich, die¢ 
gréBten Komponenten der Wellenfunktionen vorauszusagen, die diejenigenp 
GréBen bestimmen, die sich diskret andern, z. B. die Paritaét des Kerns: 
und sein Gesamtmoment. Bei der Berechnung der Matrixelemente der f-Pro- 
zesse macht sich jedoch (ebenso wie bei der Berechnung der magnetischemp 
Kernmomente) ein merklicher Einflu8 der tibrigen Komponenten der Wellen-} 
funktion geltend, die andere Realisierungsmoglichkeiten fir den gleicheni 
Gesamtspin und die gleiche Paritaét des Kerns durch eine andere Ver- 
teilung der Nukleonen auf die EKinteilchenterme beschreiben. Die Spin 
Bahn- und die Spin-Spin-Wechselwirkung der Nukleonen verschieben diese: 
Zustande. 

Wir wenden uns nun der strengen Theorie zu, in der keinerlei Voraus- 
setzungen iiber die Kigenschaften der Kernkrafte (speziell tiber ihren zen- 
tralen Charakter oder ihre Potentialeigenschaft) auBer der Ladungsinvarianz 
gemacht werden. Bei der konsequenten Entwicklung einer solchen Theorie 
mu8 man voraussetzen, daB sich beim f-Zerfall ein beliebiges Neutron des 
Ausgangskerns in ein beliebiges Proton des Endkerns umwandeln kann, sa 


da8 der exakte Operator der 8-Umwandlung nach den FERMIschen Auswahl- 
A 


~— 


regeln, explizit geschrieben, eine Summe von Operatoren >’ (r,), ist; fiir einen 
A 1 


Positronenzerfall erhalt man analog eine Summe >’ (t_),,; die Summe erstreckt 
n=) 


sich itiber alle A Nukleonen (A ist die Massenzahl). Wir benutzen hier die 
Schreibweise der Theorie des Isotopenspins: der Operator (t,), = (tz + tTy)n 
verwandelt das n-te Nukleon in ein Proton, wenn es sich um ein Neutrom 
handelte, und liefert Null, wenn das n-te Nukleon im Ausgangskern ein Protor 
war; der Operator t_ verwandelt ein Proton in ein Neutron und liefert Null 
fiir ein Neutron. Infolge dieser Definition kann man die Summation iiber alle 
Nukleonen des Kerns erstrecken. Die Summen >'t, und >’r_ lassen sich als 
T,- und T_-Operatoren der Drehung im Raum des Isotopenspins auffassen,, 
die dessen Projektion 7’, (d. h. die Kernladung) ohne Anderung des Absolut- 
wertes verandern. Unter der Voraussetzung der Ladungsunabhangigkeit deri 
Kernkrafte umfassen also die FERMIschen Auswahlregeln auch eine Auswahl- 
regel fiir den isotopen Spin: A 7’ = 0. Fiir die B-Ubergiinge, die dieser Bedin- 
gung genitigen, ergibt sich 
| (L) [Pies BCT ae 1) aa Tz ant T'z end: 

Hierbei kann sich die Wellenfunktion des Kerns beliebig viel von einem ein- 


fachen Produkt von Einteilchen-Wellenfunktionen der einzelnen Nukleone 
unterscheiden. Die Gleichheit von 7' im Anfangs- und Endzustand (4 7' = 0) 


1) Das Ergebnis von TricG (56) R=2 wurde zwar auch durch unbefriedigende 
Methoden gewonnen, aber kommt der Wirklichkeit naher. | 


| 
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jewahrleistet die Ahnlichkeit der Wellenfunktionen des Ausgangs- und des 
{ndkerns Bye 

ei T = 7/2, Tang und Tena = + 1/, erhalten wir | (1)|? = 1. Folglich ist bei 
ver B- Umwandlung des einen Kerns von einem Paar von Spiegelkernen in den 
nderen, beispielsweise von N,; (7 Protonen, 6 Neutronen) in C!? (6 Protonen, 
} Neutronen) das Matrixelement exakt gleich Eins, ebenso, als wenn sich am 
)-Zerfall allein das eine tiberschiissige Nukleon beteiligte. 

tach elementaren Vorstellungen befinden sich beim Beispiel N!%— C 
’ Neutronen und 6 Protonen in beiden Kernen in gleichen Zusténden, und 
‘ine B-Umwandlung der inneren 6 Protonen ist nach dem PAULI-Prinzip ver- 
joten, da bei der B-Umwandlung ein inneres Proton in einen Zustand geraten 
rurde, der bereits von einem der 6 inneren Neutronen besetzt ist, so daB sich 
m ProzeB nur das auBere (ungerade) Nukleon beteiligt. In der Theorie des 
dsotopenspins ist das PAULI-Prinzip automatisch erfiillt, und das elementare 


pine Bestatigung und erweist sich als exakt. Die oben erwahnte Vertauschu ng 
‘er verschiedenen mdglichen Zustiinde abgeschlossener Schalen und des 
juBeren Nukleons infolge der Kernkrafte verletzt die Exaktheit der Glei- 
hung | (1) |? = 1 nicht. 

Xie Triade von Spiegelkernen C4, N14, O!4 hat den Isotopenspin 7 = 1, 
z= 1, 0,—1. Nach der oben angegebenen Formel ist fiir den ProzeB 
f 14> Nu das Matrixelement | (1)|* = 2. Nach den elementaren Vorstellungen 


Vir Persian nochmals, da die Exaktheit der Gleichung |(1)|? = 2 in 
tiiesem Fall von der Exaktheit der Voraussetzung iiber die Ladungsunab- 
jangigkeit der Kernkrafte abhangt und nicht von der wesentlich geringeren 
\ixaktheit der Schalentheorie und der Voraussetzung unabhangiger Nukleonen. 
ie bekannten Falle von 0 > 0-Ubergangen von Kernen mit dem Isotopen- 


estatteten also mit groBer Genauigkeit (17) den Wert s zu bestimmen: 
= 9n=~1,37 -10-* erg «em? 


‘Jur Berechnung der Lebensdauer der f-aktiven Kerne benutzt man zweck- 
“haBigerweise die GroBe 


Foil ey GE Meer oat A ms ‘ 
de ont ein2 EBD. PP) 
tr), f(mo) =. Ar (\<1>[? + B|<o>/)*. 


> One, y.2(Tz + tty)n|? tiber alle 


n 


t,Y,2 
lukleonen) ist kein Bewegungsintegral. Im Kern hat nur das Gesamt- 


I GréBe | (c)|? (genauer die Summe 5 
‘homent J einen bestimmten Wert; seine Zerlegung in einen Bahn- und 


| i Die CouLoms-Korrekturen an den Wellenfunktionen der Kerne sind im gegebenen 
Jall offenbar nicht gréBer als 1—2% (59). 
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Der einzige ,,Kern‘‘, fir den | (a) ie genau bekannt ist, ist das freie Neutro 
(| (c) |? = 3). Benutzt man diesen Wert und die von ROBSON (60) gemessene 
Lebensdauer des Neutrons f;, = 12,8 + 2,5 min, so erhalt man mit GER. 
HARDT einen Wert R = 1,37 + 0,40. Im Fall des Neutrons konnte infolge 
der experimentellen Schwierigkeiten die Lebensdauer nur mit einer geringere: 
Genauigkeit als fiir die ibrigen Kerne gemessen werden. Diese Genauigkeit 
reicht nicht aus, um mit Sicherheit behaupten zu konnen, daB R gréBer als i 
ist. Hier ist ein sinnvoller KompromiB zwischen der Genauigkeit des Experi- 
ments und der Strenge der Rechnung erforderlich. 
BLATT (61) fihrte eine besondere Analyse der Frage nach dem Wert von 
| (o) |? fiir den Ubergang H? > He? durch und kam zu dem SchluB, daB ma 
selbst unter sehr kiinstlichen Voraussetzungen |(o)|? < 3,01 erhalt. Ei 
hoherer Wert ist duBerst unwahrscheinlich. Zerfallsenergie und -zeit (18,1 keV. 
12,4 Jahre) sind mit ausreichender Genauigkeit bekannt. Nehmen wir a 
| (a)|? < 3, so erhalten wir R > 1,77 (1/, 62). Kine indirekte Bestatigung fi 
den Wert | (c)|? = 3 im Fall des Ubergangs H® — He? bildet die Ahnlichkeit 
der magnetischen Momente von H* und Proton (2,979 bzw. 2,793 Kern 
magnetonen) und der magnetischen Momente des He*® und des Neutrons 
(—2,128 bzw. —1,914 Kernmagnetonen) in Ubereinstimmung mit der Vor- 
stellung, daB H? und He? ein a-Teilchen mit einem ,,Loch“ im Zustand 8), 
darstellen. 
Man kann folgern, daB R == #?/s? ~ 1,75 + 0,15 ist, da R anerkanntermaBe 
gréBer als Eins ist. Das Verhaltnis der Lebensdauer des Neutrons zu der der 
tibrigen Kerne entspricht offenbar den theoretischen Voraussagen nicht. Die 
Diskrepanz betragt etwa 20—30%, was an der Grenze der erreichten experi 
mentellen Genauigkeit liegt. Wiinschenswert ist eine genauere Messung de 
Lebensdauer des Neutrons. 
Die wichtigste Voraussetzung der strengen Theorie des f-Zerfalls ist die An 
nahme, da sich die elementare Wechselwirkung jedes Nukleons im Kern mii 
dem Elektronen-Neutrino-Feld nicht von der Wechselwirkung eines freie: 
Nukleons unterscheidet. Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir dex 
$-Zerfall hat man die Beitrage zu summieren, die von den Umwandlungs 
mdoglichkeiten eines beliebigen Neutrons in ein beliebiges Proton herriihrez 
(,, Additivitat‘‘ der B-Wechselwirkung). Die Kernkrafte und die Kopplun 
der Nukleonen im Kern haben nach dieser Annahme auf den f-Zerfall de 
Nukleonen nur indirekten Einflu8, indem sie die Energie und die Form de 
Wellenfunktionen der sich umwandelnden Nukleonen bestimmen. 
Form und die Zahlenwerte derjenigen Operatoren, deren Anwendung aus 
die Wellenfunktionen der Nukleonen im Kern die Wahrscheinlichkeit fiir dex 
B-Zerfall liefert, werden jedoch fir alle freien und gebundenen Nukleonen al 
gleich angenommen. 

Diese Voraussetzung ist theoretisch gerechtfertigt, da der Abstand zwischex 
den Nukleonen im Kern (etwa 2-10-18 cm) bedeutend gréfer ist als de: 
Radius, innerhalb dessen irgendeine innere Struktur!) des Nukleons zu 


1) Dieser Radius ergibt sich aus der Wechselwirkung zwischen Neutron und Elektro: 
und aus der Abweichung der Streuung des Elektrons durch das Proton von der Co 
LOMB-Streuung durch eine Punktladung. 
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\usdruck kommt; dieser betrigt namlich etwa 4 - 10-4 cm. Die Bindungs- 
nergie der Nukleonen im Kern, 20—30 MeV, ist ebenfalls klein gegeniiber 
.ler Energie der virtuellen Mesonen, die das Nukleon umgeben (vgl. den 
folgenden Abschnitt). 

ine indirekte Bestatigung fiir die experimentelle Voraussetzung iiber die 
Additivitat der 6-Wechselwirkung ist die gute Ubereinstimmung des Ver- 
haltnisses der Zerfallswahrscheinlichkeiten der beiden verschiedenen Kerne 
4 und Cl* mit der Theorie; fiir diese Kerne sind die Kernmatrixelemente 
»ekannt. Eine sorgfaltige Untersuchung des Neutronenzerfalls einschlieB- 
,fich einer Messung der Korrelation der Flugrichtungen von Elektron und 
(Neutrino wiirde einen unmittelbaren Vergleich der beiden Konstanten ermég- 
,dichen, welche die 6-Wechselwirkung des freien Neutrons und eines Kern- 


hs 


_ ukleons kennzeichnen (s und 1). 


6. Die Mesonenkorrekturen an der elementaren G-Wedhselwirkung 


Angenommen, nach Uberwindung aller Schwierigkeiten habe man dic 
aréBen s und ¢ genau gemessen; nach der Grundhypothese iiber die Additivi- 


Vom Standpunkt der modernen Feldtheorie ist ein ,,freies Nukleon“ ein 
‘nichtelementares Teilchen mit dem Spin 1/,, das der DirAc-Gleichung 
eniigt. Infolge der dem Nukleon eigenen starken Wechselwirkung mit 


SS aes 


wvon z-Mesonen. Nach dem Energiesatz kénnen sich die Mesonen nicht ohne 
liuBere Einwirkung von dem erzeugenden Nukleon entfernen, kénnen also 


“nicht als freie z-Mesonen in Erscheinung treten. Die im Vakuum von einem 
“Tisolierten Nukleon erzeugten z-Mesonen sind stets gezwungen, den erzeu- 


‘innerhalb dieses .,Pelzes‘* aus virtuellen Mesonen befindliche Teilchen, das 
‘3, nackte‘ Nukleon, geniigt der DIRAC-Gleichung (die Frage, ob das Nukleon 


Ynoch ungeklart). Bei jeder AuBeren Wechselwirkung kommen nicht nur die 
jEigenschaften des ,,nackten‘‘ Nukleons, sondern auch der Kinflu8 des 
»,Pelzes‘‘ zum Ausdruck. 

‘Die Vorstellung der Mesonen und ihrer starken Wechselwirkung mit den 


‘ergeben. Das Vorhandensein eines Mesonenfeldes, das einen ,,Pelz‘ um das 
isolierte Nukleon bildet, kommt in der Anomalie der magnetischen Momente 
“von Neutron und Proton zur Geltung. 

“Kehren wir nun wieder zur Theorie des f-Zerfalls zuriick, so missen wir fest- 
‘stellen, daB die Konstanten s und ¢ sich auf das Nukleon im ,,Pelz‘‘ beziehen. 
WEs erhebt sich da die naheliegende Frage, was man iiber die Konstanten der 
\)B-Wechselwirkung eines ,,nackten“ Nukleons sagen kann und welchen Ein- 
jfluB der ,,Pelz‘‘ auf die 6-Wechselwirkung hat. 
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Méglicherweise gibt es lediglich wegen der mathematischen Schwierigkeite 
heute noch keine konsequente, logisch geschlossene relativistische Theori 
der Wechselwirkung vou 2-Mesonen mit Nukleonen. Infolge dieser mathe-{ 
matischen Schwierigkeiten ist es nicht einmal moglich, die vorhandenen ein- 
fachsten Annahmen iiber die Ausgangsgleichungen dieser Theorie mit de 
Experiment zu vergleichen, so daB bis heute noch nicht geklart ist, ob tiber- 
haupt neue physikalische Gedanken erforderlich sind. Unter diesen Bedin-}, 
gungen ist es zur Orientierung nitzlich, mit SHEW (64), FINKELSTEIN und 
MoszkKOWSKI (65) die einfachste Variante der Theorie des ..Mesonenpelzes* 
zu verwenden, die weder auf Strenge noch auf relativistische Invarianz An- 
spruch erhebt. 

Die Masse des Nukleons wird als sehr groB gegeniiber der Masse des Meson 
angesehen. Bei der Emission eines Mesons durch das Nukleon vernach-- 
lassigen wir die Geschwindigkeit und die kinetische Energie, die das Nukleon: 
infolge des RiickstoBes aufnimmt. Betrachtet wird die Emission von Mesonen: 
mit einem Impuls, der unter einem bestimmten Wert 7p,, liegt; die Méglich-- 
keit, daB der ,,Pelz‘‘ aus mehr als einem Meson besteht, sowie die Méglichkeitt 
der Bildung von Nukleon-Antinukleonpaaren wird nicht bericksichtigt. 
Die Wechselwirkung des Nukleons mit dem Meson wird in einer Form ange 
setzt, die dem Grenzfall eines ruhenden (aber mit Spin versehenen) Nukleons: 
entspricht : 


H = j(¥i 0 Py) ty, 


d. h. als skalares Produkt des Vektors des Spinoperators des Nukleons mit 
dem Impuls f des Mesons ( ist die Wellenfunktion des Mesons). 

Die Autoren der Arbeit betrachten nur die Emission eines neutralen 2° 
Mesons. Beim Zerfall eines Neutrons beispielsweise wird auBer dem direkten 


ProzeB 
n=p+eée-+? 


der ProzeB mit dem gleichen Anfangs- und Endzustand, aber mit Emission 
eines 7°-Mesons betrachtet: 


n=n+7°=p+e-try+m=pt+e-sy, 


Natiirlich ist die Emission eines z7+-Mesons durch ein Neutron unmdoglich, 
und nach Emission eines 7--Mesons (n = p + 2~) ware ein B--Zerfall un-- 
moglich. 
Nach der Stérungstheorie ist das Matrixelement eines Uberganges iiber zwei _ 
Zwischenzustiénde mit einem z°-Meson im Ubergangszustand folgender- 
maBen zu schreiben: 


; 1 
M, = eae [I'| n, mn) (n, in |O| p, em, », 28) - (p, e-, », 28 |I'| p, en, »). 


In diesem Ausdruck ist J’ der Operator der Mesonenerzeugung, O ist der. 
Operator des B-Prozesses, und der Index n kennzeichnet den Impuls des | 
virtuellen Mesons, ¢, die Energie des virtuellen Mesons: | 


4. == Pmsetee prc. 
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a I nicht auf die leichten Teilchen einwirkt, entsprechend O nicht auf die 
/°-Mesonen, kann man diesen Ausdruck auch einfacher schreiben: 


bees 0 
Seed, (n |I'| n, zn) (n |Ox| p) (p |I"| p, 22) (Po |Oz| e-, »). 


Der gesamte Operator O der B-Umwandlung ist hier als Produkt O = OyO, 
yon Operatoren, die auf die Nukleonen bzw. auf die leichten Rca en 
Jargestellt (vgl. in §1:S—=—Sy-S, usw.). Das Symbol (Y%|0;| 7,7) 
hedeutet, daB aus dem Vakuum (¥,) zwei Teilchen, aes ein Elektron 
ind ein Neutrino, unter der Einwirkung des Operators 0, erzeugt werden. 
‘Gibt es- verschiedene Wege (einen direkten, gekennzeichnet durch das 


®-Mesons, gekennzeichnet durch das Matrixelement M,), zur Verwirk- 
ichung des gleichen Uberganges, so sind die Matrixelemente M, und M,, zu 
,)ddieren. Das Matrixelement unter Beriicksichtigung der Mescuenivarrek: 
‘Yuren hat also die Form 

i We = M, +> M,. 


i ie Summation iiber » ist in Wirklichkeit eine Integration im Phasenraum 
les Impulsvektors £ des Mesons iiber das ganze Volumen |f£| < kmax. 
Betrachtet man die Mesonenkorrektur an einer skalaren B-Wechselwirkung, 
iso wird in der nichtrelativistischen Naherung S, = 1, und fir die Korrektur 
| st entscheidend der Ausdruck 


rs, ~(ct)i(et=k. 


Betrachtet man eine tensorielle B-Wechselwirkung, 7, = oC, so ergibt sich 
aus der Antikommutativitat der senkrechten as des Operators ¢ a 
TT, =(¢t) ¢ (¢t) =# (o — a1), 

wobei o; die Komponente von o cin Richtung von f ist, wahrend o, dieSumme 
ier beiden Komponenten senkrecht zu f ist. Bei der Mittelung tber alle 
jRichtungen von f erhalten wir 

zat 1 .— 


(FN eet) = =e. 


{Man kann sagen, daB das virtuelle x°-Meson im p-Zustand mit dem Bahn- 
moment J = 1 auf Kosten eines Umklappens des Nukleonenspins emittiert 


iwird, da der Operator o fiir das Nukleon im Ubergangszustand mit dem vir- 
jtuellen 7°-Meson das entgegengesetzte Vorzeichen hat wie fiir ein ,,nacktes“ 
’Nukleon. Fiir das Ergebnis ist 4uBerst wichtig,daB (n| "| n, 2°) und (p|J"| p, 2°), 
édie Matrixelemente der Wechselwirkung von Neutron und Proton mit dem 
+7°-Meson, verschiedene Vorzeichen haben. Das 2°-Meson bildet ein Glied 
fider Isotopie-Triade z*, x°, x~, und der HAMILTON-Operator der Wechsel- 
fwirkung des z°-Mesons mit den Nukleonen enthalt die Matrix t; im Raum 
ides Isotopenspins, die fiir Neutron und Proton verschiedene Vorzeichen hat. 
ij Eine solche Struktur des Ausdrucks ist notwendig, damit eine Theorie mit 
drei Mesonen die Ladungsunabhangigkeit der Kernkrafte liefert. Kurzlich 
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wurde die Verschiedenheit der Vorzeichen der Wechselwirkung mit Protos}. 
und Neutron unmittelbar in Versuchen iiber die Photoerzeugung von 7 
Mesonen an Deuteroner gepriift, wo die Beitriige von Proton und Neutron} 
interferieren. Die verschiedenen Vorzeichen von J’ fiir Proton und Neutron 
sind wesentlich bei der Berechnung der Mesonenkorrektur an der -Wechsel 
wirkung. In (65) wurden schlieBlich folgende Ausdriicke fiir die Mesonen 
korrekturen gegeben (der Strich bedeutet eine korrigierte. GroBe, de 
Index 0 bezieht sich auf ein ,,nacktes‘‘ Nukleon): 


1 l1—e \? 
a =8q'(l 8), ran(t+ 32); Ry = RB’ 1 ? 
a 


hmax ; 

2 
a ae c k 
dabei ist = cara fe 


2 es 
Ma % (Vmz0t + k? 2) 
0 


Nach CHEW (64) folgt aus Daten itber die Mesonenstreuung, tiber das ma-, 
gnetische Moment des Neutrons und tiber die Kernkrafte ein giinstigster 
Wert f? = 0,058, kinax = 5,51 mac (kmax/¢ ist nahezu gleich der Nukleonen- 
masse, die 6,5 m,, betragt). 
Hierbei ergibt sich ¢ = 0,237, und es wird 


1 — 0,237 


Lio — (1,75 + 0,15) QO (San 


2 
) = 0,98 + 0,08. 


Natiirlich ist die Genauigkeit der Mesonenkorrektur sehr gering, man kant 
aber auf jeden Fall feststellen, da8 die experimentellen Daten itiber den f- 
Zerfall der Annahme R, = 1, d.h. |s| = |¢| (fiir die Wechselwirkung des: 
,nackten‘* Nukleons) nicht widersprechen. Vorzeichen und GroBenordnung: 
der Abweichung des experimentell gemessen Wertes R’ von Eins stimmen: 
innerhalb sinnvoller Grenzen mit den Vorstellungen iiber den Kinflu8 der 
Mesonenkorrekturen auf den /-Zerfall iiberein. 
Im Zusammenhang mit den in der Arbeit (65) durchgefiihrten Rechnungent 
miussen wir einige Bemerkungen machen, die aber die obige SchluBfolgerung 
nicht beeintrachtigen. 

1. In (65) werden Prozesse mit B-Zerfall eines x-Mesons nicht betrachtet. Der* 
Zerfall x+ — e+ + y wiirde eine Korrektur von der GréBenordnung f liefern, , 
tritt aber in Wirklichkeit nicht auf (66). . 
Der ProzeB a+ — 7° + e+ + y, dessen Beobachtung sehr schwierig ware, , 
wurde eine Korrektur von der GréBenordnung f? liefern, d. h. von derselben 
GroBenordnung wie die oben behandelte Korrektur (65). Nach den Berech- | 
nungen von SELDOWITSCH (50) geben jedoch die Invarianten S, 7’ und P,, 
die sich an der B-Wechselwirkung beteiligen, keinen solchen Zerfall (S unter- | 
scheidet sich hier wesentlich von V). Die Vernachlassigung des Mesonen-. 
zerfalls in der Arbeit (65) ist also fiir den tatsadchlich realisierten Ausdruck bei. 
der B-Wechselwirkung gerechtfertigt. 


/ 
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t . Der Ausdruck fiir das Matrixelement M n grindet sich auf folgenden Aus- 
Wruck fiir die Wellenfunktion Y’ des Nukleons im ,,Pelz‘: 


nae i + Seg 


Dabei ist Y% die Wellenfunktion des ,,nackten‘‘ Nukleons, Y, die Wellen- 
Yunktion des Systems Nukleon + virtuelles Meson mit einem Impuls f,, und 
Hie Koeffizienten c, lauten in der ersten Naherung 


sea (n | I"| n, =) 
n E,, be 
(Der Ausdruck fiir ¥”’ ist richtig in erster Naherung hinsichtlich der c,, d. h. 


hinsichtlich der Kopplungskonstanten f. Die Mesonenkorrektur an der 
3-Wechselwirkung ist aber von der GréSenordnung f?. Man muf also auch in 


t| 


jiefern kénnen. Bei Beriicksichtigung der Glieder von der Gr6Senordnung f? 
jergibt sich, daf-der Ausdruck fiir Y¥ folgendermaBen zu normieren ist: 


tdie geladenen Mesonen zu beriicksichtigen. Hierdurch' ergeben sich die korri- 
fgierten Ausdriicke 


, 


Wiketedee 
8 1—e t’ 3 


Se VB, yt, edi tnde 
Das Verhiltnis R’/R, andert sich hierbei nicht. Eine Anderung der Absolut- 
fwerte von Ss, und ¢, kann beim Vergleich dieser Konstanten mit den Kon- 
'fstanten, welche die iibrigen Prozesse mit Erzeugung eines Neutrinos (u- + p 
=n + v, u+ = e+ + 2y) beschreiben, von Bedeutung sein. Beschrinkt man 


dschreiben: 
| 1 1 
(OY =O, + > 11,0, Hp =a g (2 Maln) Oo uty Oo (2 oth. 


Paki 


'§ Dabei ist n = — [Cn |I | n, 2°) + (n|L| p, 27), 


Tp = =-[(p. %|I| p) + (n,-2* || py. 


1 
E, 
i Die Glieder mit geladenen Mesonen in den Ausdriicken fiir /7 ergeben mit dem 
4} Operator O, der B-Wechselwirkung in dem ersten Korrekturglied [JO,/T7 
Jidentisch Null, nicht aber in den beiden iibrigen Gliedern, die von der Nor- 
& mierungsainderung herriithren. Diese beiden Glieder haben die Form der aus 
‘der Quantenelektrodynamik bekannten _ ,,Korrekturen auf freie Enden‘“‘ 
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[FEYNMAN (67), Dyson (68)]. Den drei Korrekturgliedern in der Formet 


kann man drei Diagramme zuordnen (Abb. 2). 
Das betrachtete Beispiel zeigt, daB die Bedeutung der Korrekturen auf frei 
Enden in einer Normierungsénderung besteht. Insbesondere erhalt de 


Koeffizient !/, einen sehr anschaulichen Sinn, denn es handelt sich um den} 


Beitrag zweier End(Normierungs-) Diagramme. 


invarianten Stérungstheorie fiir eine pseudoskalare Koppelung zwischen) 


Meson und Nukleonenfeld durchfihren. 


Fir [ST und fir die Korrekturen hinsichtlich der Enden ergeben sich diver- - 
gierende Ausdriicke. Die Problemstellung ist verschieden von dem fiir die: 
Quantenelektrodynamik tblichen Renormierungsproblem: dort muB eine: 


GréBe, beispielsweise die elektrische Ladung’ des ,,nackten‘‘ Teilchens (des 
Elektrons, des Protons) e, aus den endgiiltigen Formeln eliminiert werden. 
Das Ziel ist eine Auffindung der Korrekturen, die sich auf die endgiiltigen 
Werte des Wellenvektors des elektromagnetischen Feldes beziehen (zusatz- 
liches magnetisches Moment, ,,LAmBshift‘‘) an Hand der experimentell 
gegebenen Ladung e, die die Wechselwirkung des ,,Teilchens im Pelz‘* mit dem 
statischen Feld kennzeichnet. Beim f-Zerfall interessiert hauptsachlich der 
Zusammenhang zwischen s’, ¢’ und So, f). Divergierende Ausdriicke sind also 
nicht umzunormieren, sondern abzuschneiden. Die pseudoskalare Theorie ist 
auBerdem durch eine groBe Kopplungskonstante gekennzeichnet, wodurch 
eine Anwendung der Stérungstheorie ausgeschlossen wird. Im ganzen sind 
die nichtrelativistischen Rechnungen (65) nach der Methode von (63, 64) mit 


Konstanten, die dem magnetischen Moment angepaBt sind, zweckmaBiger | 


als die invariante Storungsrechnung. 
Zum Problem der Mesonenkorrekturen beim f-Zerfall wird man dann 


zuruckkehren, wenn in einer relativistisch invarianten Theorie der Wechsel- | 


wirkung zwischen Nukleonen und z-Mesonen die Schwierigkeiten beseitigt sind, 
die auf der groBen Kopplungskonstanten und auf den Divergenzen beruhen. 


7. Die Rolle der Ubergangsteilchen in der Theorie des ®-Zerfalls 
In seiner berihmten Arbeit aus dem Jahre 1935 schlug YUKAWA (7) neben 


der Annahme tber die Rolle der Mesonen fiir die Kernkrafte folgendes — 


Schema fiir den f-Zerfall vor: 


n=p+273; a-=e-+ >». 
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dier spielt das Meson die Rolle eines Ubergangsteilchens. Durch die Ab- 
@chaitzung der Masse des Mesons aus dem Radius der Kernkrafte, der 
(NVechselwirkungskonstanten zwischen Meson und Nukleon aus der GréBe 
#lieser Krafte fand YUKAWA aus der Wahrscheinlichkeit des f-Zerfalls die 
)Sopplung des Mesons an das Elektron-Neutrino-Feld und die Wahrschein- 
ichkeit fiir den f-Zerfall eines freien Mesons. 
j3ekanntlich hat sich nach den ersten scheinbaren Bestitigungen die Sach- 
jage wesentlich kompliziert; es zeigte sich, daB die freien Mesonen, die beim 
Merfall von Elektron und Positron auftreten, ~-Mesonen sind, die nur schwach 
jnit Nukleonen wechselwirken und den Spin !/, haben. Die stark mit Nukle- 
)nen wechselwirkenden z-Mesonen zerfallen, wie sich zeigte (65), nicht nach 
Mer Reaktion z+ = e+ + y, sondern nach dem Schema (70) z+ = wt + ». 
\<eines der heute bekannten und unmittelbar beobachteten Mesonen kann 
‘m Sinne des Schemas von YUKAWA als fiir den f-Zerfall verantwortlich an- 
xesehen werden. 
)Ein ProzeB analog dem f-Zerfall (oder genauer dem K-Einfang), namlich der 


'Rinfang von j-Mesonen durch Kerne nach der elementaren Reaktion 


Tern NY a 


(aBt sich dagegen offenbar durch ein Schema vom YUKAWAschen Typ mit 
jvirtueller Erzeugung eines z-Mesons beschreiben: 


Ls? tea Y PSD =. 


{BETHE und MARSHAK (71) [siehe auch (72, 84)] stellen fest, daB die Wahr- 
ischeinlichkeit fiir diesen Proze8 innerhalb sinnvoller Grenzen mit der Wahr- 
cheinlichkeit fiir den Zerfall x — uw tibereinstimmt?). 

s ware angebracht, diese Vorstellungen weiter zu entwickeln. Aus dem zu- 
etzt angegebenen Schema des u-Einfangs 14Bt sich nicht nur die Gesamt- 
iwahrscheinlichkeit bestimmen, sondern es lassen sich auch bestimmte SchluB- 
§folgerungen iiber die Form der pnywy-Wechselwirkung und die Wahl des 
iInvariantensystems ziehen, das in den allgemeinen Ausdruck vom Typ H 
j2ingeht. 

an kann hieraus weiter die Auswahlregeln fiir den Einfang von «-Mesonen 
urch Kerne und die Bildungswahrscheinlichkeit eines angeregten Kerns in 
einem bestimmten Zustand beim Einfang eines «-Mesons ermitteln. Bei der 
“modernen Erzeugungstechnik von jz-Mesonen in Beschleunigungsanlagen und 
ibei der Szintillationsuntersuchung der y-Spektren sind diese feineren SchluB- 
ifolgerungen aus der Theorie einer direkten experimentellen Nachprtfung 
§zuganglich. 

Wir wenden uns nun wieder dem #-Zerfall zu und stellen fest, daB die Elek- 
itrinohypothese [Literaturnachweis siehe (73)] — dieses Elektrino soll aus dem 
§-aktiven Kern emittiert werden und in ein Elektron und ein Neutrino zer- 
fallen — aduBerlich dem Schema von YUKAWA 4hnelt. Die Voraussetzung 


1) In einer Arbeit von SELDOWITSCH (50) wird umgekehrt der Versuch gemacht, den 
Zerfall mt > ut + » als Folge der Polarisation des Vakuums mit Erzeugung eines vir- 
tuellen Paares Nukleon-Antinukleon durch das z-Meson aufzufassen, wobei die pn /?- 
) Wechselwirkung als elementar angesehen wird. 


60 J. B. SELDOWITSCH > 


einer geringen Masse des Elektrinos und die Moglichkeit seiner realen (nicht 
virtuellen) Erzeugung fiihren jedoch zu Widerspriichen mit dem Experi- 
ment (74). . ima i 
Welches sind nun die allgemeinen Ziige der Theorien, die Ubergangsteilchen 
benutzen ? 

Betrachten wir einen ProzeB unter Beteiligung von vier Teilchen A, B, C 
und D mit dem Spin '/,, beispielsweise den ProzeB 


PSO 


so kénnen wir den Hamiltonoperator der Wechselwirkung folgendermaBen 


schreiben H’ = g (A*OB) (C*OD). 
Das entsprechende Matrixelement lautet 
M=[H' dz 


oder ist aus einer Summe solcher Glieder gebildet. In H’ sind die GroBen - 
A, B, C, D die Wellenfunktionen der entsprechenden Teilchen. Alle Funk- 
tionen beziehen sich auf einen Wert der Koordinate x, auf den sich auch der ’ 
Wert H’(x) der Energiedichte bezieht. 3 

In einer Theorie, die ein Ubergangsteilchen © mit ganzzahligem Spin | 
benutzt, schreibt sich der Ausdruck fiir die elementare Wechselwirkung > 
folgendermafen: 


H’ =e, (A*OB) ® + e, (D*OC) ® + (herm. adj.). 


Die beiden ersten Glieder beschreiben die beiden elementaren Reaktionen 
A=B+@und C+ @=D. Die Konstanten e, und e, haben nun die 
Dimension einer elektrischen Ladung. Strenggenommen wird das Matrix- 
element des interessierenden Prozesses, in dem @ nur virtuell auftritt, durch 
ein Doppelintegral beschrieben: 


M ~ ee, [faz dx, (Al:,)O Bix,)) D (x1) B* (x2) (C* (x) OD(xQ)). 


Je groBer die Masse des Teilchens @ ist, desto weniger weit gelangt es von 
seinem Erzeugungsort 2, bis zu seinem Vernichtungsort 22; das Produkt 
@(x,) . O*(x,) naihert sich einer DrrAcCschen 6-Funktion, der ganze Aus- 


druck M dem Ausdruck M = i H’ dx, wobei die Rolle von g die GréBe 
NC 
mpc? 
spielt (Zahlenfaktoren sind weggelassen, mo ist wesentlich gréRer als die 
Masse aller Teilchen A, B, C, D). Der Spin des Teilchens ® hangt von der 
Form des Operators O ab. 
Wir betrachten ein Schema vom YuKAWaAschen Typ, in dem der Ausgangs- 
kern ein Meson emittiert, wobei er sich in den Endkern verwandelt, waihrend 
das Meson in e + y zerfallt. Offenbar erfordern die FERMIschen Auswahl- 
regeln, insbesondere fiir den 0 > 0-Ubergang, die Emission eines Mesons mit 
dem Spin Null, das in e + » im Singulett-Zustand zerfallt. 


Die GAMow-TELLERschen Auswahlregeln verlangen ein Meson mit dem Spin | 
Eins. 
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nl hreibung nach dem Schema von YUKAWA die Heranziehung zweier hypo- 
‘thetischer Mesonen mit verschiedenen Spinwerten (0 und 1), aber ungefahr 

jleichen Werten von e,e,/m bedingen. 

in solches Schema ist aber im héchsten Grade gekiinstelt, so daB die Hypo- 

hese der Ubergangsteilchen (7 (7, 76, 82, 83) heute so gut wie abgetan ist. Es 

Fibt jedoch einen anderen méglichen Typ von Ubergangsteilchen, die zuerst 


‘Autoren (76—80) und des Verfassers des vorliegenden Artikels (81) behan- 
Melt wurden. Wir wollen dieser Entwicklung nicht in historischer Ordnung 
Jolgen, sondern dieses Schema nur in Anwendung auf die modernen Daten 
siber den f-Zerfall betrachten. 

Wie weiter oben auseinandergesetzt wurde, ist die Annahme recht wahr- 
beheinlich, daB fir die Wechselwirkung eines ,,nackten‘‘ Nukleons ¢? = «? 
Halso Ry = 1) ist; es ist auch moglich, daB | p)| = |s)| = |t)| ist (es ist heute 
,920ch unmoglich, das Vorhandensein einer pseudoskalaren Wechselwirkung 
ou beweisen oder zu widerlegen). Angenommen, fiir ein ,,nacktes‘‘ Nukleon 
iwerde die Wechselwirkung durch die Kombination 


HW’ —%,(8-=T + P) 


imit zahlenmaBig gleichen Koeffizienten fiir S, 7 und P gegeben. 
"Diese Kombination la8t sich einfacher schreiben, wenn man die Wellen- 
ifunktionen der verschiedenen Teilchen anders zusammenfaBt'*) 


H’ = 28,(S + P). 
‘{Dabei ist S = (PX BY) (UF BY) 
tim Unterschied zu Saar lp? Ces BLY) 


P 1aBt sich ahnlich schreiben. Jeder Faktor in S und P enthalt je eine Wellen- 
funktion des Nukleons und eine Wellenfunktion des leichten Teilchens. Die 
)Moglichkeit einer solchen Schreibweise beruht auf der von FINKELSTEIN 
fund Kraus (52) bemerkten Symmetrieeigenschaft des Ausdrucks H’: dieser 
_Ausdruck andert sich nicht, wenn man die Argumente der WelJenfunktion 
von Neutron und Neutrino vertauscht. Vom Standpunkt der Theorie der 


Ubergangsteilchen entsprechen Ausdriicke vom Typ 01S, P) beim f-Zerfall 
‘einem Schema SS aS el ee ee 


‘ Das Ubergangsteilchen L ist offenbar schwerer als ein Nukleon und mite 
nach der modernen Klassifikation nicht als Meson, sondern als Hyperon 
4 bezeichnet werden. L besitzt eine Kernladung im Sinne von (75): Es entsteht 
7 aus einem Nukleon und zerfallt unter Bildung eines Nukleons. 


Die beiden Glieder in dem Ausdruck fiir H’, namlich S und P, entsprechen 
} den beiden Typen der Ubergangshyperonen LZ und L’, wobei beide Hype- 
} ronen den Spin Null, die gleiche Masse und die gleichen Kopplungskonstanten 
) e, und e, fiir die beiden Reaktionen haben und sich nur in der Paritét unter- 
/ scheiden. 


1) Es handelt sich um die Technik des Uberganges von O zu O fir beliebige O, siche (20). 


62 J. B. SELDOWITSCH 


In dem fiir den f-Zerfall iiblichen Energiegebiet fihrt die Theorie der Uber- 
gangshyperonen zu den gleichen Aussagen wie die tibrige Theorie, die sich auf 


den Ausdruck H =sS+tT + pP. 


stiitzt. Ohne Beriicksichtigung der Mesonenkorrekturen ergibt sich t = —s 
= p; die im Experiment beobachtete Ungleichung |f| > |s| lat sich hier- 
bei durch die Mesonenkorrekturen erkliren. Es ergeben sich unmittelbar 
Riickschliisse iiber die oben betrachteten Polarisationsverhaltnisse des 
Nukleons und der geladenen Teilchen. Ohne Rechnung tiberzeugt man sich 
leicht von der Tatsache, daB der Ausdruck 


H’ = 28(S + P) 


fir die Polarisation der Elektronen beim Zerfall polarisierter Nukleonen 
ebenfalls die gleichen Ergebnisse liefert, die friiher (34) abgeleitet und oben 
fir den Fall R = 1 dargestellt wurden. 

Wir betrachten die Entstehung eines nichtrelativistischen Elektrons. In | 


diesem Fall verschwindet das Glied P; eine Rolle spielt nur das Glied S, das 
der Bildung eines Uber- 
gangs-Isobars L entspricht. 
Entsteht in der Reaktion 
p=L+ e+ ein Teilchen LZ 
mit dem Spin Null, so ,,ver- 
gibt’ es den urspriinglichen 
Spin des Protons und den 
Spin des emittierten Posi- 
Abb. 3 trons; beim anschlieBenden 
Zerfall erweisen sich dieSpins — 
von Neutron und Protonals nichtkorrelierend. Auch die Spins des Elektrons und 
des Neutrinos korrelieren nicht; die Wahrscheinlichkeiten fiir die Entstehung 
eines Triplett- und eines Singulett-Zustandes (eines Gesamtmomentes des 
Elektrons und des Neutrinos vom Betrage 1 bzw. 0) stehen in dem Verhaltnis 
@, das gleich dem Verhiltnis der statistischen Gewichte, also 3: 1 ist. In der 
ublichen Theorie liefert der Ausdruck H = sS + tT ein Verhialtnis 


Q = # |(o)|?/s? |(1)|? = 3B. 


Fir ein freies Nukleon ergibt sich 


{2 
s 


( = 3 entspricht also einem Wert R = 1. 

Das Schema der Isobaren L und L’ widerspricht nicht dem Befund R +1, 
wenn man den Einflu8 der Mesonenkorrekturen beriicksichtigt. Bezeichnen 
wir die Linie eines Isobars durch eine dicke Linie, so sehen das Diagramm des 
B-Prozesses eines ,,nackten‘‘ Nukleons und das Diagramm, das die Mesonen- 
korrektur beriicksichtigt, folgendermafen aus (Abb. 3). 

Im zweiten Diagramm erzeugen die Emission und die Absorption des 
x°-Mesons eine Korrelation zwischen dem Spin des Neutrons vor dem Zerfall 
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und dem Spin des erzeugten Protons (das virtuelle 7°-Meson besitzt ein Bahn- 
noment). Im ersten Diagramm liefert die Linie des L (oder des L’) keine solche 
sSorrelation. Infolge der Mesonenkorrektur besteht auch eine partielle Kor- 
‘ elation zwischen den Spins des Positrons und des Neutrinos, und demzufolge 
Jwird R +1. 

fur erlaubte Ubergiinge erhilt man dic iibliche, statistische Form des Spek- 
rums mit Korrekturen yom Typ 


See aie 
= (mz — mn) Bk 


thatirliche Voraussetzung e, = e, zu machen, so wiirden die Daten iiber den 
3-Zerfall zur Voraussage siimtlicher Eigenschaften der Teilchen LZ und L’ aus- 


»Hierher gehort in erster Linie die Lebensdauer der freien Teilchen Z und L’ 
“bei my, ~ 2m, wirdt ~ 10-!° — 10-* sec), ferner auch die Energieabhangig- 
if ikeit des Querschnittes fiir die Resonanzreaktion 


ul 
Ca — 
imit dem anschlieBenden Zerfall 


12 xP rer 

own +» 
@Bei der zu erwartenden sehr geringen Lebensdauer von L und L’ wird sich 
edie Erzeugung von L und L’ experimentell als Resonanzstreuung von Elek- 
(tronen und als Resonanzeinfang von Elektronen einer bestimmten hohen 
Energie von der GroBenordnung (m, — m,) c* duBern. 
Wir erinnern nochmals daran, daB die Moglichkeit einer solchen Behandlung 
@des 6-Zerfalls wesentlich voraussetzt, da8 in der Linearkombination der In- 
fvarianten auch ein Pseudoskalar P vorkommt und daB die Koeffizienten alle 
Wungefahr gleich sind, |p| ~ |t| ~|s| (bis auf die Mesonenkorrekturen von 
der GroBenordnung Eins). 
iDie Tatsache, daB die Teilchen Z und L’ keine elektrische Ladung haben, 
ifiihrt zu einem Unterschied in den Vorzeichen von s und ¢ (bei gleichen Vor- 
izeichen miBten namlich Z und L’ positiv geladen sein). Die Vorstellungen 
Ciber die Ubergangsteilchen machen weitere experimentelle und theoretische 
7 Untersuchungen iiber die feineren GesetzmaBigkeiten des B-Zerfalls auBerst 
finteressant. Als nichste und wichtigste Aufgaben sind eine Klarung des Vor- 
izeichens des Verhaltnisses s/f und des Vorhandenseins einer pseudoskalaren 
) Wechselwirkung zu nennen. 
i Die verlockende Méglichkeit, durch eine Untersuchung der f-Prozesse etwas 
Jiiber die Existenz und die Eigenschaften neuer Elementarteilchen zu er- 
| fahren, ist also nicht grundsiétzlich von der Hand zu weisen. 
Ich beniitze die Gelegenheit, S. S. GERSTEIN, L. A. SLIW und J. A. SMoRo- 
DINSKI fiir eine Diskussion der in diesem Bericht behandelten Fragen und fiir 
) wertvolle Ratschlige meinen Dank abzustatten. 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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Der @-Zerfall leichter Kerne’) 


Von J. SMORODINSKI 


§ 1 Einleitung 


Die Untersuchung erlaubter B-Ubergiange hat zu einer Reihe wichtiger SchluB- 
folgerungen iiber die Form der Wechselwirkung zwischen Nukleon und 
leichten Teilchen gefiihrt. Eine ausfiihrliche Analyse der Experimente auf 
diesem Gebiet findet man in der vorstehend ver6ffentlichten Arbeit von 
SELDOWITSCH, deren Ergebnisse wir hier nur kurz zusammenfassen wollen. . 
Die Halbwertszeit t eines erlaubten £-Uberganges schreibt man gewéhnlich | 
in der Form Sf 


h= Ep ROA 


(1) 


In dieser Formel bedeutet f/ die bekannte FERMI-Funktion, die von der 
Maximalenergie des Elektrons und der Kernladung abhangt. Diese Funktion 
ist (unter Beriicksichtigung des Kerns) in mehreren Arbeiten tabuliert (2, 3, 4). 
Die Konstante A hangt mit der iblichen Konstante des f-Zerfalls gy fol- 
gendermafen zusammen: 


Li2ah 
(wobei gp in der EKinheit mc? (f/mc)* ausgedriickt ist), oder zahlenmaBig 
5,57 - 10-2° 
ge ee (3) 
gr 


Die GréBe A wurde experimentell (3) aus dem Zerfall O14 > N™4* bestimmt 
(siehe unter § 3) und betragt 


A = 6550 + 150 sec. (4) 


Hieraus ergibt sich fiir die FERMI-Konstante des f-Zerfalls gp ein Wert 
3 
Gr = 2,92 - 10-12 [in der Einheit (mc?) (=) = 4,73 - 10-* erg - em (5) 
me 


oder in den tiblichen Einheiten 


gr = 1,38 - 10-* erg - cm?. (6) 


1) Erweiterte Wiedergabe eines Vortrages auf der 5. Tagung tber Kernspektroskopie 
(Februar 1955); ungekirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 56, 201 (1955). 
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br Nenner in Formel (1) bedeutet den Kernanteil vom Betragsquadrat des 
atrixelementes des Wechselwirkungsoperators: 

M = (1)* + Rie). (7) 
seses Matrixelement besteht aus 2 Gliedern; das eine entspricht einer nicht 
‘m Spin abhangigen Wechselwirkung (bezeichnet mit (1)), das andere einer 
tinabhangigen Wechselwirkung (bezeichnet mit (c)). 

/kanntlich fihren eine skalare und eine vektorielle Wechselwirkung zu dem 
ement (1), dagegen eine tensorielle und eine pseudovektorielle zum Ele- 
ent (c). Ihren relativen Beitrag bestimmt die Konstante R. Wir erwahnen, 
a8 sich das Vorhandensein von 4 Wechselwirkungstypen im nichtrelati- 
stischen Fall (fiir die Nukleonen)?) leicht feststellen 148t, wenn man von der 
irderung ausgeht, daB die Wechselwirkung sowohl den Protonen- als auch 
Neutronenzerfall mit den gleichen Konstanten beschreiben soll. Mit Hilfe 
$r in der Quantenmechanik iiblichen Uberlegungen kénnen wir dann folgern, 
1B jedem Matrixelement eine Wechselwirkung entspricht, deren Vorzeichen 
h bei der Vertauschung von Neutron und Proton nicht andert und eine 
chselwirkung, bei der sich das Vorzeichen umkehrt. Die Wechselwirkungen 
and 7’ sind (ahnlich der elektromagnetischen Wechselwirkung von Strémen 
Gd Dipolmomenten) ungerade, die iibrigen, S und A, sind gerade gegeniiber 
i erwihnten Vertauschung?). 


Klassifikation der nichtrelativistischen Wechselwirkungen 


Paritat bei der Vertauschung 


—> 
Matrixelement | Were |b 


<1) 


(9) A 7 


iperimentell ist gesichert, dak 

tron den beiden Wechselwirkungen A und 7’, die fiir das Matrixelement (c) 
fiantwortlich sind, in der Natur nur die Wechselwirkung 7’ realisiert ist 
irsuche tiber die Korrelation beim Zerfall He’ + Li’, RusTAD und 
iBy (4), ALLEN und JENTSCHKE (9)]; 

jvon den beiden Wechselwirkungen S und J, die fiir das Matrixelement (1) 
Jantwortlich sind, in der Natur die Wechselwirkung S realisiert ist (Ver- 
the iiber die Korrelation beim Zerfall F!* + Ne!®, ALFORD und HAMILTON 
MAXSON, ALLEN und JENTSCHKE (7)]. 

jamt man an, was sehr nahe liegt, da8 der Zerfall aller Kerne durch einen 
jer Struktur gleichen HAMILTON-Operator beschrieben wird, sc hat man, 


Der fiinfte Wechselwirkungstyp, der pseudoskalare, ist relativistisch und laf t sich 
chzeitig mit der zweiten Naherung fir die iibrigen vier Typen behandeln. 
iuch die pseudoskalare Wechselwirkung ist gerade. 
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indem man vorlaufig noch von méglichen geringen Beimischungen der 
Wechselwirkungen V und A absieht (auch dies wird im folgenden noch experi 
mentell analysiert werden) noch zwei Fragen zu beantworten: 

1. Wie verhalten sich die Vorzeichen der Wechselwirkungen S und 7"? Ist 
das Schema § + 7 oder S — T verwirklicht?+) 

2. Wie groB ist der relative Anteil der Wechselwirkungen S und 7’, wie grok 
ist also der Koeffizient R? 

Da die Glieder des HAMILTON-Operators, die den Wechselwirkungen S und 7 
entsprechen, nicht miteinander interferieren, laBt sich das relative Vor- 
zeichen von S und 7’ nicht aus den Spektren oder den Lebensdauern er. 
schlieBen. Hierzu sind vielmehr Untersuchungen der Polarisation von Elek: 
tron und Neutrino (oder des Produktkerns der Reaktion) notwendig; diese 
sind auBerst schwierig. Ausfihrlicher wird dieses Problem von SEL DOWITSCH 
(1) erértert, und wir wollen hier nicht naher darauf eingehen. 

Uns interessiert vornehmlich die zweite Frage; ihre Beantwortung ist dureh 
Untersuchung leichter Kerne zu finden, da fiir diese die Matrixelemente 
ziemlich genau bestimmt werden kénnen. 

Zu diesem Zweck wollen wir die Daten tiber den 6-Zerfall leichter Kerne ana 
lysieren und auf Grund dieser Analyse die GroBe R abschatzen. 


§ 2 Formeln fiir die Matrixelemente 


Wie wir sahen, fiihrt die Berechnung der Lebensdauern bei erlaubten 6-Uber 
gingen auf die Bestimmung der (Kern-)Matrixelemente der Operatorer 
1 und o. Wir werden nun die Formeln angeben, die zur Berechnung diese: 
Matrixelemente notwendig sind, und zwar fiir Kerne, in denen sich Protoner 
und Neutronen im Anfangs- und im Endkern in den gleichen Zustinden be 
finden (im Schalenmodell). Im Fall von Kernen, in denen beim Ubergang ei 
Nukleon von einem Zustand in einen anderen tiberwechselt (sich also das Me: 
ment j andert), hangt offenbar das Matrixelement vom Radialteil der Wellen 
funktionen ab, der ohne genauere Kenntnis der Kernkriafte nicht berechne 
werden kann. Andert dagegen kein Nukleon seinen Zustand, so fallen di 
Radialfunktionen aus der Rechnung heraus (das Integral iiber sie ist infol 
der Normierung gleich Eins), und der Wert des Matrixelements wird voli 
staindig durch die Nukleonenkonfiguration bestimmt. 

Wir beginnen mit dem Fall, bei dem der Kern nur ein Nukleon auBerhal 
abgeschlossener Schalen enthiilt. 

In diesem Fall ist offenbar 


(1) =1 (ein Nukleon, j beliebig). 


Zur Berechnung des Matrixelements (c) gehen wir ganz ahnlich vor wie be 
der Berechnung des Matrixelements fiir den ZEEMAN-Effekt. Wir suche 


namlich die Projektion des Vektors @ auf den Vektor des Gesamtmoments j 


1) Die verschiedenen Wechselwirkungen kénnen im HAMILTON-Operator nur mi 
reellen Koeffizienten auftreten [dies ist eine Forderung der allgemeinen Ladung 
invarianz in der Quantenmechanik, d. h. der Invarianz gegeniiber Vorzeichenanderunge 
aller Ladungen; DE Groot und TOLHOEX (8, 9, 10)]. 
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fiese bildet das Diagonalelement des Ubergangs (d. h. das Element, das den 
"bergang j — 7 bestimmt). 
|) 28 ist also os 


(9 4)) 


(7 + 1) 
> > 
Das Skalarprodukto - j berechnen wir, indem wir j — 3/, wm Taetion: so daB 


te J Pics gee ge 3 
. (ji asl) LAE) (8) 
lly a 
ial . ‘ur die beiden Falle 7 = 7 + 1/, erhalten wir daraus 
I a 
ig 1% ieee pale 
+> & ae oe 
= 1 (9) 
Es wird also =) 
| Tee, ay triode 
9+1’ a 7 
C= > (10) 
hi b= ibet= qr 
4 > ) as 2 ? 
und wir erhalten entsprechend 2): 
7 , 1 
Ss: =Il—+> 
ae Be ee 
0) oe (ein Teilchen). (11) 
Pe ix ie 
eee 


/ Wir wenden uns nun dem Fall zu, da8 sich mehrere Nukleonen am Ubergang 
| beteiligen, d. h., daB sich auBerhalb der abgeschlossenen Schalen nicht nur 
_ eines, sondern mehrere Nukleonen befinden. 


1) Wir erinnern daran, daB 
7 =7G+1), V=1d41) 


= lah ee A iy fg ; 3 
i (s)=5 Tate etree 


 *) Interessant ist die Bemerkung, da8, wenn man nur die Diagonalelemente der Matrix 
(j + 9) kennt, man auch leicht die (fiir uns jetzt nicht erforderlichen) Nichtdiagonal- 
elemente (j > 7 — 1) bestimmen kann. Da nur ein solches Nichtdiagonalelement vor- 
handen ist und da andererseits nach den Multiplikationsregeln fiir Matrizen 


(0) 5g (O)93 + (0)jj-4 (ODj-1,7 = (0)? = 3 


Dipak Brag ve) od 

: ; 5 j+1 > ) = ore 
ist, haben wir (0) 1755-41 = 38 — (0) = pee 1 
i > Mee Oa 


4 
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In diesem Fall ist, wie die Theorie zeigt, das Matrixelement fiir ein Teilchen' 
mit einem bestimmten Faktor zu multiplizieren. Die Ergebnisse der theore 
tischen Rechnungen lassen sich in einer Reihe von Regeln zusammenfassen. 
1. Matrixelement (1). Die Berechnung erfolgt nach der Formel rr 
(y= T(T +1)—TTPe, (12) | 
wobei 7' der Isotopenspin ist (der sich beim Ubergang nicht andert); 7; und § 
7’. sind seine Projektionen fiir den Ausgangs- und den Endkern. Insbesondere | 
wird fiir die Uberginge 
1 1 1 
T= — Y eee seed ca 1) eee 1h 

( 2 ) 2 Peetu (13). 

(2h ety T-= +15 T;=0 (AP 2 
2. Matrixelement (o)? [TALMI (11)]. Das Matrixelement fiir ein Teilchen ist 
zu multiplizieren mit folgenden Faktoren: 


zwei Teilchen 
2/,f. d. Ubergang I =1>I=0 
2f.d. Ubergang JT=O0>I=1. 
Der Kernspin andert sich um 1, was einem Ubergang zwischen den Grund- 
zustanden eines gg- und eines wu-Kerns entspricht. Der Unterschied in den 
beiden Koeffizienten beruht auf der Summation tiber die Spinprojektionen 


im Endzustand, die fir den Endwert des Spins 1 einen Faktor 3 und fir den 
Endwert 0 einen Faktor 1 liefert. 


drei Teilchen 


(14). 


27 —1\2 3 1 

G5) Ubergang 1 er aha T — of 
lees Oe ot 1 \2 1 i 
(sa) -(F+ a) Ubergang Soak ae 


Der Kernspin andert sich nicht, was einem Ubergang zwischen den Grund- 
zustanden von ug-Kernen entspricht. 


§ 3 Der Zerfall leichter Kerne 


Bei der Analyse der experimentellen Daten werden wir von dem Wert des 
Koeffizienten A oder der FERMI-Konstanten ausgehen, die sich aus dem 
Zerfall O14 + N™4* ergibt und 6550 + 150 sec betragt (siehe unten). 

Wir beschranken uns auf die Analyse leichter Kerne, fiir welche die Nuk- 
leonenkonfiguration im Schalenmodell bekannt ist. Natiirlich miissen wir 
uns weiter auf die sogenannten ,,iibererlaubten‘‘ Ubergiinge beschranken, 
d. h. diejenigen Ubergange, fiir die die Radialfunktionen der Nukleonen sich 
nicht andern (d.h. bei denen alle Nukleonen auferhalb abgeschlossener 
Schalen den gleichen Wert j haben). Fiir sie ist In ft ~ 3. In diesem Falle 
kénnen wir annehmen, daf wir eine verhaltnismaBig genaue Abschatzung 
fiir die Matrixelemente erhalten. 
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| 
‘Jir betrachten nur Kerne bis zum Neon, fiir welche die Analyse von Spins 


tht hat?). 


wehwerere Kerne werden wir nicht betrachten, da fiir sie die Berechnung 
| 


tupfindlich gegeniiber der Genauigkeit des Schalenmodells ist und daB8 ihre 
drgebnisse Riickschliisse auf das Termschema gestatten. So hat beispiels- 
seise der Ubergang C4 -> B" einen ft-Wert von ungefahr 4000, und das ent- 
oricht einer komplizierten Konfiguration des B!!, die auch in der GréBe des 
fagnetischen Moments (24) gut zum Ausdruck kommt. 

‘@ateressant ist auch der Fall F1* > O18, der etwa den gleichen ft-Wert hat. 
#ieser Fall entspricht der Uberschneidung der Terme d:;, und s:,im Gebiet 


frente gefunden. Unten wird dariber noch zu reden sein. 
Wir gehen nun zur Analyse der einzelnen Zerfallsprozesse iiber. 


i ==] 0) 
Die GroBe ft fiir diesen Zerfall betrigt 1260 + 200 (12). Der Zerfall des 


jeutrons ist der einzige, bei dem die Kern-Matrixelemente genau bekannt 
bind, und zwar ist 


M(n) = (1)? + R(o)? =14 38R. (16) 
6550 + 150 | , , 
Nir erhalten also ae a 1260 (-+ 20%), (17) 
“voraus sich als erste Abschatzung fiir R ergibt 
Veh s* 


iPrinzipiell wiirde eine genaue Untersuchung des Neutronenzerfalls (ins- 
®besondere der Korrelation zwischen Elektron und Proton?) eine Bestimmung 
ibeider Zerfallskonstanten (A und R) erméglichen. Wie wir bereits andeuteten, 
sind solche Versuche jedoch nicht imstande, tiber das Vorzeichen der Kombi- 
ination S + 7 zu entscheiden. Dieses laBt sich erst durch eine gleichzeitige 


‘Messung der Polarisation beider geladenen Teilchen bestimmen. 
H’ — He? (ft = 1014+ 20) (13) 


‘Nimmt man an, daB die Nukleonenkonfiguration als ,, Loch“ in der s:1;,-Schale 
zu beschreiben ist, so wird (1)? = 1 (Spiegelkerne), (o)? = ?/,: '/, = 3 und 
wir erhalten RSV 


und zwar, wie-es scheint, mit hoher Genauigkeit. 


1) Eine gute Zusammenstellung der Daten iiber den £-Zerfall stammt von KING (28). 
2) Die empfindlichste Methode ist die gleichzeitige Messung der Teilchenenergie und 
der Korrelation, beispielsweise eine Untersuchung des Spektrums der Protonen und 
Elektronen, die in entgegengesetzte Richtungen fliegen. 
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Man muB jedoch beachten, daB zwar die Berechnung des Matrixelementes (1)” 
fiir Spiegelkerne ziemlich genau ist und die Genauigkeit des Ergebnisses hier: 
nur von der Giiltigkeit der Ladungsinvarianz der Kernkrafte abhaingt (Fehler 
nicht gréBer als einige Prozent), aber die Berechnung von (a)? sich auf die 
bedeutend weniger strengen Voraussetzungen iiber den Schalenaufbau: 
stiitzt. Trotz der hohen Genauigkeit von ft ist also die Bestimmung von & 
nicht sehr genau. Beachtenswert ist, daB ft fiir den betrachteten Zerfall. 
kleiner ist als die entsprechende GroBe fiir das Neutron. Da Abweichungen 
vom Schalenmodell offenbar [vergl. BLATT (34)] den Wert (c)* unter 3 
driicken kénnen, ist die veréffentlichte Lebensdauer fiir das Neutron offen- 
bar zu hoch. Die tatsaichliche Halbwertszeit des Neutrons wird nicht groBer : 
sein als 10 min (was tibrigens nicht aus den experimentellen Fehlergrenzen 
herausfallt). Im Zusammenhang damit ist eine genaue Messung der Lebens- . 
dauer des Neutrons von erstrangiger Bedeutung. Erweist sie sich tatsachlich | 
als kleiner, als man heute gewohnlich annimmt, so kann man behaupten, da8 
die Zerfallsprozesse der Jeichten Kerne in Ubereinstimmung miteinander | 
stehen. 

Bei der Betrachtung der tibrigen Kerne werden wir priifen, in welchem Mae 
man den Wert R = 1,7 mit den bekannten Werten ft fiir den Zerfall in Ein- 
klang bringen kann. Die unter diesen Voraussetzungen berechneten ft-Werte 
werden wir mit (ft)tneor, bezeichnen. 


He* > Li® (ft = 815 +70) (14) (19) 


Der Ubergang erfolgt unter Spinanderung (0 —> 1). Die Struktur des Li® ist 
noch nicht mit Sicherheit festgestellt. Nimmt man an, daB sich 2 Nukleonen 
im Zustand 2 s:;, befinden, so erhalt man fiir das Matrixelement (c)? einen 
Wert!) 2.3 = 6; befinden sich die Nukleonen im Zustand 2), so ergibt 
sich fiir diesen Wert 2 -1/, = ?/;. Benutzt man schlieBlich wie einige Autoren 
ein Schema mit LS-Kopplung, so ergibt sich der Wert 6. 

Nimmt man andererseits A = 6550 und R = 1,7 an, so erhalt man 


yee ere OOOO Fe ae 

Pn = pa ePanTay Mag An (20) 
Wie wir sehen, ist die Ubereinstimmung in diesem (nicht sehr reinen) Fall 
nicht gerade tiberwialtigend. Man kann jedoch trotzdem behaupten, daB die 
Konfiguration 2s%, dem Experiment nicht geradezu widerspricht. Besser 
bewihrt sich beim Vergleich mit dem Experiment die Annahme, daB sich der 
hetrachtete Kern in einem Zustand befindet, der ein Gemisch der Zustinde 
Pi, und p/p, darstellt (Ubergangskopplung). Infolge der mangelnden 
Kindeutigkeit dieser SchluBfolgerung werden wir jedoch auf sie nicht naher 
eingehen [siehe (25)]. ; 
J edenfalls sieht man schon an diesem Beispiel, dafS der Wert (a)? in Wirklich- 
keit etwas tiefer liegt als der Wert, der sich unter Voraussetzung einer 
strengen Giiltigkeit des Schalenmodells ergibt. 


*) Der Faktor 2 beruht auf der Beriicksichtigung der beiden Nukleonen. 
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Be’ > Li’? (ff = 2140) (18) (21) 


tur Uberginge mit einem Kinfang von K-Elektronen wird der ft-Wert durch 
ie Formel gegeben [siehe (15)]: 


f= - Ge (Wy + Ex)? (22) 


tlierbei ist W, die Sorin Ex die Bindungsenergie des K-Elektrons 
nd Gx die peogere Komponente der relativistischen Wellenfunktion des 
{-Elektrons. 

Yer Ubergang erfolgt zwischen Spiegelkernen mit 7’ = 1/,. Fir diesen Uber- 
| 5 121 


yang ist also (1)? = 1 und (oc)? fiir die Konfiguration ps), gleich — . —- ~ 1, 
voraus sich fiir ft ergibt 3 225 
6550 
(ft) theor. == wey = 2400. (23) 


Piese GréBe steht in befriedigender Ubereinstimmung mit dem Experiment, 
sesonders wenn man die Ungenauigkeit der theoretischen Berechnung von ft 
jeriicksichtigt, die auf der Abschirmung des Kerns durch die inneren Elek- 
fronen beruht. 
| C10 > Bel* (ft ~ 1600) (16) (24) 


iis handelt sich um einen Ubergang mit Spinanderung (0 > 1) zwischen 
ernen mit der Konfiguration 2:7, (bei der also 2 Nukleonen an der abge- 
/hlossenen C12-Schale fehlen). Fiir diesen Ubergang ist 
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soraus sich ergibt 
(ff)neor, = 1150. 


ym den experimentellen Wert von ft zu erreichen, mu8B FR (c)? etwa gleich 4 
yerden. Wir sehen also wieder, daB die Ungenauigkeit des Schalenmodells 
‘1 einer Verminderung von (a)? fiihrt. 

Yer Ubergang C19» B1°* wird durch einen weniger wahrscheinlichen Uber- 
tang auf einen zweiten angeregten Zustand Bel** (H = 2,1 MeV) begleitet, 
er als Ubergang ohne Spinanderung (0 — 0-Ubergang) identifiziert wurde. 
tir diesen Ubergang ist (1)? — 2 und (co)? = 0. Das experimentell gefundene 
lerhaltnis der {t-Werte fiir die beiden Ubergange betragt etwa 2,5, was in 
‘bereinstimmung mit der obigen Abschatzung R(o)? ~ 5 liefert. Diese 
bschaétzung haingt offenbar nicht von dem angenommenen Wert fir die 
f.onstante A ab. Diese Konstante lat sich unabhangig davon auf Grund 
es ft-Wertes fiir den Ubergang C!° > Be!°** (ft = 5900 + 2400) berechnen. 
sie ergibt sich in Ubereinstimmung mit dem Wert, der aus den bedeutend 
jonaueren Daten tiber den Zerfall O14 — N** gewonnen wurde. 


N¥B+> C8 (ft = 4600) (17, 23) (25) 


‘3 handelt sich um einen Ubergang zwischen Spiegelkernen, also (1)? = 1 
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OU N™@* (ff = 3275 +75) (3) (26) 
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Dies ist der klassische Fall fiir einen 0 > 0-Ubergang (ohne Anderung von 
Spin und Paritat). Fir diesen Ubergang ist (1)? = 2, und daraus ergibt 
sich der oben angenommene Wert A = 6550 + 150 sec. 
Auer dem Ubergang in den angeregten Zustand N4** mu8 auch ein Ubergang 
in den Grundzustand erfolgen. Hine Beobachtung dieses Zerfallsprozesses ist 
von grundsatzlicher Bedeutung im Zusammenhang mit dem ,,C!4-Problem“, 
da der Zerfall O14 N™ (Grundzustand) 
$51 Oa der zum Zerfall C14 > N" spiegelbildliche 
tlie (ladungssymmetrische) Ubergang _ ist 
(siehe das nebenstehende Schema). 
Bekanntlich ist der Ubergang C!* > N¥4 
mit einer Spinénderung um 1 verbunden 
(Ubergang 0+ — 1+), aber trotzdem streng 
verboten'). Die GréBe ft fiir diesen Uber- 
gang betragt etwa 3 - 10° sec (wir erinnern 
daran, daB iibererlaubte Ubergainge einen 
es ft-Wert von der GréBenordnung ~ 10? 
/ haben). Diese geringe Zerfallswahrschein- 
/ lichkeit fiir das C14 ist um so unerwarteter, 
os ee aea als die Nukleonenkonfiguration sowohl 
FO TT SB be 747 +729 fir C™ als auch fiir N" festgestellt ist (es 
Tike fehlen zwei p:,-Nukleonen an der ab- 
geschlossenen Schale des O1*). Die natir- 
lichste Erklarung hierfiir wurde kiirzlich von JONCOVICI und TALMI (26) 
angegeben. Diese Erklarung ist sehr einfach und besteht darin, daf bei 
Ubergangen, deren Wahrscheinlichkeit durch das Matrixelement (c)? be- 
stimmt wird, diese Wahrscheinlichkeit infolge einer zufalligen Kompen- 
sation der einzelnen Glieder in dem Ausdruck fir die Matrixelemente, die auf 
einer Beimischung anderer Zustaénde beruhen (in der Betrachtung der 
genannten Autoren handelt es sich um py,,-Zustiinde) und zum Grund- 
zustand des C4 und O# hinzutreten, sehr klein werden kann. Fiir das Matrix- 
element (1)? ist ein solcher Effekt ausgeschlossen, seine Berechnung beruht 
allein auf der Voraussetzung der Ladungsunabhangigkeit-der Kerne, hangt da- 
gegen nicht von weiteren Einzelheiten ihrer Struktur ab. Die Bedeutung dieser 
Erklarung beruht auf einer unerwarteten Nachpriifungsméglichkeit. Nehmen 
wir an, das kleine Matrixelement fir den Ubergang C4 > N™ sei die Diffe- 
renz zweier groBer Glieder (die etwa 103mal gréRer sind als die Differenz), so 
k6énnen sich fir den spiegelbildlichen Ubergang O14 — N (Grundzustand) 
diese Glieder nur geringfiigig infolge der CouLoMB-Energie andern. Diese 
Anderung ist klein, wie wir aus den Matrixelementen anderer spiegelbild- 
licher Ubergange wissen. Ist aber diese Anderung auch klein gegeniiber dem 
groBen Summanden, so kann sie doch fiir die Differenz einen grofen Effekt 
ergeben. In der obigen Abschitzung wiirde eine Anderung um 1 % infolge der 
COULOMB-Energie eine Zunahme des Matrixelements fiir den Ubergang. 


') Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. in diesem Heft S. 37. 
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44 > N14 um den Faktor 10, eine Zunahme des ft-Wertes um den Faktor 100 
egentiber dem Matrixelement des Ubergangs C!4 —> N14 ergeben. Trotz der 
adungsinvarianz haben wir also fiir den Ubergang O14 > N* (Grundzustand) 
ine GroBe ft zu erwarten, die ungefahr 10’ betragt. Hinsichtlich der Existenz 
ines solchen Uberganges liegen nur widersprechende Angaben vor. PENNING 
nd SCHMIDT (27) geben einen Wert In ft = 6,7 an (der Anteil der Uber- 
ange in den Grundzustand des N"™ betragt 3%). GERHART andererseits 
immt an (3), daB jedenfalls In ft > 7,3 sei (Anteil der Ubergange kleiner als 
3%). Hine Aufklarung dieser Frage ist fiir das Verstindnis des Aufbaus 
ichter Kerne von groBer Bedeutung. Sollte es sich tatsachlich herausstellen, 
a entgegen der Ladungssymmetrie die ft-Werte fiir die beiden spiegel- 
ildlichen Ubergiinge wesentlich verschieden sind, so kann als bewiesen ange- 
shen werden, daB die Anomalie des C!4 zufallige Griinde hat und nicht auf 
‘inzipiellen Mangeln der Schalentheorie im Gebiet leichter Kerne beruht. 


OU +N (ff = 3910) (18) (27) 


is handelt sich um einen Ubergang p.,—> py, (ein ,,Loch“ in der abge- 
hlossenen Schale des O1*). Hier ist (0)? = 1/; und (1)? = 1, woraus sich ein 
yeoretischer ft-Wert von 4150 ergibt, der in guter Ubereinstimmung mit dem 
‘perimentellen Wert steht. 


F’ > Ol (ft = 2420) (19) (28) 


halten wir ft = 2600, einen Wert, der dem experimentellen sehr nahe 


. F'8_, O18 (ff = 4000) (20) (29) 
fle Nukleonenkonfiguration fiir diese Kerne ist unbekannt. Die Schwierig- 
Jit der Bestimmung dieser Konfiguration liegt darin, daB vom O16 ab gleich- 
Stig die Zustande fs), und der Zustand s:;, aufgefiillt werden. Der Kern F! 
‘8b die Struktur O1* + fs, waihrend bei dem Kern Ne?? offenbar die st,,- 
Mhale abgeschlossen ist. Der Ubergang F!* > O} erfolgt unter Spinande- 
if ag (I =1—I1=0). Das Matrixelement (c)* betraigt deshalb ?/,; des 
itrixelements fiir ein Nukleon (siehe § 2). Nimmt man an, daB sich im F¥® 
Aci Nukleonen im Zustand 81, befinden, so wird (c)? = ?/; - 2und ft =3300; 
sfamt man dagegen fiir die Nukleonen den Zustand fs, an, so wird (o)? = 
-7/, ~ 1 und ft = 6550. Der experimentelle /t-Wert liegt zwischen diesen 
iden, wodurch der gemischte Charakter der Nukleonenkonfiguration in 
sen Kernen bestatigt wird. 


Ne®— F (ff > 1000) (22) (30) 


. Struktur dieser Kerne ist ebenfalls unbekannt. Fiir F!® und O!8 kénnen 
wieder eine Uberschneidung der Zustinde fs;, und s1, erwarten. Der 
Ssrgang ist mit einer Spininderung verbunden (I =0—>TJ] =1). Die An- 
}me einer si/,-Konfiguration fiihrt auf die Werte (oc)? = 2-3 =6 und 
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jt = 1100; die Annahme einer f#,-Konfiguration liefert (0)? = 2 - ‘/s ~ $3 
und ft = 2200. Der tatsachliche Wert liegt offenbar wieder in der Mitte. 


Nel?» F (f#= 1970 +100) (22) (31) 


Dieser Ubergang ist dadurch interessant, da fiir ihn, wie bereits erwahnt, 
die Korrelation zwischen Neutrino und Elektron (7) untersucht worden ist. 
Der Bau dieser beiden Kerne ist spiegelbildlich, so daB8 (1)? = 1 wird. Die 
GréBe von (c)? ergibt sich unter der Voraussetzung, daB die Nukleonenkonfi- 
guration einem ,,Loch“ in der Ne®°-Struktur entspricht (s?,), zu (o)? = 
Fiir ft ergibt sich dann derselbe Wert wie fiir das Neutron und das Tritium 
(etwa 1000). Hieraus folgt, daB in diesem Fall die Konfiguration si), nicht 
genau dem Zustand dieser Kerne entspricht. Andererseits hat das F1% den 
Spin 2/,, der innerhalb der herrschenden Vorstellungen nur schwer mit einer 
anderen Struktur vereinbar ist (beispielsweise mit einer Konfiguration fi), 
mit dem Gesamtspin 1/,)1). 

Bestimmt man R(o)? unter Verwendung des experimentell gefundenen 
ft-Wertes, so erhalt man 2,3. Die Abweichung von dem Grenzwert 1,7 -3 
(reiner Zustand si,) kann auf eine Beimischung anderer Zustande zuriick- 
gefiihrt werden. 

Die Korrelation zwischen Neutrino und Elektron gibt eine unabhingige 
Methode zur Bestimmung der Konstanten R (c)?. 

Die Korrelationsfunktion fiir das Neutrino hat bekanntlich die Form [vgi 
z. B. die Arbeit von SELDOWITSCH (J)]. 


f(9) = 1+ 2 — eos 8. (32: 
Dabei ist 


AS24191 (He Sy, aod ee 


fiir die einzelnen Varianten. Experimentell ergibt sich 


4 = —0,21 + 0,08. (3 


Da die Variante A ausgeschlossen ist, ergibt sich als einzige Kombination 
die einen Wert 4 < 0 liefern kann und mit den iibrigen Daten iiber den B-Ze 
fall im Einklang steht, die Kombination (S, 7). Man kann leicht zeigen, d 
fiir eine solche Mischung gilt 


1 
ree eer. 
3 Rio» 1 


7S SaRGSe @ 


1) Argumente fiir diese Konfiguration bringt PEASLEE (28), 


Der B-Zerfall leichter Kerne chek 


iat! 


| der R(o? = (36) 
+ 


Daraus folgt R(o)? = 1,4 + 0,4, (37) 


¢Jedenfalls sprechen die Ergebnisse eindeutig fiir die Variante (S, 7’) und fiir 
reine beschrankte Giiltigkeit der Annahme einer si),-Konfiguration fiir diese 
) Kerne. 


§ 4 Andere Kerne. Schlu8 


9 Schwerere Kerne sind im allgemeinen ungeeignet fiir eine Analyse, deren 
| Ziel die Bestimmung von £ ist, da die Berechnung des Matrixelements (co)? 
i fiir sie nicht mit Sicherheit méglich ist. 

Es ist jedoch sinnvoll, auf den Fall Sct! + Ca* [ft = 2180 (29)] hinzuweisen, 
fir dessen Nukleonenkonfiguration man das Schema Ca*? + f;;, annehmen 
) kann. In diesem Fall ist (1)? = 1 und (oc)? = °/,, woraus sich in unerwartet 
| guter Ubereinstimmung mit dem Experiment ft = 2000 ergibt. 

| Interessant ist die Situation auch in der Nahe der aufgefiillten Schale ds,,. 
} Hier kennt man 3 iibererlaubte Ubergiinge von Kernen, deren Konfiguration 
| eine, zwei bzw. drei Locher in dieser Schale aufweist. Es handelt sich um die 
| Ubergiinge [vgl. (23)] 


dit Sit? > Al” (ft = 2260, */5* > */,"), 
di? Al2*_» Mg?® (fi = 2160, 0*-— 0*), (38) 
dif Al» Mg® (ft = 2220, */,* > */,*) 


| Wir wollen nicht auf die Einzelheiten der Rechnung eingehen (sie erfolgt 
| mit Hilfe der Formeln von § 2) und sagen nur, daB die theoretischen ft- Werte 
| fir diese 3 Fille etwa 1900, 3300 bzw. 3200 betragen. Diese Werte zeigen eine 
| Zunahme der Diskrepanz mit wachsender Entfernung von einer abgeschlos- 
+ senen Schale. 


Zusammenfassend kénnen wir folgendes sagen: 


1. Die Gré8e R, die den relativen Anteil der tensoriellen und der skalaren 
- Variante im HAMILTON-Operator des §-Zerfalls kennzeichnet, betragt (mit 
einem moglichen Fehler von etwa 10%) 


R=-1,7 [oder etwas (~10%) groBer]. 
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In der Literatur werden folgende Werte fiir diese Konstante angenommen, 
von denen einige offenbar mit den Daten tber die leichten Kerne nicht zu 


vereinbaren sind: 


R-Werte verschiedener Autoren 


R Autoren 
ee LS ae ee eee 
~2<>4 Bratt (30) 
1 + 0,5 KoONOPINSKI-LANGER (31) 
1,35 + 0,4 GERHART (3) 
1 + 0,25 BoucHEz und NatTaF (32) 
1+ 0,2 KOFOED-HANSEN u. WINTER (22) 
0,9 + 0,3 Maxson, ALLEN u. JENTSCHKE (7) 
1,79 + 0,49 Sacus (33) 
1,7 + 0,2 Vorliegende Arbeit 


Die Zerfallskonstanten g werden dementsprechend (siehe § 1): 


3 
Gr = 2,9 - 10-1? (mc?) (=.) = 1,4~ 10-*-erg-.cm?; 
oe (39) 
Jor = 3,8 - 10-1? (mc?) (=. = 1,8-.10-* erg -cm* 


2. Die Halbwertszeit des Neutrons betragt bei dem angenommenen Wert 
fir R (10,2 + 0,5) min. 

3. Die Daten tiber die ft-Werte leichter Kerne liefern ein ausgezeichnetes 
Material zur Nachpriifung der Schalenstruktur dieser leichten Kerne und 
bestatigen die tiblichen Vorstellungen. 

Zum Schlu8 méchte ich L. D. LANDAv, J. B. SELDOWITSCH und D. A. 
FRANK-KAMENEZKI fiir eine Diskussion dieser Arbeit danken. 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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Die TAMMschen gebundenen Elektronenzustinde an der Kristall- 
pberfliche und die Oberflichenschwingungen der Gitteratome’) 


Von I. M. Lifscuiz und §. I. PEKAR 


Yer erste Teil dieses Artikels bringt einen Bericht iiber die Entwicklung der 
wheorie der TAMMschen Oberflichenzustinde. Im zweiten Teil werden die 
Irscheinungen betrachtet, in denen die Oberflachenzustande eine wesentliche 
tolle spielen; ferner werden experimentelle Beweise fiir die Existenz solcher 
‘ustande im Realkristall angefiihrt. Der dritte Teil des Artikels enthalt die 
heorie der Oberflachenschwingungen des Kristallgitters, die mit der Theorie 
jer Oberflachenzustande mathematisch und genetisch verwandt ist?). 


1. Allgemeine Theorie der Oberflichen-Elektronenzustinde 


jm Jahre 1932 zeigte I. J. TAMM auf Grund der Quantenmechanik, daB neben 
jlen damals bekannten ,,Banderzustanden‘“‘ der Elektronen im Kristall noch 
lveitere Elektronenzustande ganz anderer Art an der Kristalloberflache vor- 
janden sind (1, 2). Diese Oberflachenzustande haben ein diskretes Energie- 
‘pektrum und Wellenfunktionen, die mit der Entfernung von der Oberflache 
jowohl in den Kristall hinein als auch ins Vakuum exponentiell abklingen. 
ur quantitativen Behandlung des Problems hat man die Wellengleichung 
‘ur ein Elektron zu lésen, das sich in einem statischen Potential folgender Art 
pewegt: Im Innern des Kristalls (fiir x > 0) soll das Potential periodisch, 
wBerhalb des Kristalls (fir « < 0) konstant sein. Die Ebene x = 0 ist die 
Kristalloberflache. Da das periodische Potential des Elektrons im Kristall 
hicht genau bekannt ist, und da eine exakte Lésung der Wellengleichung mit 
deriodischem Potential im allgemeinen Fall sehr schwierig ist, hat man, 
sbenso wie in der Theorie der Bandzustinde des Elektrons, zunachst eine 
Reihe vereinfachter Spezialfille behandelt (eindimensionaler Fall, einfachste 
periodische Potentiale); durch Verallgemeinerung der Ergebnisse hat man 
dann SchluBfolgerungen gezogen, die fiir alle Spezialfalle giltig sind und 
offenbar nicht von der speziellen Wahl des periodischen Potentials abhaingen. 
Im eindimensionalen Fall hat die Wellengleichung die Form 


oY Se — Die y =0. (1) 


!) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 56, 531 (1955). 
2) Die ersten beiden Teile stammen von S. I. PEKAR, der dritte von I. M. Lirscuiz. 
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Dabei ist U(x) eine Funktion, die fiir x > 0 die Gitterperiodizitat hat, aber 
fiir x < 0 konstant ist (U = U,). Wie aus der allgemeinen Theorie der Diffe:- 
rentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten bekannt ist, mu8 dann 
innerhalb des Kristalls die Losung der Gleichung (1) folgende Form haben: : 


wy = Ay uy (x) et#* + Agu_,(a) e***. (2) 


Dabei sind u, und u_, Funktionen mit der Periodizitaét des Gitters, A, und A, 
sind beliebige Konstante, der Koeffizient k ist eine bestimmte Funktion der: 
Elektronenenergie: k = k(E). 
In einem unbegrenzten Gitter, das sich in der z-Richtung von — oo bis + 00> 
erstreckt, ist zur Endlichkeit von py notwendig, daB der Koeffizient k reell ist. . 
Es sind also nur diejenigen Energiebereiche erlaubt, in denen k(£) reell ist; 
(erlaubte Energiebander). Die ibrigen Energiegebiete, in denen k(#) komplex : 
ist, sind verboten. Man erhalt also fiir einen unendlichen Kristall eine Reihe : 
erlaubter und verbotener Energiebander. 

Anders liegen die Dinge, wenn sich das Gitter nur tiber das Gebiet x > 0) 
erstreckt, wahrend fiir «<0 Vakuum mit dem konstanten Potential 
U = U, herrscht. In diesem Fall lautet, falls H < Uy ist, die Lésung im 
Vakuum, die der Endlichkeitsforderung fiir x - —oo geniigt, 


2 =e . 
Diese Funktion mu8 an die Lésung (2) fiir das Gebiet x > 0 so angeschlossen 
werden, daB in der Grenzebene (der Ebene x = 0) die Funktion wy und die 
Ableitung dy/dx stetig sind; dies fihrt auf folgende Bedingungen fir die 
Koeffizienten A,, A, und A: 


A,u(0) + A,u_,(0) = A, (4) 


Ay {us (0) + thup(0)] + 4g [wi 2(0) — sku 4 (0)] = Shares (5) 


Neben diesen Beziehungen schrankt nur noch die Bedingung, daB die 
y-Funktion (2) im Gebiet 2 > 0 endlich sein muB, die Koeffizienten ein. 


Es sind zwei Falle zu unterscheiden: 


1. Die Elektronenenergie liegt innerhalb eines erlaubten Bandes des unbe- 
grenzten Kristalles, d. h. k(#) ist reell. In diesem Fall ist die Funktion (2) 
fiir beliebige Werte A, und A, endlich. Es sind also nur noch die Bedingungen 
(4) und (5) zu erfiillen. Sie bilden zwei lineare Gleichungen fiir die drei 
Unbekannten A,, A, und A. Diese haben bekanntlich fiir beliebige Werte der 
Koeffizienten, d. h. bei jedem Energiewert innerhalb eines erlaubten Bandes, 
eine Lésung. Alle Energieterme des Elektrons, die im unbegrenzten Kristall 
erlaubt sind, bleiben also auch im begrenzten Kristall erlaubt. 

2. Nun nehmen wir an, die Elektronenenergie liege in einer verbotenen Zone 
des unbegrenzten Kristalls, d. h. k(H) sei komplex. In diesem Fall muB man, 
damit die Funktion (2) fiir 2 — oo endlich bleibt, einen der Koeffizienten A,, 
A, gleich Null setzen (je nach dem Vorzeichen des Imaginarteils von k). 
Dadurch gehen die Beziehungen (4) und (5) in zwei lineare homogene Glei- 
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jungen mit zwei Unbekannten iiber. Sie haben nicht bei jedem H-Wert 
ie Losung, sondern nur bei solchen, fiir die die Determinante des Systems 
orschwindet. In einem begrenzten Kristall sind also erlaubte diskrete Energie- 
prte des Elektrons in dem Energiegebiet méglich, das im unbegrenzten 
tristall zu einer verbotenen Zone gehirt. Die diesen diskreten Zustanden ent- 


yitfernung von der Kristalloberflache monoton ab, wie aus (3) hervorgeht. 
1 Gebiet des Kristalls klingen die Wellenfunktionen mit wachsender Tiefe 
izillierend ab. Man erkennt dies leicht aus (2), wenn man beriicksichtigt, 
8 & komplex ist und daB der Koeffizient des mit x wachsenden Gliedes 
zich Null gesetzt wurde. . 

is einfachstes Beispiel, fiir das die quantitative Rechnung leicht durchzu- 


jhren ist, betrachtete TAMM ein eindimensionales KRONIG-PENNEY-Modell 


ate 


U 
: | 
sy) 1 


— 


LL. 


'), in dem als periodisches Potential eine Reihe aquidistanter rechteckiger 
‘eicher Potentialschwellen vorgegeben ist (Abb. 1); die Héhe U, jeder 
thwelle 148t man dann gegen Unendlich gehen, wihrend gleichzeitig die 
ireite der Schwelle b so gegen Null geht, daB das Produkt 


mU, 
h2 
adlich bleibt. Hierbei ist a die Gitterkonstante. Bei dieser Wahl des perio- 


lischen Potentials wird die Abhangigkeit der GroBe & von der Elektronen- 
ergie durch die Gleichung 


' 
! 
' 
' 
' 


ab =p 


sin xa 
cos ka = p 


+ cos xa (6) 
rit x= V2mElh 

egeben. Hat die Elektronenenergie E einen Wert, bei dem die rechte Seite 
er Gleichung (6) absolut genommen nicht gré8er als Eins ist, so erhalt man 
ir & einen reellen Wert, andernfalls ein komplexes &, und das entspricht im 
'all eines unbegrenzten Kristalls einer verbotenen Zone. 

‘ur jeden Energiewert H hat die Gleichung (6) zwei Wurzeln k, die sich durch 
as Vorzeichen unterscheiden. Diese beiden Wurzeln entsprechen zwei 
peziellen Lésungen der Wellengleichung, die durch das erste und zweite 
tlied von (2) dargestellt werden. Wir wollen vereinbaren, da8 im Fall der 
tealitat von k in (2) die GréBe k als positiv angesehen wird. Ist k komplex, 


« 


7 7 
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so werden wir k = iu + na setzen (n ist die Nummer der verbotenen Zone 
und uw als positiv ansehen. In diesem letzten Fall miissen wir, damit die: 
Funktion (2) fiir 2 — oo endlich bleibt A, = 0 setzen. 

Wie von KRONIG und PENNEY (8) gezeigt wurde, hat die Wellenfunktio 
des Elektrons in der ersten Elementarzelle des Kristalls, d. h. fir 0 << 4 < 


die Form yp == A, (ei** + Be-i*2), (7) 
1 — e—t(k—x)a 
Dabei gilt p= — pais: (3) 


Wir gehen nun zur Berechnung der Oberflichenzustande des Elektrons bei) 
dem oben angenommenen vereinfachten Potentialverlauf (Abb.1) wtber,: 
SchlieBen wir die Lésung (7) fiir das Gebiet x > 0 so an die Lésung (3) fiir dass 
Gebiet z < 0 an, daB y und dy/dxan der Stelle x = 0 stetig sind, so erhaltent 
wir folgende Beziehungen zwischen A, und A: 


A,(i+p)=A, (9) 


2m (U, —E# | 
A,ix(1 —Bp) =A ert (10) 
Diese Gleichungen stellen die Beziehungen (4) und (5) in unserem speziellen: 
Fall dar. Setzen wir die Determinante des Gleichungssystems (9), (10) gleich: 
Null und setzen den Wert von f nach der Formel (8) ein, so erhalten wir 


sin xa 


e—Hatinn —_ ~ V2m(U, = EL) 0 + cos “xa, (11) 


“xa 
x= V2mE/h; hiss cle Ween fe = OE 


Die Energieabhangigkeit der Gréf8e k (oder ~) wird durch die Gleichung (6) 
gegeben, die fiir den betrachteten Fall eines komplexen k folgende Form 


annimmt: : 
sin xa 


(—- 1)" Cof a= >p + cos xa. (12) 


xa 


Eliminieren wir yw aus den Gleichungen (11) und (12), so kommen wir auf 
folgende Gleichung fiir die Energie Z: 


g 
Ste eee pany | emeen (13) 
Dabei ist &=—xa = + V2mE, q= > V2mU,. ‘ (14 


Die Wurzeln der Gleichung (13) sind die TaMMschen Oberflachenzustande 
des Elektrons, falls der entsprechende Wert «u positiv ist. 

In dem betrachteten Fall E < Uy, d.h. & <q, hat die Gleichung (13) in 
jedem Intervall nz < & < (n + 1)m genau eine Wurzel &,. Nach (3) enthalt 
jedes dieser Intervalle eine verbotene Zone (fiir den Fall des unbegrenzten 
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q? 
Sree bee (15) 


(— 1)" Gin waa = (p Ve —®&) = ‘as 


immt, ergibt sich aus (16), daB wu, positiv ist, wenn 


l p>yVr—sk (17) 
| ne 
jieraus folgt, daB Oberflachenzustande fiir diejenigen Wurzeln &, der 


p> 4, (18) 


» sind die Ungleichungen (17) und (15) stets erfullt; in diesem Fall gibt es 
;. jeder verbotenen Zone genau einen Oberflachenzustand. 

In der gleichen Arbeit (7) fihrt TAMM eine qualitative Verallgemeinerung 
‘er Ergebnisse fiir den eindimensionalen Fall auf ein dreidimensionales Gitter 
jurch, das durch Ebene x = 0 begrenzt ist. Fiir diese Abschétzungen nimmt 
jr an, daB das periodische Potential U nur von der Koordinate x abhingt. 
Jann lassen sich in der Wellengleichung die Variablen x, y, und z nach der 
'OURIERschen Methode trennen, und die Elektronenbewegung in Richtung 
er Koordinaten y und z hat den gleichen Charakter wie im Fall eines vollig 
eien Elektrons. Die Wellenfunktion sieht also folgenderma8en aus: 


y= Ux, (2) et(ki a+ key + kz) | (19) 


Yabei ist fiir die Oberflichenzustinde &, komplex und hat die gleichen 
rlaubten diskreten Werte wie im eindimensionalen Fall. 
Jas Energiespektrum der Oberflaichenzustande des Elektrons hat also die 


h2 
ann, rom E,, = im (ke =F ki), (20) 


vobei E,, mit dem Oberflichenzustand des éindimensionalen Falles identisch 
st. Das zweite Glied in (20) hat ein kontinuierliches Wertespektrum und kenn- 
eichnet die freie Bewegung des Elektrons in Richtung der Koordinaten y 
ind z. 

3egrenzt man den Kristall in den Richtungen y und z oder stellt an die 
Vellenfunktion eine Periodizitatsbedingung hinsichtlich y und z, so wird 
as Spektrum der Quantenzahlen k, und k, quasidiskret, so da es méglich 
rird, die Anzahl der Oberflachenzustinde des Elektrons im Energieintervall 
|# anzugeben. Es zeigt sich, daB beispielsweise in dem Energieintervall, in 
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dem das zweite Glied von (20) von 0 auf 0,1 eV anwichst, auf den cm? d 
Oberfliche gréBenordnungsmaBig 101% Oberflaichenzustande kommen. Wis 
man sich leicht tiberlegt, wire, wenn das Spektrum der Oberflachenzustand 
etwa 1 eV unterhalb der FERMI-Grenze des Kristalls bliebe, die Anzahl der 
besetzten Oberflachenzustande so groB, daB die darauf beruhende Oberflachen- . 
ladung imstande wire, den Kristall durch ihr Feld zu zerreifen. 

In Wirklichkeit tritt dies einfach deshalb nicht ein, weil mit wachsender 
Besetzung der Oberflichenzustiinde mit Elektronen das Potential (fir nega-. 
tive Ladungen) in der Randschicht des Kristalls anwachst und das Spektrum: 
der Oberflichenzustinde gegentiber der FERMI-Grenze so lange angehoben 
wird, bis nur noch eine geringe Anzahl von Oberflaichenzustanden unterhalb 
der FERMI-Grenze bleibt. Es stellt sich also ein stationdrer Zustand ein, in 
dem der tiefste Oberflachenterm etwa in der Héhe der FERMI-Grenze liegt. 
Bei einem Metall dringt (im Gegensatz zu einem Halbleiter oder Isolator) 
das Feld der Oberflichenladung nur bis zu einem Abstand in das Innere ein, 
der kleiner als die Gitterkonstante ist: Das Feld der Oberflachenladung wird 
auBerst intensiv durch die positive Ladung abgeschirmt, die in einer diinnen 
Oberflaichenschicht des Metalls durch teilweises Abwandern der Leitungs- ; 
elektronen entsteht. Eine Besetzung der tiefsten Oberflachenterme mit ; 
Elektronen fihrt also zur Bildung einer zusatzlichen elektrischen Doppel- 
schicht an der Metalloberflache. Infolge der sehr geringenDicke dieser Schicht — 
kann man annehmen, daB sie bereits in der Potentialstufe 0 > U, in der 
Ebene x = 0 (Abb. 1) beriicksichtigt ist, und braucht keine weiteren Ver- 
anderungen im Verlauf des Mikropotentials der Abb. 1 vorzunehmen. Damit — 
bleibt die ganze oben durchgefiihrte Berechnung der Oberflachenzustande in 
Kraft, nur mit der Erginzung, daB die GréBe U, vom Besetzungsgrad der 
Oberflachenzustande abhiangt. 

Es sei E, der tiefste Oberflachenterm. Im stationiren Zustand mu8 er unge- 
fahr mit der FERMI-Grenze ¢ iibereinstimmen. Wenn in allen verbotenen 
Zonen unterhalb der v-ten keine Oberflachenterme vorhanden sind, so 
bedeutet dies, daB fiir diese Zonen die Ungleichung (17) verletzt ist. In der 
y-ten verbotenen Zone wird also die Ungleichung (17) zuerst erfullt und 
kann also auch nicht sehr stark erfillt sein. Wir kénnen demnach gréfBen- 
ordnungsmaBig setzen 


woraus wir mit é, = 7 V2mé 


eerie 


(22) 
erhalten. 

In dieser Weise hangt also U, — ¢ mit der ,,Bindungsstarke‘‘ p eines Elek- 
trons in einem Gitterpunkt zusammen. U, — ¢ ist der Anteil der thermo- 
elektrischen Austrittsarbeit des Metalls, der in einer Schicht von gréBen- 
ordnungsmaBig 1A Dicke geleistet werden muB. Der andere Teil der Austritts- 
arbeit beruht auf dem verhaltnismaBig langsamen Anwachsen des Potentials 
(fiir ein Elektron) im Vakuum mit der Entfernung von der Metalloberflache, 
das sich tiber Abstinde erstreckt, die mindestens eine GroBenordnung héher 
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“gen. Dieser zweite Teil der Austrittsarbeit beruht auf den Bildkraften, d.h. 
/n Kraften zwischen der Elektronenatmosphare im Vakuum in der Nahe 
Wr Metalloberflache und den von ihr induzierten Ladungen. 

\MM (1) weist auch darauf hin, daB die an der Oberfliche gebundenen Elek- 
onen in Richtung dieser Oberflache frei beweglich sind, so daB eine ent- 
‘rechende Oberflachenleitfahigkeit der Kristalle vorhanden sein muB, die 
{perimentell zu untersuchen ware. 

“i einer elektrischen Aufladung der Oberflache eines Isolators durch Reibung 
t er BeschuB der Oberflache mit Elektronen wird die auftretende Ladung als 
Msatzliche Auffillung der Oberflachenzustinde mit Elektronen gedeutet, 
4 nn die Oberflachenterme kénnen unterhalb des Leitungsbandes des 
folators liegen. 


Sehandlung anderer periodischer Potentialformen, eine Diskussion der Ab- 
feichungen von der Periodizitét innerhalb des Kristalls und eine Verall- 
bn SOKOLOW (4) wird das von TAMM behandelte eindimensionale Modell 
‘arch Einfiihrung von Periodizitaétsstorungen des Potentials innerhalb des 
sristalls verallgemeinert: eine der rechteckigen Potentialschwellen hat eine 
jiomale Hohe und Breite; hierdurch soll eine Stérstelle des Kristalls (bei- 
Ibielsweise ein Fremdatom) dargestellt werden. Es ergab sich, daB in des 
jmgebung einer solchen Fehlstelle ebenfalls ein lokaler Elektronenzustand 
jaftreten kann, der innerhalb einer verbotenen Zone liegt und dessen Wellen- 
hnktion mit zunehmendem Abstand von dieser Fehlstelle abklingt. 
TENTER (5) betrachtete eine endliche eindimensionale Kette von Atomen, 
‘obei er die BLOcHsche Methode der stark gebundenen Elektronen benutzte, 
ilso annahm, daB die Wellenfunktionen der Elektronen benachbarter Atome 
(ch nur schwach itiberdecken. Hierdurch erhalt man die Moglichkeit, die 
Vellenfunktion des Elektrons in einer solchen eindimensionalen Kette in 
lullter Naherung als Linearkombination der Atom-Wellenfunktionen anzu- 
ietzen. Bei dieser Methode ist die Form der Potentialtépfe der Atome nur 
urch die Forderung nach einer wenigstens geringen Durchlassigkeit der 
rennenden Potentialschwellen eingeschrinkt. Durch diese Betrachtung 
erden also die Ergebnisse des Modells von KRONIG und PENNEY erganzt, 
ei dem die Durchlassigkeit der Potentialschwellen zwischen den Atomen 
eliebig ist, wahrend fiir die Potentialtépfe eine Rechteckform angenommen 
vird. In (5) kommen ebenfalls Oberflaichenzustainde des Elektrons heraus, 
lie in den verbotenen Zonen liegen und deren Wellenfunktionen mit der 
Mntfernung vom Ende der Kette nach beiden Seiten hin abnehmen. Ebenso 
vie in der Arbeit von TAMM ergab sich hier, daB die Wellenfunktion eines 
fustandes im Innern des Kristalls um so langsamer abklingt, je naher er 
inem erlaubten Band liegt. In (5) wird auch der Fall betrachtet, daB an den 
inden derAtomkette Fremdatome liegen; dies entspricht im dreidimensionalen 
‘all einer monoatomaren Bedeckung der Oberflaiche. Es wird die Storung des 
yeriodischen Verlaufs der Raumladungsdichte der Elektronen in der Nahe 
ler Enden einer solchen Atomkette betrachtet. 

Veiter sind einige Arbeiten zu nennen, in denen die Theorie der Oberflachen- 
ustande auf den dreidimensionalen Fall verallgemeinert wird. RYSHANOW (6) 


ry 
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as oe 


~ 


betrachtete einen begrenzten dreidimensionalen Kristall und ging dabei von 
der BLocuschen Naherung der stark gebundenen Elektronen aus (nahm als¢ 
an, daB sich die Atom-Wellenfunktionen nur schwach iiberlappen). Er fand, 
daB es Oberflachenbinder von Elektronenzustanden gibt, wie sie schon von 
TaMM vorhergesagt wurden. Zu qualitativ ahnlichen Ergebnissen kam 


SoKOLOw (7), der von einem dreidimensional periodischen Potential der Form 
U(r) = U,(x) + U2(y) + U3(z) (23) Ji 


ausging. Hierbei sind U,, U,, Us periodische Funktionen der Argumente 2, y, 
bzw. z wie in Abb. 1 dargestellt. Wahlt man das Potential nach (23), so kann 
man in der Wellengleichung sofort die Variablen x, y, z trennen und das 
Problem auf drei unabhangige eindimensionale Gleichungen zuriickfihren, , 
wie sie oben gelést wurden. Das Potential (23) hat aber den Nachteil, da8 man, , 
wenn man in z-Richtung fortschreitend die Kristalloberflache passiert und 
ins Vakuum hinaustritt, dort ein Potential von der Form const + U,(y) | 
+ U,(z) antrifft, wihrend es doch eigentlich konstant sein sollte. Das Poten- 
tial (23) kann deshalb, wie STATZ (12) an einem Beispiel zeigte, zu falschen | 
Ergebnissen fiihren?). é 
In den Arbeiten von MAUE und GOODWIN (9) wird ein dreidimensionaler 
Kristall betrachtet, der durch eine Ebene begrenzt wird. Das periodische 
Potential wird in allgemeiner Form als dreidimensionale Fourierreihe mit 
beliebigen Koeffizienten angesetzt. Es wird die Naiherung der quasifreien 
Elektronen benutzt, d.h. in der nullten Naiherung wird das periodische © 
Potential fortgelassen und in der ersten Naherung als kleine St6rung ein- 
gefihrt. Diese Betrachtungsweise bildet also eine Erganzung zu allen oben- 
genannten. Beide Autoren kommen zu iibereinstimmenden Ergebnissen. Wir 
wollen kurz die von GOODWIN schildern, die uns abgeschlossener scheinen ). 
Im Fall eines Kristalls mit kubischem Gitter 1iBt sich das periodische Poten- 
tial folgendermaBen schreiben : 


2% (nt) 
U (thes alee an te eee Oe (24) 

- | 
Hierbei ist n ein Vektor mit den ganzzahligen Komponenten 2,, n. und 7, 
a ist die Gitterkonstante. Im Vakuum, d. h. im Gebiet x < 0, ist U(r) = 0. 
In der Naherung der quasifreien Elektronen ruft bekanntlich jede Ober- 
schwingung in der Reihe (24) unabhingig von den tibrigen eine BRAGGsche 
Streuung der Elektronenwelle hervor und fiihrt zum Auftreten einer ent- 
sprechenden verbotenen Zone. Jede verbotene Zone laBt sich also einem 
Glied der Summe (24) zuordnen und mit dem gleichen Index » numerieren. 
Jede verbotene Zone entspricht ihrerseits einer BRILLOUINschen Sprung- 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Wir weisen noch auf die Arbeit von G. R. BALDOCK, Proc. 

Cambr. Phil. Soc. 48, 457 (1952) hin, der ebenfalls Oberflachenzustinde in rium- 

pee Gittern in der Naherung stark gebundener Elektronen diskutiert. Dort weitere 
itate. 

*) Anm. d. dtsch. Red.: Eine Weiterfithrung der Goopwinschen Rechnungen und 


Herstellung einer Beziehung zu den Ergebnissen von SHOCKLEY (10) bei: K. ART- 
MANN, Z. Physik 181, 244 (1952), 
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i che der Elektronenenergie H(k) im k-Raum; die Gleichung dieser Sprung- 
viche hat die Form 
It 


, (n, t) = = nt, (25) 


erbotenen Zone ist. Ist ferner & irgendein Punkt auf der Flache (25), so 
Segen die Rander der verbotenen Zone fiir diesen Punkt bei 


Oooo + E°(E) —|Unnyng| Und  Ugo9 + £9 (£) + | Unngn,|> (26) 
q hei : h2 £2 ‘ 
te él E (f) — Bo ° (27) 


ber n, + 0 ist. Dies sind die verbotenen Zonen, die einer Schar von BRAGG- 
ichen Reflexionsebenen parallel zur Kristalloberfliche (zur Ebene 2 = 0) 
intsprechen. Die entsprechenden BRILLOUINschen Sprungflachen der 
energie im k-Raum sind ebenfalls parallel zur Kristalloberflache. Fihrt man 


Uline 


‘ur diese verbotenen Zonen die Bezeichnungen 
1 
| Ure.o =—S—= — Ui, na — — Up l = 0, ity 2, 33. eaey (28) 


in, so werden die Oberflachenbinder H; durch die Formel 


MB e/at)2 I Uh i\u i a? h2(k2 + 2) 
= 5,(5) (a3 elage Oy wathagoyn aa 


segeben. Hierbei sind k, und kg die Projektionen des Ausbreitungsvektors des 
Alektrons auf die Richtungen y und z. Sie konnen jeden reellen Wert an- 
1ehmen. Damit gebundene Oberflachenzustande fiir das Elektron existieren, 
st notwendig, daB die Summe der ersten beiden Glieder auf der rechten Seite 
von (29) negativ ist und daB H; innerhalb der Grenzen (26) liegt. 

Die Wellenfunktionen, die den Energiewerten (29) entsprechen, lauten 


| Ne-@2tit(key+hs2) cog (= x— d), GSK Uy (30) 
| Yukeks = ts 
| IG et i(kyy + kez) 
Nea cos 0, cx Op (31) 
mit oe 
U, Im a 
= U, U,) —{—});3 
fs Upscale hak? oak i 
oe (32) 
6 = arccos = ,0<b<> 
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Normiert man die Wellenfunktionen der Oberflichenzustaénde entsprechend 
der Bedingung 


[Lf preies Pier, ded yde = by15 (hz — hy) 5(les — hs), (33) 


so erhalt man als Normierungskoeffizienten 
; (34) | 


In der Arbeit von GOODWIN (9) wird auch ein Kristall mit nichtkubischer ' 
Symmetrie behandelt. Aus Raumgriinden kénnen wir aber die Ergebnisse 
hier nicht wiedergeben. 

Im Fall einer eindimensionalen Kette, die aus endlich vielen Atomen besteht, 

also beiderseits begrenzt ist, treten gleichzeitig an beiden Enden der Kette 

Oberflichenzustande auf. Ist die Kettenlinge groB gegen die effektive 

Abklingtiefe der Wellenfunktion des Oberflachenzustandes, so ,,ahnt“ ein 

Elektron, das sich in einem Oberflaichenzustand befindet, so gut wie nichts 

vom Vorhandensein des anderen Endes der Kette; Energieeigenwert und 

Wellenfunktion des Elektrons verhalten sich also genau so wie im Fall einer 


nur einseitig begrenzten Kette. Die Oberflachenzustinde an beiden Enden — 


der Kette haben also die gleiche Energie. 

Die Wellenfunktion eines solchen zweifach entarteten Zustandes bildet eine 
beliebige Linearkombination der Wellenfunktionen der beiden Oberflachen- 
zustande. Beriicksichtigt man nun den HinfluB des Kettenendes auf ein Elek- 
tron, das am anderen Ende lokalisiert ist, als kleine Stérung, so spaltet das 
oben erwahnte zweifach entartete Niveau in zwei einfache Terme auf. Die 
Wellenfunktionen dieser beiden Terme bilden die Summe bzw. die Differenz 
der beiden lokalen Oberflaichenfunktionen. Dieses Ergebnis ist trivial, wenn 
man bedenkt, daB das Potential einer endlichen Kette gegeniiber einer 
Spiegelung symmetrisch ist und da8 infolgedessen die Wellenfunktionen 
entweder ebenfalls spiegelungssymmetrisch (Summe der lokalen Ober- 
flachenfunktionen) oder spiegelungsantimetrisch sein miissen (Differenz dieser 
Funktionen). 

Den nachsten wesentlichen Schritt in der Entwicklung der Theorie der Ober- 
flachenzustaénde machte SHOCKLEY (10); er betrachtete eine eindimensionale 
endliche Kette aus aquidistanten symmetrischen Atom-Potentialtépfen 
beliebiger Form und untersuchte das Verhalten der Wellenfunktionen und 
Eigenwerte des Elektrons bei einer Abnahme der Gitterkonstanten von Un- 
endlich auf kleine endliche Werte. Dabei ist wesentlich, daB das Potential 
des Elektrons innerhalb der Kette streng periodisch ist, und zwar mit Ein- 
schluB der Kettenenden (s. Abb. 2, ausgezogene Kurve). 

Die Ergebnisse zeigt Abb. 3 (fiir eine Kette aus acht Atomen). Man sieht 
deutlich, wie das Energiespektrum der Kette mit abnehmender Gitter- 
konstante aus den Termen des isolierten Atoms hervorwachst. Bei groBen 
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issigen, und das Spektrum der Kette entspricht dem Spektrum des isolierten 
itoms, mit dem einzigen Unterschied, da8 jeder Term achtfach entartet ist. 


Abb. 2. 


die entsprechenden Wellenfunktionen klingen (innerhalb der Kette) nicht ab 
ind stellen infolgedessen keine Oberflachenzustande dar. Bei weiterer Ab- 
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{ one zwei nahe benachbarte Terme 
» und p’ auf (s. a, in Abb. 3), die SS 


‘okalen Oberflichenzustaénden des SG 
Wlektrons mit einer Wellenfunktion 

mtsprechen, die mit der Entfer- ss 
hung vom Kettenende abklingt. —> 


idiner dieser Oberflachenterme geht, 
vie Abb. 3 zeigt, aus dem obersten ee | 
iCerm des unteren Bandes, der andere 


1us dem untersten Term des oberen SSS 
Bandes hervor. Die tbrigen Terme FY a 
des Spektrums entsprechen wie bis- ae 

aer nichtabklingenden Wellenfunk- 
donen. 

{tm Isolator hat die Elektronenzahl Abb. 3. 

zewohnlich einen solchen Wert, daB 

dei a, eine gewisse Anzahl von Bandern (beispielsweise das tiefste in Abb. 3 
dJargestellte) vollstandig mit Elektronen besetzt ist, wahrend die folgenden 
leer sind. Die betrachtete Kette aus 8 Atomen beispielsweise bildet einen 
[solator, wenn sie 16 Elektronen enthalt (je 2 Elektronen mit entgegen- 
gesetzt orientierten Spins in jedem Term). Gehen wir nun zur Lage a, iiber, 
so kénnen wir im tiefsten Band nur noch 14 Elektronen unterbringen; die 
beiden tibrigen sitzen in dem Oberflachenzustand p. In der verbotenen Zone, 
die das leere Leitungsband vom héchsten besetzten Band trennt, miissen also 
die Oberflachenzustinde zur Halfte mit Elektronen besetzt sein. Zu diesem 
Schlu8 kam SHOCKLEY bei Vernachlassigung der Verzerrung des periodischen 
Potentials durch das starke Feld, das auf der Oberflichenladung der Elek- 
tronen in den Oberflachenzustanden beruht. 
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SHOCKLEYs Rechnungen zeigen, daB Oberflachenzustande nur bei kleinen | 
Werten der Gitterkonstanten a vorhanden sind, bei denen die erlaubten 1 
Energiebander einander tiberschneiden. Auf den ersten Blick widerspricht ; 
dieses Ergebnis den SchluBfolgerungen einer Reihe anderer Autoren (TAMM, , 
ZENTER, GOODWIN (J1)), bei denen sich Oberflachenzustande auch ohne: 
Uberlappung der Bander ergaben. In Wirklichkeit liegt hier jedoch kein . 
Widerspruch vor: Die genannten Autoren betrachteten die Potentiale von . 
Ketten etwas anderer Art, in denen die 4u8ersten Elementarzellen verzerrte : 
Potentialtépfe haben (siehe Abb. 2 punktiert). Diese Verzerrung der Poten- 
tialtépfe kann selbst schon lokale Elektronenzusténde zur Folge haben, auch . 
wenn die Kette unendlich ist, ebenso wie bei lokalen Zustanden im Kristall- 
volumen, die auf Fremdatomen beruhen. Beim Ubergang von dem in Abb. 2 
durch eine ausgezogene Kurve dargestellten Potential zu der punktierten 
Form kénnen also zwei zusatzliche Ober- 
flachenzustinde auftreten. Man hat also 
im eindimensionalen Fall bei Bandern, die ' 
sich nicht tiberlappen, zwei Oberflaichen- 
zustinde, bei Uberlappung dagegen vier. — 
Wir betrachten als Beispiel das in der Ar- 
beit von TAMM benutzte Potential, das 
Abb. 4a zeigt. Die dicken senkrechten 
6 Linien bedeuten hier sehr schmale und — 
hohe Potentialschwellen. Ein solches Po- — 
V tential 14Bt sich ersetzen durch ein solches — 
Abb. 4: wie in Abb. 4b wiedergeben; hier be- 
deuten die dicken senkrechten Linien 
Schwellen von der halben Hohe. Wie diese Abbildung zeigt, ist der 
Potentialtopf der auBersten Elementarzelle gegeniiber den iibrigen Potential- 
tépfen dadurch verzerrt, daB er eine negative Potentialspitze v enthalt. 
Entfernt man diese Spitze, so verschwinden, wie die Rechnung zeigt, auch 
die Oberflichenzustande. Man sieht daraus, daB im Falle sich nicht tber- 
lappender Bander die Existenz von Oberflachenzustanden auf der Verzerrung 
des auBersten Potentialtopfes beruht. 
Wir kénnen SHOCKLEY (J0) nur in dem Teil seiner Arbeit nicht zustimmen, 
in dem er seine Ergebnisse mit denen von MAUE (8) und GOODWIN (9) ver- 
gleicht, welche die Naherung der quasifreien Elektronen benutzen. Da bei 
diesen Autoren das Potential durch den Ausdruck (24) gegeben wird, also 
streng periodisch ist, nimmt SHOCKLEY an, die Verzerrung der Potentialtépfe 
am Rande werde hierbei nicht beriicksichtigt. Die Oberflachenzustande, die 
in (8, 9) herauskommen, beruhen also nach SHOCKLEY auf der Uberlappung 
der erlaubten Bander. Man muB jedoch beachten, da8 eindimensional 
in der Naherung der quasifreien Elektronen (ebenso wie fiir das kosinus- 
formige MATHIEU-Potential mit beliebiger Amplitude) eine Uberlappung der 
erlaubten Bander unmdglich ist, abgesehen von dem trivialen Fall, daB einer 
der Koeffizienten U, in (24) verschwindet und die entsprechende verbotene 
Zone ganz fortfallt. Andererseits sind in (8, 9), wie oben gesagt, zur Gewinnung 
von Oberflachenzustiinden nur die Glieder der Summe (24) mit n, +0, 
N, = N3 = 0 wesentlich, die gerade ein eindimensionales Potential bilden. 
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Jnseres Erachtens beruhen also die in (8, 9) abgeleiteten Oberflachenzustinde 
iiicht auf einer Uberlappung der Bander, sondern auf der Potentialverzerrung 
i! er Elementarzellen am Rande, die mit der strengen Periodizitat des Poten- 
als innerhalb der Kette in der Formel (24) durchaus vereinbar ist. Dies 
irkennt man leicht aus Abb. 5a. 

Die oben geschilderten Untersuchungen tiber die Oberflachenzustinde werden 
esentlich erginzt durch eine Arbeit von STATz (12), in der eine eindimensio- 
gale Wellengleichung mit : 


a 85) 


um 
f 2 
Es wird die Abhingigkeit 
Hes Energiespektrumsdes 
‘9Elektrons von dem Wert 
‘Hes Parameters a unter- 
tucht. Der Koordinaten- 


[Z —aU(xz)]yp =0. 


Abb. 5. 


ist die Gleichung (35) 
‘eine Hirtsche Gleichung, fiir die die Abhangigkeit der Rander der erlaubten 
*Bander von der GréBe a fiir gewisse Formen des periodischen Potentials 
) U(x) schon bekannt ist (13). 

i Setzt man in Gleichung (35) 


E’'=Ela und x =YVax 


dein, so geht sie tiber in 


| 
| yp  2mI_, x’ hy 
ae ee cz) Ma ss 


|/Hieraus ist ersichtlich, da8 die Einfiihrung des Parameters a aquivalent mit 
jder Einfiihrung einer neuen Energieeinheit und einer VergréBerung der 
'Periode des Potentials um den Faktor Va ist. Dies bedeutet, daB die Ab- 
hangigkeit des Energiespektrums von Ya der friiher betrachteten Abhangigkeit 
von a entspricht (Abb. 3). Die Abhangigkeiten der GréBe H von Va und von a 
sind topologisch aquivalent. 

Die Abb. 5c und 6c zeigen die Abhangigkeit des Energiespektrums des 
-Elektrons von dem Parameter a bei einem Potential U (x) von Kosinus- bzw. 
von Rechteckform. Die Abbildungen entsprechen einer Kette aus vier oder 
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finf Atomen. Die Kurven a und b stellen den Potentialverlauf bei negativem | 
bzw. positivem a dar. 

Die punktierten Linien deuten die Bandrander an. Mit wachsendem Absolut- 
wert von a werden die erlaubten Bander schmiler, ebenso wie beim Anwachsen 
von a in Abb. 3. 

Wie Abb. 5c zeigt, gibt es bei einem Kosinus-Potential keine Uberlappung 
der erlaubten Bander auBer der trivialen Berithrung bei a = 0, d. h. im Fall 
eines vollig freien Elektrons. ? 

Bei positiven Werten von a (Potential 5) gibt es keine Oberflachenzustande. , 
Bei negativem a (Potential a) treten in der ersten, dritten, fiinften usw. ver- : 
botenen Zone Paare von 
Oberflachenzustanden auf, 
die auf der Verzerrung der ' 
Randpotentialtépfe des 
Potentials a beruhen. 
Wie Abb. 6c zeigt, ist bei 
einem Rechteckpotential 
eine Uberlappung der er- 
laubten Bander méglich 
(das betrachtete Rechteck- 
potential besteht aus 
Schwellen von endlicher 
Breite und unterscheidet 
sich dadurch von dem 
Potential, das TAMmM (1) 
benutzte und beidem keine 
Bandiiberlappung eintre- 
ten konnte). Im Gegen- 
satz zu dem vorhergehen- 
den Kosinus- Potential gibt 
es deshalb hier auch Ober- 
flachenzustande bei positiven Werten von a, wo die Randpotentialtépfe 
nicht verzerrt sind. Wie aus Abb. 6c hervorgeht, treten solche Oberflaichen- 
zustande von der dritten verbotenen Zone an auf. 

In Abb. 6c sehen wir in der dritten verbotenen Zone bei negativen Werten 
von a, daB im Gebiet groBer Absolutwerte von a ein Paar von Oberflachen- 
zustanden auftritt, die auf der Randverzerrung der Potentialtépfe beruhen. 
Mit abnehmendem |a| tritt dann eine Bandiiberlappung ein, jedoch entstehen 
hier entgegen der Annahme von SHOCKLEY (10) nicht vier Oberflaichen- 
zustinde, sondern diese verschwinden ganz. In einem Gebiet, in dem sich die 
Hinfliisse der Randverzerrung und der Bandiiberlappung tiberdecken, kénnen 
offenbar 0, 2 oder 4 Oberflaichenzustinde auftreten, je nach der konkreten 
Form des eindimensionalen Potentials. 

Nach den Abb. 5 und 6 entstehen Paare von Oberflaichenzustinden sowohl 
im Fall einer Verzerrung der Randpotentialtépfe als auch im Fall einer 
Bandiberlappung (bei kleinem a) aus dem tiefsten und héchsten Term zweier 
aufeinanderfolgender Bander. Dies ist jedoch nicht als allgemeine Gesetz- 
maBigkeit anzusehen, denn bei anderer Form des eindimensionalen Poten- 
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» als kommen auch Faille vor, wo sich beide Oberflichenzustinde von dem 
jeichen erlaubten Band abspalten (entweder dem oberen oder dem unteren). 
j)ei der Adsorption eines Fremdatoms an der Kristalloberfliche kénnen 
portals Oberflichenzustande auftreten oder verschwinden. Dieser Fall 


“remdatom ist hierbei als verzerrter duBerster Potentialtopf der Kette 
yazusehen. Auch in diesem Fall sind Oberflachenzustinde méglich, nur mit 
+m Unterschied, da® ihre Anzahl proportional dem Bedeckungsgrad der 
berflache ist und da& Oberflachenbander nur bei hohen Bedeckungen 


jaonoatomare Schicht) auftreten. 


der Kristalle 


Jie Oberflachenzustaénde der Elektronen kommen in folgenden Erschei- 
‘Sungen zur Geltung: 

')) Ist ein zweidimensionales Oberflichenband nur teilweise mit Elektronen 
“esetzt, so muB es zu einer ,,metallischen‘‘ Oberflachenleitfahigkeit fihren. 
ei Metallen ist diese Oberflachenleitung durch die groBe Volumenleitung 
rerdeckt. In Isolatoren und Halbleitern ist aber die Volumenleitfahigkeit 
‘Sedeutend geringer als in Metallen und bei einer hinreichend diinnen Platte 
ann fiir einen Strom lings der Platte die Oberflachenleitung mit der Volu- 
nenleitung konkurrieren und mef8bar werden. 

1) In feinkristallinen Halbleitern und Isolatoren kénnen sich an den Ober- 
‘Vachen der Mikrokristallite Oberflachen-Leitungsbinder ausbilden. Sind die 
‘.ristallite hinreichend klein, so kann ihre Oberflachenleitung die Volumen- 
‘bitung iibertreffen. Gute Kennzeichen fiir diesen Fall sind ein merkliches 
‘@berwiegen der Leitfaihigkeit des Polykristalls tber die des Kinkristalls, 
‘Isrner die Abhangigkeit der Leitfahigkeit von Polykristallen von den Ab- 
‘hessungen der Mikrokristallite, Unterschiede in den Werten der HALL- 
‘Monstanten, des Temperaturkoeffizienten der Leitfahigkeit, der Durch- 
chlagsfeldstarke, der Temperaturabhingigkeit, der Thermospannung, unter- 


leit in Poly- und Einkristallen. 
Das Verhaltnis zwischen den Strémen im Oberflaichen- und im Volumen- 
i situngsband hangt im Fall a von der Dicke der Platte ab, im Fall 6 dagegen © 


i) Liegt das lineare Leitungsband, das durch die Kristallitkanten bedingt 
vird, energetisch tiefer als das Oberflachenleitungsband, das auf den Kristallit- 
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flachen beruht, so kann es im Fall eines feinkristallinen Materials vorkommen,) 


daB der Hauptteil des Stroms, der durch den Halbleiter flieBt, durch die 
linearen Bander langs der Kristallitkanten geht. In diesem Fall treten alle 
Eigentiimlichkeiten des Falles b auf, es miissen jedoch in einem solchen Halb-. 
leiter der Hatt-Effekt und die Abhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit 
vom Magnetfeld ganz fehlen, da im Fall eines linearen Leitungsbandes das 
Magnetfeld die Leitungselektronen nicht ablenken kann. 

d) Die Oberflichenterme eines Halbleiters erfiillen die gleichen Funktionen 
wie gewohnliche Stérterme im Volumen. So kénnen sie z. B. als Donatoren 
und Akzeptoren von Leitungselektronen dienen, Absorptionsbanden verur- 
sachen, deren Intensitaét im Gegensatz zu den Stértermbanden nicht von der 
Dicke des Halbleiters abhangt, im Fall von Oberflachenzustaénden an den 
Grenzflichen der Mikrokristallite in einem Polykristall dagegen proportional 


der Dicke des Halbleiters ist. Die Oberflachenterme kénnen als Quellen fir: 
Photoelektronen. bei innerem und 4uBerem Photoeffekt dienen und ent-. 


sprechende Funktionen beim BeschuB des Kristalls mit Korpuskularstrahlung | 


i} 


ausiiben. Sie kénnen ferner als Zwischenzustande bei der Rekombination . 


der Ladungstrager dienen. 
e) Ist ein Oberflachenband beim absoluten Nullpunkt teilweise gefiillt, liegt 
also eine ,,metallische‘‘ Oberflachenleitfahigkeit vor, so hat diese eine 
verstarkte Lichtreflexion im Kristall zur Folge, als ob dieser mit einer 
diinnen Metallfolie bedeckt ware. Diese zusatzliche Reflexion ist besonders 
stark, wenn der elektrische Vektor der Lichtquelle parallel zur Kristall- 
oberflache ist. Diese zusatzliche Reflexion, die auf einem Oberflachen- 
Leitungsband beruht, kann wie PiKus (17, 18) zeigte, den Reflexionskoeffi- 
zienten um einen erheblichen Faktor vergroBern. 
f) Im Fall einer diinnen Halbleiterschicht oder eines feinkristallinen Materials 
konnen die Oberflichenzustaénde zahlreicher sein als die auf Fremdatomen 
beruhenden lokalen Zustande im Volumen. In diesem Fall hat man bei der 
Normierung der Energieverteilung der Elektronen und bei der Bestimmung 
der Lage des chemischen Potentials die Oberflichenzustande zu_beriick- 
sichtigen, die auf die Lage dieses chemischen Potentials und auf die Volumen- 
leitfahigkeit des Halbleiters einen wesentlichen Einflu8 haben (18, 19). 
g) Eine besonders groBe Rolle spielen die Oberflaichenzustinde infolge der 
hohen negativen Aufladung der Oberfliche, die auf den Elektronen in diesen 
Termen beruht. Bei einer Oberflachenkonzentration der Elektronen von der 
GréBenordnung 10!4 cm-? erzeugt die Oberflachenladung ein Feld von der 
Grofenordnung 107—10® V/cm. Dieses Feld bewirkt eine starke Krimmung der 
Energiebainder in der Nahe der Kristalloberflache, beeinfluBt die Austritts- 
arbeit, erzeugt im Fall eines Halbleiters Oberflaichenschichten, die an Lei- 
tungselektronen verarmt sind (Sperrschichten) usw. 
h) Die Oberflichenzustinde kénnen mit Elektronen aus Atomen oder Mole- 
kiilen besetzt werden, die an der Kristalloberfliche adsorbiert sind, oder 
umgekehrt Elektronen an solche Molekile abgeben. Die Oberflichenzustande 
‘sind also wesentlich fiir die Sorptionskrafte und fiir die Vorgainge der Ober- 
flachenkatalyse bei chemischen Reaktionen. 
Diese Aufzihlung von Erscheinungen, bei denen die Oberflachenzustande 
eine wesentliche Rolle spielen, erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. 
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's Beispiel betrachten wir den Einflu8 der Oberflichenzustinde auf die 
‘astrittsarbeit und die Entstehung einer Sperrschicht an einer Halbleiter- 
‘erflache. Diese Erscheinungen sind sowohl theoretisch als auch experimen- 
iol verhaltnismafig gut untersucht. Die Abhangigkeit der elektrischen Feld- 
‘lirke E(x, J) und der Leitungselektronenkonzentration n(z, J) im Halb- 
‘iter von der Koordinate 2 und der Stromdichte J werden bestimmt durch 


te Differentialgleichung der Elektrizitatsleitung und Diffusion: 


‘ind PN CEY ea pee (37) 
I | dx 

i(ad die Poisson-Gleichung 

dE 

; oF ame 470 (n). (38) 


4s wird weiter der Fall einer rein elektronischen Leitfahigkeit betrachtet. 
® ist die Beweglichkeit, D der Diffusionskoeffizient der Elektronen im 
etter, wobei gilt me ET 

dll , = > a. 
U 


> (39) 


im e durch n explizit ausdriicken zu kénnen, nehmen wir an, daB auch in 
‘Anwesenheit eines Stromes ein lokales thermisches Gleichgewicht der 
(Mlektronen innerhalb einer diinnen Schicht von der Dicke dz vorliegt und 


#ondern so, daB die Elektronenkonzentration im Leitungsband durch das 
(x, J) gegeben wird, das den Gleichungen (37) und (38)-entspricht. Diese 


fhicht von der Stromdichte abhingt. 

aFerner nehmen wir an, da8 alle lokalen Zustainde im Volumen (oder wenig- 
fstens diejenigen, die in betraichtlicher Konzentration vorhanden sind), von 
Wem lokalen Wert des chemischen Potentials ¢(z) um mehr als k 7’ entfernt 
ysind. 

Unter diesen Voraussetzungen liefert eine elementare Rechnung (20) 


nz, ; 
it pias qe «= esi yy Na (41) 
1 mi { ( ) —— 2(2Qa Meek Ty lt Ss a > 


‘Hierbei erstreckt sich die Summation iiber alle Terme oberhalb des chemi- 
‘schen Potentials; N; sind die Konzentrationen der lokalen Zustaénde im 
Volumen mit der Energie ¢;, n ist die Leitungselektronenkonzentration im 
Innern des Halbleiters, wo er neutral ist, w(x) ist die Energie des unteren 
‘Randes des Leitungsbandes, die gleich dem Makropotential im Halbleiter 
ist. 

7 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Durch Eliminierung von d2 aus (37) und (38) erhalt man eine Gleichung, dics 
Feld und Konzentration verkniipft: 


Neo n 
- = — ‘ ee P (42) 
Me a ee OE 
. ia EH = J (43) 
Hierbei ist oo Sak 


das Feld im Innern des Halbleiters, wo die Elektronenkonzentration n, 
betrigt und das Ohmsche Gesetz gilt. Die Lésung der Gleichung (42) findet 
der Leser in den Arbeiten (20, 21). Hier beschranken wir uns auf den Spezial- 
fall, daB kein Strom vorhanden ist, daB also J = H#,, = 0 ist (22, 23). Ini 
diesem Fall 148t sich die Gleichung (42) elementar durch Trennung der’ 
Variablen losen, und man erhalt 


jas a ( ML, Sy (44) 
€ Nise n 

wobei die Randbedingung H = 0 fir 
N =Nx. benutzt worden ist. Im strom- 
losen Fall befinden sich die Leitungselek- 
tronen im thermischen Gleichgewicht 
und gehorchen der tiblichen BOLTZMANN- 
Verteilung. 


Neo =e ’ (45) 


wobei das Potential u(x) so geeicht ist, 
da im Innern des Halbleiters u(oo) = 0 
ist. Mit Hilfe von (45) léBt sich die 
Gleichung (44) folgendermaBen schreiben: 


~~___ Storterme - 
SSS SSS i 


Abb. 7. Su PKI nas U 
= — y/ ES oe aay 
‘ E Sin 2 (a 


Wie diese Formel zeigt, bestimmt in jedem Punkt des Halbleiters das Feld EB 
eindeutig die Anhebung des Leitungsbandes u(a), die in Abb. 7 dargestellt 
ist. Um insbesondere nach Formel (46) die Anhebung des Potentials w(0) an 
der Oberflache des Halbleiters x = 0 ausdriicken zu kénnen, miissen wir in 
(46) den Wert des Feldes an der Oberflache HZ; einsetzen. 
Befindet sich im Gebiet 2 < 0 ein Vakuum und hat man hier ein elektrisches 
Feld E, erzeugt, so ist 

eH, = E, + 4x6, (47) 


wobei 6 die Dichte der Oberflachenladung in der Ebene x = 0 ist. Diese 
Oberflachenladung wird meist als Elektronenanhiufung in Oberflachen- 
termen gedeutet. Befindet sich im Gebiet x <1 <0 ein Metall oder ein 
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wderer Halbleiter, waihrend das Gebiet | < « <0 eine ,,Kontaktsperr- 
fhicht“ darstellt, so ist unter Zp das Feld in dieser Sperrschicht zu verstehen. 
Je Gleichungen (37) —(47) pelken unabhangig davon, was sich links vom 
(lbleiter (Abb. 7) im Gebiet « < 0 befindet und wodurch das Feld E,, die 
»erflachenladung 6 und die entsprechende Bandkrimmung i im Oberflachen- 


inn man aus gegebenen Werten von Feld EH, und Oberflaichenladung 6 die 
‘ahebung des Leitungsbandes u(0) bestimmen. Je nach dem Vorzeichen 


x Kontakt Halbleiter-Metall wird in (20, 21, 25) eingehend untersucht, 
er werden die Strom-Spannungskennlinien (der Gleichrichtereffekt) der 
ektrodenschicht des Halbleiters berechnet. Der Spezialfall verschwindend 
weiner StrOme, bei denen der Kontaktwiderstand noch dem Ohmschen 
Ipsetz geniigt, wurde von MoTT (22) und DawybDow (23) untersucht. Die 
“Merrschichten am Kontakt zweier Halbleiter wurden von DAWyDOW und 
AJBANOW (24, 26) behandelt. 

i@ldet der Halbleiter eine Thermokathode, so ist, wie aus Abb. 7 hervorgeht, 
. 0) die einzige in die thermoelektrische Austrittsarbeit ey eingehende 
@r6Be, die vom Feld im Vakuum £, und von 6 abhingt. Aus (46) und (47) 
ih ptt man dann 


u(0) = —2kT Ur Gin galls i oeeoste ep =eY + u(0). (48) 
4 V2xPkTn,/€ 


‘Siese Formel drickt die Abhaingigkeit der Austrittsarbeit vom Vakuumfeld 


®.ektronen und speziell die Oberflichenbinder von der FERMI-Grenze um 
tehr als k T entfernt sind. In diesem Fall miissen die Oberflachenbander ent- 
Seder ganz voll oder ganz leer sein, 6 ist also konstant. 

"ARDEEN (28) behandelte den Fall, da8 die FERMI-Grenze gerade in ein 
iberflachenband fallt. Es zeigt sich, daB hierbei der Fiillungsgrad des Ober- 
wichenbandes von der Bandverbiegung am Rande, d. h. von u(0) abhangt. 
9a die Dichte der Elektronenterme im Oberflachenband groB ist, ist die 
¢nderung von 6 auch bei geringfiigigen Anderungen von u(0) betrachtlich. 
lie Formel (48) bleibt in diesem Fall giiltig, die GroBe 6 darin ist aber als eine 
funktion aufzufassen, die sich mit u(0) schnell andert. Die Gleichung (48) 
tht also in eine Gleichung tiber, die die Abhangigkeit der GroBe u(0) von Ey 
Vaplizit ausdriickt. Gibt man in dieser Gleichung eine kleine Anderung von 
((0) vor, so entspricht dieser eine groBe Anderung von 6 und nach (48) auch 
tne groBe Anderung von H,; bei Au(0) ~ 0,1 eV beispielsweise ergibt sich 
| E, ~ 107—108 V/cm. Das bedeutet, da8 sich u(0) nur wenig mit Hy andert, 
n Gegensatz zu dem vorher betrachteten Fall, wo das chemische Potential 
icht in das Oberflachenband fiel, also 6 konstant war. 

‘ie schwache Abhangigkeit der ‘GréBe u(0) von EH, 1a4Bt sich physikalisch 
Bn derthaben verstehen: Bei einer VergréBerung des von links in den 


a 
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Halbleiter eintretenden Feldes E, ist die geringste Tendenz zur Zunahme vor} 
u(0) infolge der hohen Dichte der Oberflichenterme mit einer groBen Ande 
rung der Oberflichenladung 6 verbunden, die das zusatzliche Feld fast voll 
stindig abschirmt und es nicht in den Halbleiter eindringen lat. 
Da der Widerstand der Sperrschicht, sein Temperaturkoeffizient, die thermo- 
elektrische Austrittsarbeit des Halbleiters usw. durch die GroBe u(0) be 
stimmt werden, miissen sie auch ein wenig von EH, abhangen, falls das 
chemische Potential in ein Oberflachenband fallt. 
Von BARDEEN (28) wird die Abhangigkeit der GréBe 6 von u(0) nicht 
berechnet, sondern nur abgeschatzt. Strenger und vollstandiger wird dieser, 
Zusammenhang von PIKUS (19) abgeleitet; er nahm an, daB im unteren Teilii 
des Oberflichenbandes die Energie proportional (k3 + 3) ist (wie in einemi 
zweidimensionalen Gas). Damit ergab sich fiir die Oberflachenkonzentrationy 
der lokalisierten Elektronen der Wert 


Ww 

* sie { 

Nou Me gees ste! In ( + 7), O =e. (49). 
mh? | 


Die Bedeutung der GréBe W geht aus Abb. 7 hervor. Es ist 
W=2#—a(0)+¢ (<0). 


AuBerdem behandelte Pikus (19) den Fall eines diinnen Halbleiters, dessen: 
Dicke vergleichbar mit der effektiven Eindringtiefe des Feldes in den Halb- 
leiter ist (also vergleichbar mit der DEByEschen Abschirmlange). In diesem 
Fall wird die ganze Halbleiterschicht vom Hinflu8 der beiden Oberflachen 
erfaBt, und die elektrische Neutralitat ist im ganzen Halbleitervolumen 
gestort. Die Verteilungsfunktion der Elektronen wird unter Beriicksichtigung 
der Oberflichenterme normiert, deren Anzahl gré8er sein kann als die der 
Stérterme im Volumen des Halbleiters. Die Volumenkonzentration der 
Leitungselektronen kann in diesem Fall wesentlich von dem Wert fiir einen 
dicken Halbleiter abweichen, bei dem der Einflu8 der Grenzen zu vernach- 
lassigen ist. 

Im Jahre 1947 wurden einige experimentelle Arbeiten veréffentlicht, in denen 
die oben geschilderten theoretischen Vorstellungen iiber das Oberflichen- 
band und seine Rolle bei der Entstehung der Randverbiegung der Energie- 
bander im Halbleiter und der entsprechenden Sperrschicht gepriift wurden. 
Wir betrachten zunichst den Widerstand der Sperrschicht eines Halbleiters, 
der auf der Verringerung der Ladungstragerkonzentration in dieser Schicht 
beruht. Dieser Randschichtwiderstand betragt im Fall des Kontakts mit 
einem Metall im Grenzfall kleiner Stréme (bezogen auf 1 cm? der Oberflache) 


nach (23): 1 vary ses (0) 
Ayes | eee — 
A ikea i (exp 2ET. 1). (50 


Dabei ist o. die spezifische Leitfahigkeit des Halbleiters im Innern. DAwy- 
DOW (23) setzt als Randbedingung die GréBe u(0)/e einfach gleich det 
Kontaktpotentialdifferenz zwischen Metall und Halbleiter. Auf Grund det 
Theorie miBte man also erwarten, daB ein bestimmter Halbleiter im Kontakt 
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verschiedenen Metallen verschiedene Kontaktwiderstinde aufweist 
icht nur dem Betrage, sondern auch dem Vorzeichen nach). 

ir halten die Identifizierung der GréBe w(0)/e mit der Kontaktpotential- 
Merenz Ymet — Phaibi Nicht fir gerechtfertigt, da dies eine Vernachlassigung 
3 Potentialabfalls in der Kontaktsperrschicht und die Annahme bedeuten 
firde, daB die gesamte Austrittsarbeit in einem Abstand von der Gré8en- 
dnung 1 A lokalisiert ist. In Wirklichkeit ist ein betrachtlicher Teil der 
justrittsarbeit tber den Wirkungsbereich der Bildkrafte verteilt, der einige 
Indert A dick ist; dieser Teil der Austrittsarbeit kommt beim unmittelbaren 
‘ntakt zwischen Metall und Halbleiter nicht zur Geltung. Der Potential- 
fall in der Kontaktsperrschicht ist ebenfalls sehr wesentlich, wie sich 
Sater zeigen wird. 

‘KAR (20, 21, 29) benutzt als Randbedingung die Gleichung (47), so daB 
§3so0 w(0) durch das Feld Hy in der Kontaktsperrschicht ausgedriickt wird 
gl. Formel (48)). Da aber Hy wesentlich von der Natur des Metalls abhangt, 
( auch hier eine wesentliche Abhingigkeit des Kontaktwiderstandes (50) 
‘ym Metall zu erwarten (wenn 6 als konstant betrachtet wird). 

i einigen Fallen wurde eine solche Abhangigkeit des Kontaktwiderstandes 
»m Metall auch tatsichlich im Experiment beobachtet, beispielsweise in 
fner Arbeit von JOFFE (30) sowie von LJASCHENKO und PAWLENKO (81). 
%e erwies sich jedoch als wesentlich schwacher als auf Grund der Formel (50) 
i konstantem 6 zu erwarten ware. KRIWOGLAS und TOLPYGO (82) verall- 
meinerten die Kontakttheorie auf den Fall, daB das chemische Potential 
‘e Storterme schneidet, und beriicksichtigten auch den Tunneleffekt beim 
Sbergang von Elektronen aus dem Metall in das Leitungsband des Halb- 
“iters durch den linken oberen Rand der verbotenen Zone (vgl. Abb. 7). 
Bie zeigten, da& beide zusatzlich beriicksichtigten Faktoren die Abhangigkeit 
Tes Kontaktwiderstandes von der Natur des Metalls abschwichen, und daB 
nicht unméglich erscheint, die. Ergebnisse von LJASCHENKO und PAw- 
NKO ohne Beriicksichtigung der Oberflachenzustinde zu erklaren. 

in anderen Fallen lie8 sich aber experimentell eine vollige Unabhangigkeit des 
tontaktwiderstandes von der Art des Metalls feststellen. Das war bei den Ver- 
faichen von MEYERHOF (33) der Fall; dieser untersuchte den Kontakt von Silizi- 
*m mit verschiedenen Metallen. Ahnliche Ergebnisse erhielt man auch bei der 
#ntersuchung eines Metall-Punktkontakts mit n-leitendem Germanium (34). 
#esonders bemerkenswert sind die Versuche von BENZER (34); sie zeigten, 
iaB die Strom-Spannungs-Kennlinien eines Kontakts zweier Germanium- 
liroben gleicher Zusammensetzung symmetrisch gegentiber dem Vorzeichen 
‘es Stroms und 4hnlich den Kennlinien eines Metall-Germanium-Kontakts 
fn Sperrichtung sind. Bei dem Germanium-Germanium-Kontakt ist im 
‘tromlosen Fall das ganze System vollig symmetrisch gegentiber der Kontakt- 
‘bene. Das Feld H, in der Kontaktsperrschicht mu8 also gleich Null sein. 
Nach der Formel (48) beruht dann die ganze Anhebung des Leitungsbandes 
(0) ausschlieBlich auf der negativen Oberflachenladung 6. Hieraus ergibt 
lich, daB auch bei einem Germanium-Metall-Kontakt die Sperrschicht im 
vesentlichen auf dieser negativen Oberflichenladung beruht. 

3ringt man zwei Proben gleicher Zusammensetzung aus p-Germanium in 
Contakt miteinander, so bildet sich keine Kontaktsperrschicht (36, 37). Das 
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beruht darauf, daB im Fall eines Locherhalbleiters die negative Oberflachen. 
ladung 6 keine Senkung, sondern eine Erhéhung der Ladungstraégerkonzen. 
tration bewirkt. Eine sclche diinne Schicht mit verringertem Widerstand i 
experimentell im allgemeinen unbeobachtbar. 
Die oben erwaihnten Experimente werden erganzt durch Untersuchungen der 
Bandverbiegung in der Nahe einer freien Oberflache (d.h. einer Grenze gegew 
dasVakuum) vonSilizium und Germanium.So mafen BRATTAIN und SHOCKLE 
(38) die Austrittsarbeit aus n- und p-Silizium (gemessen wurde die Kontaktpo- 
tentialdifferenz des Siliziums gegeniiber Platin). Die Konzentrationen der Dona-t 
toren bzw. Akzeptoren wurden durch Messung der spezifischen Leitfahigkeiti 
und der HALL-Konstanten bestimmt. Bestiinde keine Verbiegung der Energie. 
binder an der Oberflache, so lage das chemische Potential gegeniiber de 
Energiebandern an der Oberflache genauso wie im Innern des Halbleiters, 
und zwar wiirde bei n-Silizium das chemische Potential in der Nahe des 
unteren Randes des Leitungsbandes, bei p-Silizium dicht oberhalb des; 
oberen Randes des Valenzbandes verlaufen. Da die verbotene Zone etwas 
1,2 eV breit ist, hatte man die gleiche Gré8enordnung fiir den Unterschied der: 
thermodynamischen Austrittsarbeiten fiir n- und p-Silizium zu erwarten. Das} 
Experiment ergab jedoch eine bedeutend kleinere Differenz zwischen den: 
Austrittsarbeiten, was auch mit den Ergebnissen von MEYERHOF (33) tiber-. 
einstimmt. Hieraus ergibt sich zunachst, daB in der Nahe der freien Silizium- 
oberfliche eine Bandverbiegung eintritt (w(0) + 0) und daB zweitens die Lage 
des chemischen Potentials gegeniiber den Bandern an der Kristalloberflache 
nur um einen verhaltnismaBig geringen Betrag schwankt, selbst wenn sie im 
Innern des Halbleiters vom Leitfahigkeitstyp stark abhingt. Dies ist darauf 
zuruckzufihren, da schon eine geringe Verschiebung des chemischen Poten- 
tials gegentiber dem Energiespektrum in der Nahe der Kristalloberflache 
infolge der groBen Termdichte im Oberflachenband mit einer bedeutenden 
Anderung der Oberflachenladung und mit dem Auftreten eines Zusatzfeldes 
verbunden ist, das eine weitere Verschiebung des chemischen Potentials ver- 
hindert. Die Versuche von BRATTAIN und SHOCKLEY (38) erméglichten eine 
Abschatzung der Termdichte im Oberflichenband; es ergab sich die GréBen- 
ordnung 10!4cm-*?. Diese Versuche zeigten auch, daB die Austrittsarbeit 
wesentlich von der Bearbeitung der Oberfliche und von der Atmosphire, 
in der sich der Kristall befindet, abhangt. 

Bei einem anderen Versuch (39) wurde eine freie Oberflaiche von Silizium oder 
Germanium belichtet, und die dadurch hervorgerufene Kontaktpotential- 
differenz wurde gemessen. Sie betrug + 0,12 V bei n-Silizium, —0,08 V bei 
p-Silizium und +0,02 V bei n-Germanium. Die Vorzeichen des Effekts 
stimmen mit dem Bild der sich zur Oberflache hin w6lbenden Bander iiberein, 
so daf sich das ganze System als Ventil-Photoelement auffassen laBt. 
Ferner verdient eine Reihe von Experimenten Beachtung, bei denen sich eine 
diinne Halbleiterschicht in einem ebenen Plattenkondensator befindet oder 
selbst als Kondensatorbelegung dient. Das Feld im Kondensator dringt in 
den Halbleiter durch die freie Oberflache ein und verursacht eine Bandver- 
biegung. Diese bewirkt an der Oberflache wieder eine Schicht gesteigerter 
oder herabgesetzter Leitfihigkeit. Man mit die Abhangigkeit der longi- 
tudinalen Leitfahigkeit des Halbleiters und insbesondere die Leitfahigkeit 
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1?) untersuchten nach dieser Methode eine Reihe von Schichten aus p- 
jrmanium, Kupferoxydul und n-Silizium. In allen Fallen stimmte die 


gn der Feldstirke qualitativ mit einer Theorie tiberein, in der die Aufladung 
Ur Halbleiterbelegung des Kondensators als teilweise in Oberflachentermen 
‘Usalisiert, teilweise im Volumen (im Gebiet der Bandrandverbiegung) 

rteilt betrachtet wird. Durch einen Vergleich zwischen Theorie und 
<periment konnte man den einzigen unbekannten Parameter der 
i Meorie, die Termdichte im Oberflachenband bestimmen. Man erhielt 
q Ubereinstimmung mit (38) eine GroBenordnung von 10!* cm-2. Bei 


“oschirmung des Feldes £,, welche die Abhingigkeit der GréBe u(0) von Ep, 
h. die Abhangigkeit der Leitfahigkeit der Randschicht von E,, abschwiacht. 
nter anderen Bedingungen, wenn das chemische Potential nicht in das 
qberflachenband fallt, also 6 konstant ist, liegt keine solche Abschirmung vor, 
nd man beobachtet eine stirkere Abhingigkeit der Leitfahigkeit der Rand- 
hicht von E, (41). 

n ahnlicher Effekt, d. h. eine fast vollstandige Abschirmung des Feldes EZ, 
arch die Oberflachenladung wurde von LASCHKARJOW und LJASCHENKO 
tn Kupferoxydul (42) beobachtet. In dieser grundlegenden Arbeit wurde 
jaBer der Abhangigkeit der Randschichtleitfahigkeit eines Halbleiters vom 
‘tndringenden Feld £, auch eine Reihe anderer Probleme untersucht, némlich 
‘er Einflu8 der Oberflachenzustinde auf die Austrittsarbeit des Halbleiters, 
Daf die Kontaktsperrschichten und auf die Photo-EMK eines isolierten Halb- 
Witers. AuBer dem Einflu8 des auBeren elektrischen Feldes wurde auch der 
TinfluB an der Halbleiteroberfliche adsorbierter Dipolmolekiile studiert (es 
Sandelt sich um einen Fall, wo die Molekiile chemisch nicht mit dem Halb- 
®iter reagieren und die Adsorption reversibel ist). Eine Adsorption kann die 
Sesetzung der Oberflichenterme mit Elektronen verandern und wirkt in 
Sieser Beziehung ahnlich wie ein auBeres Feld. Die komplexe Untersuchung 
Her dieser Erscheinungen fiihrte die Autoren zu dem Schlu8, daB es an der 
C‘upferoxyduloberfliche zahlreiche Oberflachenterme vom Akzeptortyp gibt, 
Jie eine negative Aufladung der Oberflache bewirken und an der freien Halb- 
Sriteroberfliche eine Schicht mit gesteigerter Locherkonzentration erzeugen. 
“ir die Konzentration der Oberflichenladung liefern die verschiedenen 
WJntersuchungsmethoden gréBenordnungsmaBig ahnliche Werte (10" bis 
7012 cm-?). 

Mer EinfluB der Oberflichenladung auf die Austrittsarbeit und die Leit- 
jahigkeit eines Halbleiters wurde von LASCHKARJOW (43) auch theoretisch 
/ntersucht. Ferner ist eine Reihe von experimentellen Arbeiten zu erwahnen, 
n denen der Einflu8 einer Adsorption von Molekilen an einer Halbleiter- 
é berflache auf die Randschichtleitfahigkeit (LJASCHENKO und STEPKO (44)), 
juf die Austrittsarbeit (LASCHENKO (45)), auf die Photoleitfahigkeit von 
Jalbleitern (LJASCHENKO und SNITKO (46); LJASCHENKO, SNITKO und 
(SEMENJUTSCHENKO (47)) untersucht wurde. In allen diesen Arbeiten wurden 
Wie beobachteten Effekte durch eine Anderung des Besetzungsgrades der 
Jberflachenzustinde infolge der Adsorption gedeutet. 
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Die Temperaturabhingigkeit der Austrittsarbeit aus Silizium und Gere 
manium wurde von SMITH (48) experimentell untersucht. Bei einer Tempes 
raturerhéhung von 250 auf 750° C nahm beim Silizium die Austrittsarbeit 
unwesentlich zu (von 4,5 auf 4,6 eV), wahrend sie beim Germanium unver-. 
andert 4,5 eV betrug. Ohne den Einflu8 der Oberflachenzustande und der 
Bandrandverbiegung miiBte sich die Austrittsarbeit im gleichen MaBe 
aindern, wie sich das chemische Potential gegentiber dem Energiespektrumt 
im Innern des Halbleiters verschiebt, also um einige Zehntel eV. Die geringes 
Anderung der Austrittsarbeit la8t sich darauf zurtickfihren, daB sich dies 
Gré8e W nicht wesentlich 4ndern kann. Theoretisch wird dieses Problem von: 
MARKHAM und MILLER (49) behandelt. q 
Interessante Versuche wurden von KALASCHNIKOW und POKROWSKI (80)? 
angestellt. Sie gingen aus von einem massiven Halb leiterstiick Beko 
leitung. DaB dieser Leitungstyp vorlag, wurde an Hand des Vorzeichens der 
Thermospannung gegentiber einer Kupfer-Thermosonde an zahlreichen Stel-, 
len der Probe festgestellt. Die Temperatur der Thermosonde wurde mit einem 
Thermoelement kontrolliert und lag bei allen Versuchen um 100° oberhalb der 
Zimmertemperatur. Der Halbleiter wurde dann in einem Quarzmorser zer- 
mahlen, das Pulver wurde gepre8t, auch in dem PreBling wurde an zahlreichen 
Stellen die Thermospannung gemessen. Es zeigte sich, da8 mit zunehmender 
Verfeinerung des Pulvers die Thermospannung abnimmt und schlieBlich ihr 
Vorzeichen andert. Der sehr feinkornige Halbleiter zeigt also Locherleitung. 
Diese Anderung des Leitungstyps im Halbleiter kann man auf den Einflu8 
von Oberflachenzustainden auf die Lage des chemischen Potentials relativ zu 
den Energiebandern zuriickfithren. Dieser EinfluB ist um so gréBer, je groBer 
die Halbleiteroberflaiche ist, je feiner also die Korner sind. 

Die Autoren dieser Arbeit behaupten, daB das Vorhandensein von Ober- 
flachenzustanden in diesem Fall nicht auf der Adsorption von Gasen durch 
die feinen Halbleiterk6rner beruht, sondern auch bei vollig reiner Oberflaiche 
zu beobachten ist. Dies ergibt sich daraus, daB die Thermospannung, die man 
nach sorgfaltiger Entgasung der feinkristallinen Probe durch Temperung 
im Vakuum miBt, sich nicht von der Thermospannung unterscheidet, die 
man vorher und nach einer Temperung in Luft feststellt. Die Oxydation der 
Kernoberflachen kann ebenfalls keine wesentliche Bedeutung haben: Ver- 
suche mit diinnen Schichten dieses Halbleiters zeigten, daB er auch bei 500° 
nur sehr langsam oxydiert. 

Diese Versuche werfen auch neues Licht auf die Ergebnisse von GARNWELLE 
und HosARTH (51), in der eine Anderung desVorzeichens der Thermospannung 
nach der Polierung der Oberfliichen von Bleisulfid und Germanium beob- 
achtet wurde. Mit Hilfe der Elektronenbeugung wiesen die Autoren nach, 
daB bei der Polierung an der Oberflaiche eine Schicht amorpher oder fein- 
kristalliner Substanz entsteht. Auch die von THORNHILL und LARK- 
HOROvVITZ (52) beobachtete Lécherleitfaihigkeit diinner Germaniumschichten 
die durch Verdampfung einer n-leitenden Probe im Vakuum hergestellt 
worden waren, 1a8t sich aus der feinkristallinen Struktur verstehen. 
POKROWSKI untersuchte auch feinkristalline Germanium-Silizium- und 
Tellurschichten (53). Ihr spezifischer Widerstand und ihre HALL-Konstante 
hangen von der Korngr68e ab, was der Autor auf den Einflu® der Oberflachen- 


’ 
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me zurickfihrt. Er kommt zu dem SchluB, daB die Oberflachenterme 
‘tim Germanium Akzeptoren sind, die bei Zimmertemperatur gefiillt sind 
6d eine Dichte von etwa 3,5 - 104. cm-2 haben. Aus der Temperaturabhingig- 
it der HALL-Konstanten wurden die Aktivierungsenergien der Oberflichen- 
Sirme bestimmt; sie ergaben sich zu 0,004, 0,02 und 0,055 eV. Zur Erklarung 
r Eigenschaften der feinkristallinen Siliziumschichten nimmt POKROWSKI 
|, daB es beim Silizium ein leeres und ein besetztes Oberflichenband gibt, die 
®@ geringem Abstand voneinander in der Mitte der verbotenen Zone liegen. 
jas Tellur hat Akzeptor-Oberflachenterme, die unmittelbar oberhalb des 
falenzbandes liegen. 

Bit den oben genannten Arbeiten ist natiirlich das umfangreiche experimen- 
“lle Material iber die TAmMschen Oberflachenterme und ihren EinfluB auf 
e KEigenschaften der Halbleiter noch langst nicht erschépft. Aus 
Sesen Arbeiten geht jedoch die Bedeutung der Oberflichenzustiande fiir die 
jlektronenprozesse im Festkérper schon zur Geniige hervor. Der experimen- 
‘le Nachweis fiir die Existenz von Oberflichentermen sowohl beim Vor- 
tundensein einer Schicht adsorbierter Fremdmolekile an der Kristall- 
Merflache als auch fiir eine reine Oberflache ist vollstandig gelungen. 
wohl die experimentellen als auch die theoretischen Untersuchungen iiber 
Je Oberflichenzustinde werden stindig fortgesetzt. Kiirzlich erschien eine 
Srbeit von Pikus (54) tiber die Theorie des Photoeffekts an Oberflichen- 
#rmen. Eine ziemlich vollstindige Theorie des Einflusses der Oberflachen- 
fustinde auf verschiedene Erscheinungen im Halbleiter (auf die Lage des 
themischen Potentials, die Austrittsarbeit, die Bandrandverbiegung und die 
4perrschichten, die elektrische Leitfaihigkeit diinner Halbleiterschichten und 
Jinkristalliner Polykristalle, die Reflexion und Absorption von Licht an einer 
J.albleiteroberflache) wird in der Dissertation von Pikus (18) gegeben. Eine 
rze Zusammenfassung tiber die Theorie der Oberflichenbarrieren und der 
‘berflachenleitung findet der Leser in dem kiirzlich erschienenen Bericht von 
YARDEEN und MorRIsoON (55). Neue experimentelle Untersuchungen iiber 
en EinfluB eines 4uBeren Feldes und adsorbierter Gase auf die Austritts- 


Grbeit eines Halbleiters, die Oberflaichenbarriere, die Oberflachenleitung und 
ie Photoleitfihigkeit sind in der Dissertation von LJASCHENKO (56) 
fusammengestellt. 

heider konnte bis heute die Existenz einer Oberflaichenleitung im zwei- 
Jimensionalen Oberflachenband noch nicht mit Sicherheit nachgewiesen 
} erden, da sich diese Leitfahigkeit nicht von der Leitfahigkeit der Rand- 
ichicht des Halbleiters, die infolge der Bandverbiegung mit Ladungstragern 
i gereichert ist, trennen 1aBt. 

1s gibt eine umfangreiche Literatur, in der die Oberflachenzustande zum 
‘ufbau einer Theorie der Adsorption und der Oberflichenkatalyse chemischer 
Reaktionen herangezogen werden. Diese Probleme gehen jedoch tiber den 
Rahmen dieser Arbeit hinaus. 


3. Die Oberflachenschwingungen des Gitters 

Die in den ersten beiden Abschnitten dargelegte Theorie der Oberflachen- 
‘ustande weist eine bemerkenswerte Analogie zur Theorie der Oberflachen- 
hwingungen der Gitteratome auf. Diese Schwingungen klingen in Richtung 
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der Normalen zur Oberflache schnell ab; im eindimensionalen Fall sind sie 
lokaler Natur. Das Energiespektrum dieser ,,Oberflachen-Schallquanten“ has: 
einen eigentiimlichen Charakter (60; 61); einer seiner Zweige geht im Grenz-. 
fall groBer Wellenlangen in die bekannten RAYLEIGHschen Oberflachenwellen : 
iiber. Die iibrigen Schwingungen bilden besondere ,,optische“ Oberflachen- 
zweige. 

Trot, der weitgehenden mathematischen Analogie zwischen der Theorie der 
Tamnschen Oberflichenzustande und der Theorie der entsprechenden Schall- 
quantenzustande besteht zwischen beiden doch ein wesentlicher Unterschied: 
Die Wellenfunktionen des Elektrons hangen von stetig veradnderlichen 
Koordinaten ab und geniigen einer Differentialgleichung; die elastischen 
Wellen im Kristall (d. h. die Wellenfunktionen der Schallquanten in der 
Quantentheorie des Gitters) hangen von einem diskreten Argument ab und 
geniigen einer Matrizengleichung, die nur im Grenzfall langer Wellen, d. h. 
fiir den akustischen Zweig der Schwingungen, in die Differentialgleichung der : 
Schallwellen tibergeht. 

Trotz einer Reihe von Komplikationen, die der Ubergang von einem stetigen | 
zu einem diskreten Argument und von einer Differential- zu einer Matrizen- - 
gleichung mit sich bringt, werden viele Probleme eben dadurch klarer, daf 
man mit diskreten GrdBen arbeiten kann. Speziell stiitzt sich die besondere : 
Methode (60), mit deren Hilfe man das Spektrum der Oberflachenschwin- 
gungen bestimmen kann, wesentlich auf die Diskretheit der Koordinaten- 
Variablen. 

Um den Grundgedanken dieser Methode und die wichtigsten Ergebnisse 
darzulegen, erinnern wir zunachst an einige Tatsachen tiber die Schwingungen 
in einem unbegrenzten Kristall. 
Wir betrachten ein p-atomiges unbegrenztes Kristallgitter. Die Gitterpunkte 
liegen bei R = n;a; (¢ = 1, 2, 3), wobei n; ganze Zahlen und a; die Grund- 
perioden sind. 

y®* (Rt) sei die z-Komponente der Verschiebung des s-ten Atoms in der durch 
#t gekennzeichneten Zelle aus seiner Gleichgewichtslage (s = 1, . . ., p). 
Dann haben die Gitterschwingungen nach Abtrennung des Zeitfaktors e-*@! 


die Form oo’ ee 
> Ann yp? (H) = mw? y? (HR). (51) 
Hierbei bedeutet das Symbol o die Gesamtheit der Variablen x und s, und 


die Koeffizienten Ani kennzeichnen die Wechselwirkung zwischen den 
Atomen im Abstand  — f’. 


Lésungen dieser Gleichung sind die ebenen Wellen 


y7(R) = gy et *®, (52) 


wobei der Polarisationsvektor q% = q= durch ein System von 3 p-Gleichungen 
bestimmt wird: 


aro’ go" - wg? = 5 aro’ — ps re ete R. (53) 


Die Frequenzen w = w (%), die dem Ausbreitungsvektor x des Schallquants 
entsprechen, ergeben sich aus der Lésbarkeitsbedingung des Systems (53) 


D(a%’ — w25yq") = 0 (54) 
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ja s Symbol D bedeutet die Determinante). Durch Auflésung der Gleichung 
4) erhalt man die 3” Wurzeln 


On = w?(%) (== Tas oD) s 


‘de davon entspricht einem bestimmten Pen Wine nn eaar ots Jedem Zweig 
jtspricht ein bestimmter Polarisationsvektor g7,7. Beriicksichtigt man die 
‘Siviale Bedingung 
SY ea 
a 


anzem Keine Krafte auftreten, so tiberzeugt man sich leicht, daB drei der 


Uweige w;( x x) bei Null beginnen und fiir lange Wellen (kleine x) ein Disper- 
‘onsgesetz von der Form 


CAO). 90 en oo Me reed 8 (55) 


ipfolgen. Diese Zweige werden als akustisch bezeichnet. Die entsprechenden 
‘ehwingungen sind dadurch gekennzeichnet, dafB fiir x > 0 jede Zelle als 
Sanzes verschoben wird, d.h., da8 die Polarisationsvektoren nicht von der 
‘jummer des Atoms in der Zelle abhangen (q*° = q). Die tibrigen 3p — 3 Zweige 
‘eisen diese Eigenschaft nicht auf; die entsprechenden Frequenzen haben fiir 
seine x folgendes Dispersionsgesetz : 


w? = we + Cinm yx. (56) 


Wiese Schwingungen kénnen bei x — 0 ein von Null verschiedenes Dipol- 
jhoment haben und werden als optisch bezeichnet. 

)ym die Analogie der Losungen (52) mit den Wellenfunktionen von Elek- 
Sjonen im Band deutlicher zu machen, schreiben wir diese Losungen in der 
orm = 
i Yr (Ft, 8) = qr (s) 6 * (57) 
(pe? (R) = yp? (R, 8); g°* = 9" (s)). 


jese Ausdriicke stellen modulierte ebene Wellen dar, denn die Variable s 
fennzeichnet die ,, Koordinate“ innerhalb der Zelle, Kt ist die Koordinate der 
4blle selbst. Diese Ausdriicke entsprechen vollstandig der Gleichung (2) von 
1 (genauer ihrem dreidimensionalen Analogon). Die Nummer des Schwin- 
} aingszweiges r entspricht der Bandnummer bei den Elektronenfunktionen. 
ie Abhangigkeit des Quadrates der Frequenz vom Ausbreitungsvektor 


w? = w2(#) 


4 tspricht dem Disperionsgesetz 
| E = E(f) 


ir die Bandelektronen. Zu beachten ist, daB die Konstruktion des Dis- 
brsionsgesetzes w(x) fiir die Schallquanten aus den gegebenen Kopplungs- 
‘effizienten Ax auf die Losung einer algebraischen Gleichung vom Grade 3p 
Jinauslauft, wahrend das analoge Problem fir die Differentialgleichung (1) 
vanszendenten Charakter hat. 


——— ee ee 
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Insbesondere lautet die Ausgangsgleichung fiir eine eindimensionale ei 


atomige Kette 
» Anny (nm) Se mo*y(n), (5& 


1 , 
und daraus folgt wo? (ei om, Di Agents, ( 


Die Kopplungskoeffizienten A, nehmen mit wachsendem Abstand na schne 
ab. Beschrinkt man sich speziell auf die Wechselwirkung zwischen nachste 
Nachbarn, so erhalt man 


mw? (%) = Ay + 2A, cos ax. (6 
Die Bedingung >’ A, = 0 liefert ) 
mw? (x) = Ay(1 — cos ax), (61: 


und entsprechend den obigen Ausfiihrungen fiir kleine x 


j= 
C306) 00 sy era ae (62: 


Auch der allgemeinere Fall (60) mit A, + 2A, + 0 hat physikalische Bedeu: 
tung, wenn man sich nicht mehr auf eine einatomige Kette beschrankt (61) 
Ist z. B. in einer zweiatomigen Kette die Masse eines Atoms wesentlich 
groBer als die des anderen, so ist fiir die Normalschwingungen des optischez 
Zweiges die Amplitude der schweren Atome verschwindend klein. In dex 
Bewegungsgleichungen kann man also die Verschiebungen der schweres 
Atome vernachlassigen, und deren Rolle beschrankt sich auf die Erzeugung 
elner zusdtzlichen elastischen Kraft, welche die leichten Atome an ihre 
Gleichgewichtslagen bindet (also die Bedingungen A, + 2A, = 0 verletzt) 
Hierbei gilt offenbar als neue Bedingung 


mw?(0) = A, + 24, = B +0, (68 


sie steht im Einklang mit der Zerlegung (56) fiir die optischen Zweige. 

Wir wollen das Wesen der erwahnten allgemeinen Methode zur Untersuchung 
der Oberflachenschwingungen an dem einfachsten Beispiel der eindimensio- 
nalen Kette mit Wechselwirkung zwischen den néchsten Nachbarn erlauterr 
und benutzen dabei die allgemeinere Beziehung (63) zwischen den Koeffi- 
zienten A,. Wir schreiben die Bewegungsgleichung fiir die unendliche Kette 
(58) in der Matrixform 


(A — w) yp = 03. (64 
yp= lr); Ann = Ann 
(zur Abkirzung sind hier Einheiten benutzt, in denen m = lund a=1 
a oat einer Wechselwirkung zwischen den nachsten Nachbarn fihren wit 
folyende zusitzliche Bezeichnungen ein: 
Ay=2a+ 6; Ay=—a; a,B>0. (65) 


tite (66' 


Damit wird w?(%) = B + 4a sin? 5 
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far betrachten zunachst ein Hilfsproblem: Im Koordinatenursprung be- 
‘de sich eine Inhomogenitiat, es wae dort etwa ein abgeainderter Wert 
is Kopplungskoeffizienten Ajo = A, + €; es ist zu untersuchen, welchen 
nfluB diese Inhomogenitat auf das Schwingungsspektrum der Kette aus- 


P Phematisch bedeutet dieses Problem eine Ersetzung der ungestérten 
lusgangsgleichung (64) durch die Gleichung 


ij 

i (A —o) p= Ay (67) 
jit der Stormatrix 

ini 6 Ong aoe 

sorungen von diesem ,,lokalen‘‘ Typ sind in allgemeiner Form in den 
sbeiten (57 —59) eingehend untersucht worden?). 


on »lokalem‘‘ Charakter zur Gleichung (64) eine Abspaltung diskreter 
‘igenwerte (diskreter Frequenzen) von den Raéndern jedes der Intervalle mit 


wurden auch explizit die Gleichungen aufgestellt, die die Lage dieser 
prequenzen bestimmen. In dem hier untersuchten einfachsten Fall, in dem 
@y als gegebene rechte Seite der Gleichung (67) aufgefaBt wird, erhalten wir 
earch Auflosung dieser Gleichung nach y fiir die Frequenzen w, die nicht 
anerhalb des Kontinuums q (x) liegen 

2n 


__ €y(0) Coma 
hE) eae: expan | Mc 
0 


letzen wir in (68) n = 0 und dividieren auf beiden Seiten durch y(0), so 
ichalten wir als Gleichung fiir die vom Kontinuum w?(x) abgespaltene dis- 
jrete Eigenfrequenz w? = z 


2x 
eee, dx 
gan] eee 6 
: aa | w?(%) —z Hae. 


Miese Gleichung gilt fiir eine beliebige Differenzenmatrix A,_, [dabei wird 
2 (x) durch die Formel (59) gegeben]. Eine Diskussion der Gleichung (69) 
jeigt, daB fiir jedes ¢ genau eine Wurzel z existiert; im Fall e < 0 (abge- 
chwichte Kopplung) liegt hierbei der diskrete Term z links vom Kontinuum, 
in Fall e > 0 (verstarkte Kopplung) rechts vom Kontinuum. 

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns wieder der Bestimmung der 
)berflachenterme zu; auch hier beginnen wir mit dem eindimensionalen Fall. 
»as Wesen der zu schildernden Methode besteht darin (60, 6/), da die 


N In letzter Zeit erschien eine Reihe von Arbeiten (62—65) u. a., in denen ein Teil der 
Prgebnisse der Arbeiten von LirscHiZ, die schon in den Jahren 1947—48 veroffentlicht 
j7urden, enthalten ist. Hinweise auf die Arbeiten von Lirscui1z fehlen in diesen Arbeiten ; 
ie sind den Autoren offenbar unbekannt geblieben. 


i 
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Kristallgrenze (im vorliegenden Fall die Grenze der eindimensionalen Kette) 
als lokale Stérung aufgefaBt wird. Die Méglichkeit zu einer solchen Behand~ 
lungsweise ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wir zerschneiden die Kette | 
im Koordinatenursprung zwischen den Atomen » =0 und n= 1; dann 
unterscheidet sich die neue ,,gestérte‘‘ Matrix der Wechselwirkungskoeffi- 
zienten A/’,, von der urspriinglichen A,_,’ dadurch, daB die Wechselwirkung 
zwischen den beiden Atomen beiderseits der Schnittstelle fortfallt, wahrend 
alle iibrigen Matrixelemente ungeandert bleiben. Setzen wir 


a) 
so erhalten wir fiir die Stormatrix 
Azide =A 


folgenden Ausdruck, der ohne weitere Erliuterungen klar ist [es gelten die 
Bezeichnungen (65)]: 


2a+p —a | 0 
. wa atp—FP | 
A’ =||————————————————————— : (70) 
0 | a ee ieee 
[lies rei? 2a+ 6 
2a+B —a 0 . eGhhe 
ao —a 2e+P —a Oe ae 
A= 0 —a 2a+B —a ; (70a) 
0 0 —a 2a+f8 
; Han SS Bb rst 
5 lee One ey a OP ee: 
Ae Wein é ag ngiea von Mall (70b) 
0 0 0 0 


Speziell im Fall 6 = 0 ist, wie man sich leicht tiberlegt, auch 6, = 0, und die 
Matrix A hat die Form!) 


ea) 0 0 a iahod 

sala: 0 —a@a Ou Os 

Ne bt re AO Che (=O LOS 
0 0 0 O 


1) In diesem Fall ist am freien Ende 
a [p(0) — w(1)] = mw? (0). 
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Bi 
| a+ By’ 
tr links vom linken Rand £ des Kontinuums liegt. 


te Amplituden der Schwingung, die zu diesem diskreten Eigenwert gehort, 
jjngen mit der Entfernung vom Kettenende ab: 


or =2=p — (71) 


vin) =0 (5 nis Ox (72) 


n 
cB) 
yi B = 0 und f, = 0 beginnt das Kontinuum bei Null, und es ergibt sich 
iturgemaB keine diskrete Frequenz. 
air gehen nun zu dem realen Fall eines dreidimensionalen Kristalls tiber, der 
irch eine ebene Oberflache begrenzt ist (kristalliner Halbraum) und wahlen 
)» Vektoren der Gitterperioden a,, a, und a, so, daB a, und a, in der Grenz- 
éche liegen. Wenn wir dann das Vorhandensein der Grenze als eine Stérung 
A rachten und ahnlich vorgehen wie im eindimensionalen Fall, so kénnen 
ir uns leicht tiberzeugen, daB die Elemente der Stérmatrix Ag in der 
41) entsprechenden Gleichung beziiglich der Komponenten , 9’ in der 
wenzebene Differenzencharakter und beziiglich der dritten Komponente 
@kalen‘‘ Charakter haben: 


Ax == Aes Ne—n? Ns—ng) (73) 
K — Ny, Ay ao Nz Ay a Ng Az - 
je Wellenfunktion des Schallquants [die Lésung der Gleichung (67)] setzen 
sr folgendermaBen an: 
VEC) 78 (mg) erate TMs), (74) 
> > 
6 | % Ay; Xo = #2. 


ann k6énnen wir die Variablen trennen und die Gleichung fiir y° (3) in einer 
frm schreiben, die dem bereits behandelten eindimensionalen Problem 
etspricht: 

DS Anne (Has 2) 1 (mn) — 0? x2 (m) = DP ART (eens 2) 27 (0). 

bei ist Ae. (4, %_) = pat Aj an eanweal 


As : 
nn’ Ce 2) == eS, Awe Nz, nn’ er (mim + Mame), 


‘ilt man also den Wert des Ausbreitungsvektors in der Grenzfliche ie 
}., x,) fest, so erhalt man eine eindimensionale Gleichung, in der die Matrix 


»mente A,_,’ (2) und Ayn’ (%) im wesentlichen die Wechselwirkung zwischen 
‘in Wellen beschreiben, die sich in den Gitterschichten parallel zur Grenz- 


iche a,, a, ausbreiten. Bei einem festen Wert von# = (%, %) bildet das 
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Frequenzspektrum des ungestérten (unendlichen) Gitters, wie bereits gezeigt, 
eine Reihe von kontinuierlichen Intervallen (Zweigen). Die Grenzwerte 
dieser Zweige, die unendlich langen Wellen in einer Richtung senkrecht zum: 
Grenzflache entsprechen, sind 


Wy = W (4, 2; 0). ce 


Auch die Zweige, die akustischen Schwingungen entsprechen, beginnen hier 
also nicht mit der Frequenz Null (dies ist ibrigens physikalisch sofort einzu. 
sehen, da die Existenz von Null verschiedener Werte x, und x, eine endliche 
Wellenlange in der Schichtebene bedeutet). 

Nach dem oben Gesagten fithren die lokalen Stérungen Any’ (%), durch die 
man die Kristallgrenze beschreibt, zu einer Abspaltung diskreter Frequenzen 
von den Riindern der Kontinua, deren Lage vom Wert des zweidimensionalen 


Vektors % = (x1, x.) abhangt. Speziell liegen die Eigenwerte, die sich von den 
akustischen Zweigen abspalten, bei jedem endlichen x links vom linken Rand 
dieser Zweige (60) : HOSEN Ce MUS : 


Die von den kontinuierlichen Zweigen ESTE Frequenzen bleiben 
diskret, solange der Wert des CUC E sgot x der , Oberflachenwelle“ fest- 


gehalten wird. Durchlauft der Vektor x % alle méglichen Werte, so bilden diese: 
Frequenzen kontinuierliche ,,Oberflachenzweige“, die im Frequenzspektrum 
des Kristalls neben die tiblichen ,,Volumenzweige treten. Die ,,akustischen™ 
Oberflachenwellen liefern im Grenzitibergang zum Kontinuum die bekannten 
RAYLEIGHschen Wellen, wie in der Arbeit (67) am Beispiel eines einfachen 
Modells gezeigt wurde. AuBerdem gibt es in zusammengesetzten Gittern, 
wie aus den obigen Ausfiithrungen hervorgeht, noch ,,optische‘‘ Oberflachen- 
wellen, die kein Analogon in der Theorie des Kontinuums haben (60, 61). 
Infolge der Translationssymmetrie sind bekanntlich nur die Grenzfrequenzer 
der optischen Zweige optisch aktiv, d.h. die Normalschwingungen des 
Gitters koénnen nur in dem Grenzfall unendlich langer Wellen ein von Null 
verschiedenes elektrisches Moment haben. Die Anzahl der Frequenzen im 
Ultrarotspektrum eines idealen Kristalls ist also héchstens 3p — 3, da 
Beschrankungen, die auf der Symmetrie der betreffenden Kristallklasse 
beruhen, diese Anzahl sogar noch verringern kénnen, indem sie ein Zu- 
sammenfallen von Grenzfrequenzen und einen Verlust der optischen Aktivitat 
fiir einige von ihnen bedingen. Analoge Uberlegungen tiber die Translations- 
symmetrie in den Richtungen parallel zur freien Oberflache ergeben, da auch 
im Fall der optischen Oberflachenzweige nur die Grenzfrequenzen, die unend- 
lich langen Oberflachenwellen entsprechen (x,, x, = 0), optisch aktiv sein 
kénnen. Diese Frequenzen kénnen in den Ultrarot-Absorptionsspektren und 
in den RAMAN-Spektren der Kristalle als zusatzliche Spektrallinien auf- 
treten (68). 

Da die Amplituden der Oberflachenwellen im Innern des Kristalls sehr 
schnell abklingen, kann die Intensitat dieser Linien nur im Fall einer seh 
entwickelten Oberflache merklich sein. Andererseits kann man leicht zeigen, 
daf diskrete Frequenzen nicht nur auf einer freien Oberflache, sondern auch 
auf beliebigen und beliebig kleinen Periodizitatsstérungen der Kristal. 


: 
| 
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ktur, die an einer bestimmten Kristallebene lokalisiert sind, beruhen 
nen. So stellt z. B. die Grenze zwischen den Mosaikblécken oder den 
elnen Schichten eines Kristalls von variabler Struktur eine Stdrung dieser 
it dar. Die Abmessungen der Blécke sind groB genug, daB die obige Be- 
Todlungsweise mindestens qualitativ anwendbar wird. Die Trennflichen 
lischen den Blécken kénnen so zahlreich sein, daB die Intensitat der darauf 
“uhenden Spektrallinien merklich werden kann. Leider gibt es noch keine 


Ae Abanderung des Schwingungsspektrums i in der Nahe einer freien Ober- 
che kommt auch in den Oberflachenwerten der thermodynamischen 
“tentiale zum Ausdruck. Eine Methode zur Bestimmung dieser Potentiale 
ifrd in (67) angegeben. Wir weisen schlieBlich darauf hin, da8 man auf aéhn- 
ihem Wege auch inhomogene Probleme der Statik und Dynamik eines 
istallinen Halbraums lésen kann; speziell ist ein Problem gelést worden, 
s dem Problem von BoussINEsgQ fiir das Diskontinuum entspricht; ahn- 


d>schnitten ausfihrlich besprochenen TAMMschen Oberflachenzustinde, wie 
s dem Vorstehenden klar geworden sein wird, als diskrete Terme auffassen 
n, die sich von den entsprechenden Energiebandern infolge der Stérung 
rch die Existenz einer freien Oberflache abgespalten haben. Diese Deutung 
(@r Entstehung dieser Terme scheint uns recht natirlich und fiihrt unmittel- 
ifr auf die Anwendung von Uberlegungen analog der beschriebenen Methode 
Or lokalen Stérungen zur Behandlung dieser Terme. 
Ubersetzt von H. VoGEL 
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Der Photoeffekt in Metallen 


Von S. W. WonssowskI, A. W. SOKOLOW und A. 8S. WEXLER?) 


§1. Einleitung 


| tieferes Verstandnis fiir die Struktur der verschiedenen Stoffe und voll- 
iindigere und genauere Vorstellungen tiber die Natur ihrer Eigenschaften 
aindglicht. Auch die praktische Bedeutung ist im Zusammenhang mit der 
thnischen Ausnutzung dieser Erscheinungen in der modernen Elektro- 
@hnik, Radiotechnik und Elektronik sehr gro8. 
ater den zahlreichen Wechselwirkungsformen der elektromagnetischen 
frahlung mit der Materie wird uns in dieser Arbeit besonders der sogenannte 
«Bere photoelektrische Effekt in Metallen interessieren. Vom phino- 
fnologischen Standpunkt ist hierunter die Emission von Elektronen aus einer 
-talloberflache bei Belichtung, d. h. bei der Einwirkung elektromagnetischer 
Mrahlung im ultraroten, sichtbaren und ultravioletten Frequenzbereich zu 
virstehen. Das Herausschlagen von Elektronen durch Réntgen- und y-Strah- 
vig ware streng genommen ebenfalls als Photoeffekt zu bezeichnen. Natiir- 
sih ist ein photoelektrischer Effekt nicht nur in Metallen, sondern auch in 
aderen Festkérpern (Halbleitern, Isolatoren, Molekilkristallen u.a.) zu 
obachten, ebenso auch in Fliissigkeiten. Wir werden uns jedoch hier im 
M@sentlichen auf die Behandlung des photoelektrischen Effekts fiir den Fall 
#@tallischer Festkérper beschrinken. Von weiteren Wechselwirkungsarten 
ws elektromagnetischen Feldes mit der Materie, die dem auBeren Photoeffekt 
@rwandtsind, sind zu nennen: 1. die Phot oionisation, d.h. die Emission von 
dektronen bei der Bestrahlung von Gasen und Dimpfen, 2. die Photoleit- 
fhigkeit oder der innere Photoeffekt, d.h. die Entstehung von Leitungs- 
@ktronen bei der Bestrahlung von Kérpern, die sonst den elektrischen Strom 
‘tht leiten (Halbleitern oder Isolatoren), 3. der photogalvanische 
fekt, d.h. das Auftreten einer elektromotorischen Kraft in einem geschlos- 
jen Kreis unter dem Einflu8 einer Bestrahlung, aber ohne auBereStromquelle. 
ne strenge Trennung zwischen diesen Erscheinungen und dem 4uBeren 
Jiotoefiekt ist wegen ihrer gemeinsamen physikalischen Verwandtschaft 
bht durchzufiihren: wir wollen uns hier aber auf die Betrachtung des 


Beren Photoeffekts beschranken. 


} Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 56, 477 (1955). 
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Der auBere photoelektrische Effekt wurde von HEINRICH HERTZ entdeckt (L 
(im Jahre 1887). Bemerkenswert ist, daB HERTZ diese Entdeckung, die i 
der Entwicklung der Quantentheorie eine so entscheidende Rolle spielet 
sollte, ganz nebenbei in seinen beriihmten Versuchen zur experimentelle 
Begriindung der elektromagnetischen Lichttheorie machte. HERTZ beob- 
achtete, daB die Lange des elektrischen Funkens in der Funkenstrecke d 
Hilfsschwingkreises davon abhing, ob das Licht eines anderen Funkens, der 
in der Funkenstrecke des Hauptkreises brannte, darauf fiel oder nicht. Es 
zeigte sich, daB der Funke in der Funkenstrecke des Hilfskreises kiirzer ist, 
wenn er gegen das Licht geschiitzt ist, als wenn er beleuchtet wird. Es zeigte 
sich ferner, daB dieser Effekt auch im ultravioletten Spektralbereich der 
einfallenden Strahlung auftritt, und daB er am besten zu beobachten ist, 
wenn die negative Elektrode der Funkenstrecke beleuchtet wird. Diese 
Ergebnisse der Versuche von HERTZ bedeuteten den Beginn eines intensiven 
Studiums des photoelektrischen Effekts. Unter den folgenden experimentellen 
Untersuchungen sind in erster Linie die Arbeiten von STOLETOW (2) zu 
nennen, in denen die Grundgesetze des Photoeffekts aufgestellt wurden, 
ferner die Arbeiten von HALLWACHS (3) und anderen Forschern. LENARD (4) 
und THOMSON (4) zeigten, daB bei der Bestrahlung eines Metalls Elektronen 
entweichen ; diese waren schon vorher bei den Versuchen mit Kathodenstrahlen 
in Entladungsrohren entdeckt worden. 

Bei der Untersuchung der Elektronenemission durch eine belichtete Substanz 
muBte vor allem der Zusammenhang zwischerf den KenngréBen der ein- 
fallenden Strahlung und denen des austretenden Photoelektronenstroms fest- 
gestellt werden. Als wichtigste Eigenschaften der Strahlung sind ihre Inten- 
- sitat, ihre spektrale Zusammensetzung (Frequenz) und ihre Polarisation zu 
betrachten ; fiir den Elektronenstrom kommen vor allem die Zahl sowie die 
Geschwindigkeits- und Richtungsverteilung der Elektronen in Frage. Die 
Aufgabe der Theorie ist eine Berechnung der Beziehungen zwischen diesen 
Grof8en und ihr Vergleich mit dem Experiment. 

Durch die oben genannten und viele andere experimentelle Untersuchungen 
wurden folgende drei empirische Grundgesetze des auBeren Photoeffekts 
festgestellt : 

1. Der photoelektrische Strom j ist direkt proportional der Intensitaét J des 
Lichtstroms, der den Photoeffekt hervorruft, falls die spektrale Zusammen- 
setzung dieses Lichtstroms nicht geindert wird (Gesetz von STOLETOW). 

2. Es gibt eine langwellige Grenze (A, oder »)) im Spektrum; von dieser 
Grenze angefangen (fiir A < A, oder fiir y > ») kann in der betreffenden 
Substanz ein Photoeffekt auftreten (Gesetz der ,,roten‘‘ Grenze). 

3. Die Energie der Photoelektronen ist unabhangig von der Lichtintensitat, 
dafiir hingt der Maximalwert dieser Energie mv?/2 linear mit der Frequenz 
des einfallenden Lichtes zusammen, d. h. 


1 
aie MV max = a + by. (1,1) 


Hierbei sind a und b Konstante; m ist die Masse und v die Geschwindigkeit 
des Photoelektrons. 
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‘a8 ssischen Wellentheorie des Lichts nicht verstehen und fiihrten zu einer der 
ty 2 tastrophen der klassischen Physik, die den quantenhaften Charakter der 
“tichterscheinungen nicht erkliaren kann. Erst EINSTEIN (6) konnte eine 


) per den Photoeffekt bildete den Beginn fiir die moderne Theorie der Wechsel- 
irkung von Licht und Materie. EINSTEIN nahm an, da8 Licht von der 
‘requenz » nur in Quanten von der Energie hy absorbiert und emittiert 
eherden kann (h ist die PLANCKsche Konstante); er nahm ferner an, daB die 


1 
hy=y+ 7 MVinax - (1,2) 


S=abei ist y die Minimalenergie, die zur Entfernung eines Elektrons aus dem 
etall ins Vakuum erforderlich ist, also die sogenannte Austrittsarbeit; Umax 
Ht die maximale Geschwindigkeit der austretenden Elektronen. Aus der 
leichung (1,2) ergeben sich sofort das 2. und das 3. Gesetz des Photoeffekts. 
)/ur die langwellige Grenze erhalten wir 


hip Ve = x (1,3) 
h 
Die Minimalfrequenz y, wird also durch die Austrittsarbeit bestimmt; aus 
WHleichung (1,2) folgt weiter sofort, daB die Maximalenergie der Photo- 
Mlektronen eine lineare Funktion der Lichtfrequenz ist, also gerade die dritte 
(mpirische GesetzmaBigkeit. Das erste STOLETOWsche Gesetz wird durch die 
WINSTEINsche Theorie ebenfalls gut begriindet, denn die Anzahl der Photo- 
ektronen wichst direkt proportional der Photonenzahl. Die EINSTEINschen 
xleichungen wurden in einer Reihe von Versuchen iiberpriift. An erster Stelle 
Hind hier die grundlegenden Arbeiten von JOFFE (7) tiber den elementaren 
@Photoeffekt zu nennen, in denen zum ersten Mal der Elementarakt der 
juantenhaften Lichtabsorption beobachtet werden konnte, den EINSTEIN 
m der Formel (1,2) vorhergesagt hatte. Eine wichtige Etappe in der experi- 
Imentellen Untersuchung des Photoeffekts bedeuteten auch die auferst 
tubtilen Arbeiten von LUKIRSKI und PRILESCHAJEW (8), die eine Methode zur 
Messung des Photoeffekts mit Hilfe eines Kugelkondensators entwickelten 


},lektronen an einer ganzen Reihe von Metallen durchfiihrten, ferner auch eine 
/Prazisionsmethode zur quantitativen Bestimmung der PLANCKschen Kon- 
stanten angaben. 

‘Aus Formel (1,3) geht hervor, daB die photoelektrische Grenze durch die 
j|Austrittsarbeit bestimmt wird, die ihrerseits wieder von den Verhaltnissen 
an der Metalloberflache abhangt. Man kann also erwarten, daB die Grenz- 
frequenz », wesentlich vom Zustand der Metalloberflache abhangt; das 


de 
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Experiment bestitigt dies vollauf. Die Bearbeitung der Oberfliche, dass 
Vorhandensein adsorbierter Gase usw. konnen die Austrittsarbeit und damit 7 
auch die GréBe der langwelligen Grenze wesentlich beeinflussen, so daB eine # 
Bestimmung der langwelligen Grenze fiir reine Metalle sehr schwierig ist, 
Auch die Temperatur des Metalls kann von wesentlichem Hinflu8 auf 
GréBe », sein. Versuche mit reinen Oberflaéchen im Vakuum haben gezeigt, | 
da®B der Photostrom j fiir Frequenzen, die von der langwelligen Grenze weit. 
entfernt sind (vy — 1) >), nur schwach von der Temperatur abhangt, 
dagegen bei Frequenzen in der Nahe dieser Grenze, besonders fir die kleinste 
wirksamen Frequenzen (vy ~ 7,) stark mit der Temperatur anwachst; mit 
wachsender Temperatur verschiebt sich also die langwellige Grenze ins Gebiet_ 
kleinerer Frequenzen, und diese Grenze wird mit wachsender Temperatur 
immer weniger scharf. Ahnlich wie die Temperatur wirkt ein beschleunigendes 
elektrisches Feld an der Oberfliche der Photokathode auf den Photostrom. 


Elektronenzahl 
Empftindlichkeit 
der Photokathode 


7) O25 Os Q75 7 0 % Freguenz v 
E/Emax 


Abb. 1. Energieverteilung der Photo- Abb. 2. Schematische spektrale Verteilungen des Photostroms. 
elektronen fiir Aluminium (8). A:,,normaler“‘ Photoeffekt, B: Photoeffekt mit spek- 
traler Selektivitat. 


Der EinfluB dieses Feldes ist gering fiir Frequenzen, die weit von der lang- 
welligen Grenze entfernt sind (vy 1), dagegen sehr wesentlich fir Fre- 
quenzen y ~ 9. 
AuBer der photoelektrischen Grenze sind zur Kennzeichnung des Photo- 
effekts die Energie der Photoelektronen und die spektrale Verteilung des 
Photoeffekts, d. h. die Abhingigkeit des Photostroms von der Frequenz sehr 
wichtig. Hierbei ist es von Bedeutung, die Verteilungsfunktion der Elektronen 
auf die Geschwindigkeiten » oder die Energien ¢ zu kennen, wobei die Fre- — 
quenz v als Parameter eingeht: f(e; v). Abb. 1 zeigt als Beispiel die Energie- 
verteilung der Photoelektronen fiir Aluminium (8) bei der Einstrahlung der 
Wellenlinge 2 = 2536 A. Auf der Ordinatenachse ist die Anzahl der Photo- 
elektronen n (in willkiirlichen Einheiten), auf der Abszissenachse das Ver- — 
haltnis der Elektronenenergie zur Maximalenergie E/E max aufgetragen. Diese 
Kurven unterscheiden sich fiir verschiedene Metalle nur wenig, kénnen sich 
aber beim Ubergang zu diimnen Schichten (fiir Schichtdicken d unterhalb 
10-* cm) erheblich deformieren (8). 

Die Abhangigkeit des Photostroms von der eingestrahlten Frequenz hat 
die in Abb. 2 dargestellte Form. Auf der Ordinatenachse ist hier das Verhaltnis 


— 


Der Photoeffekt in Metallen 119 


*; Photostroms j zu der Intensitét J des Lichtes, das ihn hervorruft, auf- 
pragen (7/I heiBt die Empfindlichkeit der Photokathode), auf der Abszissen- 
se die Frequenz vy. Eine Kurve vom Typ A in Abb. 2 entspricht einem 
‘mormalen‘ Photoeffekt (normale Charakteristik): sie steigt mit wachsender 
‘Jequenz monoton an. Die Kurve B in Abb. 2 hat ein Maximum in einem 


Hf. Hierbei kann die Selektivitaét einfach spektral bedingt sein, wenn in 
‘hem Frequenzbereich das Maximum der Kurve Abb. 2 unabhangig von der 


“feuhen, wenn das Maximum nur bei einer bestimmten Polarisationsrichtung 
iis auf die Photokathode auftreffenden Lichts vorhanden ist. 
ie Empfindlichkeit der Photokathode j/I laBt sich auch etwas anders be- 


y 
vrai 


bso die Photoelektronenzahl benutzt, ferner anstelle der Lichtintensitat ihr 
rhaltnis zur Energie eines Quants 
if 


hiv: = Nqu;> 


nn die Empfindlichkeit, ausgedriickt durch die Anzahl der Photoelektronen, 
> ein absorbiertes Lichtquant freisetzt (die Quantenausbeute des Photo- 
Wekts): npn/qu. Diese GréBe ist nun sehr klein. Im Fall sehr reiner Metalle 
it sie die GréBenordnung 10-5 bis 10-*. Die Quantenausbeute ist eine Funk- 
9on des Abstandes von der langwelligen Grenze, d. h. der Differenz » — 1. 
iach experimentellen Daten von LUKJANOW (10) kann die Quantenausbeute 
Tsammengesetzter Kathoden im Maximum der spektralen Charakteristik 
twa 0,3 Elektronen fir ein absorbiertes Lichtquant erreichen. 
ir wollen uns hier nicht mit einem Uberblick iiber das gewaltige experimen- 
lle Material befassen, sondern verweisen den Leser auf die Monographien 
‘nd Berichte tiber den Photoeffekt (11). Im folgenden wollen wir nur die 
fichtigsten Ergebnisse einiger Arbeiten tiber die quantenmechanische Theorie 
ys photoelektrischen Effekts in Metallen darlegen. 


). Die Grundvoraussetzungen fiir den Aufbau einer Quantentheorie des 
' Photoeffekts und die halbphiinomenologische Theorie von FOWLER 


dine Theorie des Photoeffekts muB die spektralen Charakteristiken der Photo- 
lathoden, die Energieverteilung der Photoelektronen, die Temperatur- 
bhingigkeit des Photostroms und seine Abhangigkeit von einem beschleuni- 
enden Feld sowie auch den EinfluB des Zustandes der Oberflache und der 
vatur des Metalls, der Form und der GréBe der Photokathode auf den Photo- 
crom erkliren kénnen. Dieses ganze umfangreiche Programm zu lésen, war 
ie elementare Theorie von EINSTEIN nicht imstande (6). Das wurde erst 
urch die moderne Entwicklung der quantenmechanischen Theorie der 
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Kristalle méglich. In ganz allgemeiner Form lautet die Fragestellung fi I 
gendermagen: das System der Leitungselektronen im Kristall steht ig 
Wechselwirkung mit dessen Ionengitter und mit sich selbst; aus dem Vaku mn 
trifft auf das Metall eine elektromagnetische Strahlung von gegebeney 
Intensitat, Polarisation und Richtung auf. Nun ist der Elektronenstrom i 
Vakuum zu berechnen, der auf der Wechselwirkung des Elektronensystema 
mit dem elektromagnetischen Strahlungsfeld beruht. Zu diesem Zweck ist die. 
Wellengleichung dieses Systems zu lésen, die Wellenfunktion (die auch nicht~ 
stationdr sein kann) zu bestimmen, und daraus ist nach den allgemeinen 
Formeln der Quantenmechanik der Elektronenstrom zu berechnen. Zur 
Beriicksichtigung der Temperatureffekte ist auBerdem ein nicht mehr quanten- 
mechanisches, sondern quantenstatistisches Problem zu lésen, bei dem nicht: 
die Wellenfunktion, sondern die Dichtematrix (der statistische Operator) zu 
bestimmen und mit ihrer Hilfe der Photostrom als Funktion der Temperatur 
der Photokathode zu ermitteln ist. Die Losung 
sowohl der ersten als auch erst recht der 
zweiten dieser allgemeinen Fragen ist heute 
praktisch noch unmdglich. Man muB sich also 
mit Néherungslésungen begniigen, bei denen 
man die Stérungsrechnung und andere Nahe- 
rungsmethoden benutzt. 

Schon innerhalb des quantentheoretischen 
Modells freier Elektronen kann man wert- 


Abb. 3. Die Potentialschwelle an der : 5 - % 
Grenze des Metalls, die Aus- | VOlle-Fingerzeige zum Verstandnis der Natur 


trittsarbeit und die FER- deg untersuchten Effekts und seiner wich- 


imei ies e tigsten Eigenschaften fiir Metalle gewinnen. 


Vom Standpunkt dieses einfachsten Modells 
stellt das Metall einen ,, Potentialtopf“ (Abb. 3) mit einer Tiefe W, = hv, dar. 
Bei 0° K besetzen die Elektronen in diesem Topf infolge des PAULI-Prinzips 
die tiefsten Energieniveaus bis zu einer Maximalhéhe eg = hyg (FERMI- 
Grenze oder chemisches Potential des Elektronengases bei 0° K). Wie aus 
Abb. 3 hervorgeht, ist die Differenz zwischen der Tiefe des Potentialtopfs 
(der Hohe der Potentialstufe an der Grenze des Metalls) und der FERMIschen 
Grenzenergie gleich der Austrittsarbeit 


Wa—to=y; 


d.h. der Minimalenergie, die aufzuwenden ist, um ein Elektron aus dem 
hochsten besetzten Energieterm des Metalls ins Vakuum zu transportieren. 
Diese GréBe bestimmt die langwellige Grenze des Photoeffekts: y = hy 
(siehe § 1). Offenbar existiert eine solche Grenze streng genommen nur bei 
0° K, wo es eine bestimmte energetische Hohe eg gibt, oberhalb derer keir 
Term mit einem Elektron besetzt ist. Mit wachsender Temperatur erscheint 
in der FERMI-Verteilung fiir die Elektronen der sogenannte ,,MAXWELL-: 
Schwanz‘‘ thermisch angeregter Elektronen. Fiir Temperaturen oberhalb 0° K 
gibt es also nicht nur eine Wahrscheinlichkeit fiir die Emission von Photo 
elektronen, sondern auch fir die spontane thermische Elektronenemissior 
aus dem Metall. Infolge der starken Entartung des Elektronengases in der 
typischen Metallen ist aber die ,,Verschmierung“ des steilen Abfalls in det 
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‘\(2RMI-Verteilung der Elektronen bis zu Zimmertemperaturen und dariiber 
“100—1000° K) sehr unbedeutend, so da8 man fir Zimmertemperatur eine 
‘“nreichend scharfe langwellige Grenze zu erwarten hat. Zu ihrer Prizisions- 
‘westimmung miissen allerdings Versuche bei hinreichend tiefen Temperaturen 
agestellt werden, und die Kurven der Spektralverteilung miissen extrapoliert 
lerden. Diese Voraussage der Theorie wird im Experiment vollauf be- 
\Watigt (11). 

‘is ist zu erwarten, daB mit wachsender Frequenz v die Anzahl der Photo- 
‘}ektronen zunachst wachst, da die Elektronenmenge in den Termen zwischen 
7, — hy und der Grenzenergie ansteigt (Abb. 3). Hat die Frequenz y einen 
Wert erreicht, bei dem die Energie des Quants gréBer ist als die Hohe der 
itufe, hy > W,, so hat die Photoelektronenzahl keine Ursache mehr zu 


‘werten (selektiver Effekt). Dies wird experimentell auch beobachtet, be- 
Monders deutlich fiir Alkalimetalle, was offenbar auf den verhaltnismaBig 
‘eringen Wert des Potentials W, fiir diese Metalle zuriickzufihren ist. 
onfolge der groBen freien Weglange der Elektronen im Metall mu8 man an- 
mehmen, daB die StoBe der Elektronen mit den Gitterschwingungen (den 
WSchallquanten) keinen wesentlichen EinfluB auf die GréBe des Photostroms 
thaben. Das breite Energie-(Geschwindigkeits)-Intervall der Photoelektronen 
»eruht nicht auf den StoBen der Elektronen innerhalb des Kristalls, sondern 
Warauf, daB infolge der besonderen Kigenschaften der FERMI-Verteilung 
‘die Leitungselektronen im Metall sich schon bei 0° K iiber ein groBes Energie- 
Sintervall verteilen (von 0 bis €g, also von 0 bis etwa 10-!” erg oder 0,1 eV)?). 
flnnerhalb des Modells der freien Elektronen la8t sich auch eine detailliertere 
quantitative Rechnung durchfiihren, mit deren Hilfe man insbesondere eine 
tReihe quantitativer GesetzmaBigkeiten des Photoeffekts befriedigend erklaren 
ann [FOWLER (12)]. Die Metalloberflache liege in der 2, y-Ebene, ihre 
“Normale parallel der z-Achse. Der Elektronenstrom durch die Oberflache 
twird dann gegeben durch die Formel 


j= [N(e) D (é,) dex, (2,1) 
0 


wobei N (e1) die Anzahl der Elektronen ist, bei denen die ,,Normalkompo- 
‘mente‘‘ der Energie ¢, = mvi/2 im Intervall de, um ¢, liegt und die in einer 
* Sekunde auf die Metalloberfliche auftreffen; D(e,) ist die Wahrscheinlichkeit 
fiir den Durchtritt eines Elektrons mit der Normalenergie ¢, durch die 
' Potentialschwelle. Wie NORDHEIM zeigte (13), ist die GroBe N (e1)?) gegeben 


N(e1) = = kT In ( er uae ) (2,2) 


1) Anm. d. dtsch. Red.; Zahlenangaben im Original offenbar irrtiimlich; es sollte ,,einige 
eV“ heiBen. 2) und %) befinden sich auf S. 122. 
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Beim absoluten Nullpunkt erhalten wir insbesondere 
4 : 
N (eu) ==2" (eo — 44) fir ex <e0, | 


N(é1) = 90 fiir ree eg 


Die Funktion (2,3) stellt offenbar eine Gerade dar. 
Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit D(e,) mu man die Form der 
Potentialschwelle kennen, welche die Leitungselektronen im Metall zuriick- 
halt. Ist diese Potentialschwelle vorgegeben, so 14Bt sich die Wahrscheinlich- — 
keit nach den tiblichen quantenmechanischen Methoden bestimmen. 
Versucht man, die Formel (2,1) zur Berechnung des Photostroms zu benutzen, 
so stoBt man auf eine Reihe von Schwierigkeiten, die sich daraus ergeben, 
da8 der EinfluB der einfallenden elektromagnetischen Welle auf die Energie- 


2) Tatsachlich ergibt sich aus dem Ausdruck fiir die FERMI-Funktion (73), daB die Anzahl 
der Elektronen, deren Impulskomponente p, im Intervall dp, liegt, folgenden Wert hat: 


+co +¢0 
dp, Renctitit Ps Ape DS: ails 


n(p,) 1p, = dines 23 (: ate ee ie + p3 3 
—€&o 
spuigaaataer tig 


mm 


—oco —oo 
Wir fiihren die neuen Koordinaten _ 
Pe=OCOSP, Py=esing 
ein und integrieren tiber den Winkel von 0 bis 27; dann erhalten wir 


4n odo 


(Ps) = 79 ae : 
Smee 
exp\ —7-—] +1 
0 


Fihren wir die neue Integrationsvariable 


& = 07/2mkT 
ein, ferner die Bezeichnung 
1 — &9 
Ee eee 
mit p?/2m = eé1, so erhalten wir 
_ 4m’ IskT dé 


2) VD, = d ee | 
1 (pz) Up, = n(e1) der Pa exp ch eye 


oo co 


it dé Jy ae: 
os ‘ re- (a ce 


é eB 
Hieraus ergibt sich die Formel (2,2), wenn man den Ausdruck fiir n(e1) mit der Ge- 
schwindigkeit v, = V2e 1/m multipliziert, so da8 man also den Elektronenstrom in der 
Sekunde erhilt. 
3) Anm. d. dtsch. Red.: Im thermischen Gleichgewicht, d. h. ohne Lichteinstrahlung. 
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“teilung der Leitungselektronen zu berechnen und die hierdurch verainderte 
tteilungsfunktion zur Bestimmung des Photostroms heranzuziehen ist. 
J; Lésung dieses Problems ist es erforderlich, daB man 1. die Ausgangs- 
“@rgieverteilung der Leitungselektronen in Abwesenheit von einfal- 
dem Licht kennt; 2. die Wahrscheinlichkeit eines Elementarakts der 


fergie e bestimmt, wodurch das Elektron eine bestimmte Normalkompo- 
‘ite der Energie ¢, aufnimmt (diese Wahrscheinlichkeit hangt auBer von 
fi ¢ von der Intensitat und der Polarisation des Lichts und von der Art des 
‘des im Metall ab); 3. ist die durch das Licht abgednderte Elektronenver- 


Qe) zu bestimmen; 4. muB die Wahrscheinlichkeit D’ (e) fiir den Durch- 
att eines solchen Elektrons durch die Potentialschwelle bestimmt werden. 


J(e1), so erhalt man den Ausdruck fiir die Anzahl der Elektronen mit 
them bestimmten Wert der Normalenergie auf erhalb des Metalls, die von 
a: gegebenen Lichtfrequenz erzeugt werden, d.h. die Geschwindigkeits- 
rteilung der Photoelektronen N’ (e1) - D’ (e1). Integriert man schlieBlich 
a-sen Ausdruck iiber alle méglichen Werte der ,,Normalenergie‘‘, so erhalt 
a} vn den gesamten Photostrom als Funktion von Frequenz und Temperatur, 

\= f(v, T'), d. h. die spektrale Charakteristik des Effekts fiir verschiedene 
@mperaturen. 

gifolge der Kompliziertheit einer exakten Durchfiihrung dieses Programms 
Gb FowLeER (126) eine halbphanomenologische Lésung fiir einen Spezial- 
tl dieses Problems an. Er beschrinkte sich namlich auf die Betrachtung eines 
SrhaltnismaBig schmalen Frequenzbereichs in der Nahe der langwelligen 
@-enze (etwa zwischen y, und 1,5 1). Eine Lésung dieses Problems ist zweifel- 
Ms auch von praktischer Bedeutung, da im Experiment und in der Praxis 
§pniger die Frage nach der gesamten. spektralen Verteilung als vielmehr der 
jmaue Verlauf dieser Kurve eben in einem solchen schmalen Frequenzbereich 
9 der Nahe der langwelligen Grenze interessant ist [siehe z. B. den Bericht 
‘1d), S. 82]. Beschrankt man sich auf die Betrachtung dieses schmalen 
requenzintervalles, so haben hier die Photoelektronen stets Anfangs- 
jiergien, die ebenfalls in einem schmalen Intervall um die FERMIsche 
frenzenergie €9 liegen. Da die Temperatur auf die Verteilung dieser ,,ther- 
‘isch angeregten‘‘ Elektronen einen starken EinfluB hat, ist zu erwarten, daB 
uch der Zustand der Photoelektronen in diesem Frequenzbereich stark von 7’ 
dhangt. In diesem Fall kann man also nicht mehr annehmen, die Oberflache 
xr Photokathode befinde sich auf 0° K. Bei Beachtung der Kleinheit des 
Yertebereichs der Anfangsenergien kann man alle Gréfen, die nicht sehr 
vark von der Elektronenenergie abhangen, als praktisch konstant ansehen. 
Is konstant kann man auch die GréBen ansehen, die von der Frequenz v 
icht allzu stark abhangen, jedenfalls bedeutend schwacher als die GréBen, 
ie von der Differenz der Frequenzen v — 7) abhangen. 

seriicksichtigt man alle diese Vereinfachungen, so wird das Programm der 
‘echnung wesentlich vereinfacht. Vor allem besteht jetzt nicht mehr die 
fotwendigkeit, die Wahrscheinlichkeit fiir den Elementarakt der Absorption 
ines Photons durch ein Elektron zu bestimmen, da diese Wahrscheinlichkeit 
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im gegebenen Fall als konstant angesehen werden kann. Obwohl die Wahi 
scheinlichkeit D(e,) offenbar ebenfalls von der Differenz » —v) abhang 
nimmt FowLER an, daB D(e,) = 0 fiir Elektronen mit einer Energie ey 
unterhalb W, und D = 1 fiir ¢, > Wa ist. Man kann also die Formel (2,2) 
fir die Anzahl der Elektronen benutzen, die in einer Sekunde auf 1 cm? der 
Metalloberfliche im Gebiet der Normalenergien von €¢ bis €9 + Av auftreffen. 
Zur Bestimmung dcr Anzahl der Elektronen, die das Metall verlassen kénnen, 
ist offenbar die GroBe (2,2) zwischen W, — hy und oo zu integrieren. Die 
Wahl der unteren Grenze beruht darauf, daB das Licht von der Frequenz ¥ 
sozusagen die Grenzenergie um eine GroBe hy verschiebt und sie auf den Wert 
€o + hy bringt, so daB auch Elektronen mit einer Energie auftreten, die 
gréBer ist als die Héhe der Potentialschwelle W, (siehe Abb. 3). Statt der 
Wahrscheinlichkeit fiir den Elementarakt der Photonenabsorption durch ein 
Elektron fiihren wir nach FOWLER den konstanten Koeffizienten @ ein, der 
angibt, um welchen Faktor die Verteilungsfunktion der vom Licht ange- 
regten Elektronen kleiner ist als diese Funktion fiir das normale Leitungs- 
elektronengas. Wir erhalten damit fiir den Photostrom 


co 


Eg— FL > j 
: 4namekT Se : 
PO pe In (1 4 ane ee (2,4) 
We—hy 
Mit den neuen Variablen 
co—e1 4, ee—(We—hy) a —) 
1H hd ope kT tata Taney 2 4 
und der Substitution dey = —kT dz’ erhalten wir 
. 4numek?T2 & : 
j= ao el ee) (2,5) 


Die Funktion 
fi (2) = in (1 + e”) da’ 


14Bt sich aus Tabellen entnehmen oder durch folgende Reihen darstellen: 


ied a) — ee Coa clirass PORE te te esas (2,6) 
2 m2 e-22 e738 & 
Ag ca ean i Mae risesi ert fiir ( Sape ig Ss (2,7) 
1 1 1 2 
f(M=1-St+e—-pzt = fir x—0 


Die Gleichung fiir die spektrale Verteilung lautet also schlieBlich 


j= aby Th (a) = 04yTfe [Pon  — v0]. (2,8) 
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4) i universelle Konstante Ay hat den Wert 


4 2 
Ay = a = 120 A/cm? Grad?. 


fie man leicht nachprift, erhalt man fiir » = 0 und a = 1 (hierbei ist 


iy = —hv/kT <<—1 aus der Formel (2,8) sofort die RICHARDSONsche 
Heichung fir die thermoelektronische Emission: 


hy 
| j=A,T2e **. 
" 
i9brner erhalten wir fiir den Fall 7 = 0° K, wobei x = +00 beiy > » bzw 
< Vp ist, 
Ee” $= (» <%), 
ul 1 aA,h* (2,9) 


eae ity ite (vy —%)? (vy > %)- 

Jie erste der Gleichungen (2,9) liefert die langwellige Grenze, die zweite 
digt, daB fiir Frequenzen in ihrer Nahe die spektrale Charakteristik qua- 
J+atisch verlauft. Bei Temperaturen, die verschieden von 0° K sind, kann man 
Wcht mehr von einer langwelligen Grenze reden, denn fiir J’ > 0 ist auch fir 
“S%, «<0 und die Funktion f;(z) von Null verschieden. Sie geht erst 
ir x—» —oo asymptotisch gegen den Wert Null. Bei 7 > 0 gibt es also nicht 
tar fiir y > v9, sondern auch fiir vy < y) einen Photostrom. Man kann jedoch 
vie Vorstellung einer effektiven langwelligen Grenze auch bei 7’ > 0 bei- 
Sehalten, indem man sie als die Frequenz definiert, bei der der Strom dem 
Vert x = 0 in der FOWLERschen Gleichung entspricht. FOWLER und auch 
vu BRIDGE (14) entwickelten ein sehr bequemes graphisches Verfahren fir 
Ginen Vergleich zwischen Theorie und Experiment. In §5 werden wir kurz 
farauf eingehen. Den Leser, der sich niher mit diesen Fragen beschaftigen 
tiochte, verweisen wir auf die entsprechenden Literaturstellen [siehe z. B. 
)11a—d) u. a.}. Wir wollen uns hier nur noch mit der Temperaturabhangigkeit 
les Photostroms befassen. Wie aus Formel (2,8) hervorgeht, wird diese 
Abhingigkeit in starkem Mae durch die Frequenz bestimmt. Fir drei 
‘pezialfalle erhalten wir folgende Ergebnisse: 


») bei vy = » (d. h. « = 0) und f(0) ~ 1 folgt 
sh elie: 85 7 (2,10) 


bei vy > » ist 2 > 1, und wir erhalten wegen Gleichung (2,7) 


2 2 A h2 _— 2 2 
j~aA,T? & EF %) = Me +> m). (2,11) 


~— 


s muB erwadhnt werden, daB auch in einem Frequenzintervall » — 7, das 
einem Wellenlaingenintervall von etwa 100 A entspricht, das erste Glied 
auf der rechten Seite bedeutend gréBer ist als das zweite und daB infolgedessen 
der Photostrom nur sehr schwach von 7' abhangt. 


126 S. W. WonssowskI1, A. W. SokoLow und A. S. WEXLER 


c) Ist »<%, so ist « <—1, und wegen (2,6) erhalten wir néherungsweiss 


h(v—v) 
: k@ X 
4 = 0A, Te . (2,8 


also eine sehr starke Temperaturabhangigkeit. Bei passender Wahl der 
Konstanten a und », liefern die Formeln von FOWLER eine ziemlich gute 
Ubereinstimmung mit dem Experiment. Das rechtfertigt unsere Uber- 
zeugung, daB die geschilderte halbphanomenologische Theorie wenigstens 
qualitativ die wirkliche Natur des Photoeffekts in einem Metall gut wieder-. 
gibt. Diese Theorie laBt sich auch zu einer Berechnung der Energieverteilung 
der Photoelektronen benutzen, die sich aus den Strom-Spannungs-Kenn- 
linien bei einem Bremspotential bestimmen lassen [vergleiche z. B. den 
Bericht (11d), Seite 96—112]. Von der weiteren Entwicklung der Theorie 
wird weiter unten in den §§ 3 und 4 die Rede sein. 


§ 3. Grundlagen der quantenmedhanischen Theorie des Photoeffekts in 
Metallen 


Trotz ihrer groBen Erfolge kann die halbphénomenologische Theorie des 
Photoeffekts in Metallen die GrédBen einiger sehr wichtiger Parameter 
(beispielsweise 7), a usw) nicht angeben, sie 14Bt sich ferner nicht auf das 
ganze Frequenzintervall ausdehnen, kann die Abhangigkeit des Photostroms 
von der Intensitaét und der Polarisation des Lichtes nicht erklaren. Sie kann 
weiter die Abhangigkeit des Photostroms von der Natur des Materials der 
Photokathode, von seinem Strukturzustand usw. nicht vorhersagen. Die 
moderne nichtrelativistische Quantenmechanik gibt prinzipiell die Méglich- 
keit, alle diese GesetzmaBigkeiten des Photoeffekts zu verstehen. Die Schwie- 
rigkeiten einer wirklichen Lésung dieses Problems bedingen aber, wie oben 
schon gesagt wurde, wesentlich vereinfachende Annahmen und Naherungs- 
ansatze. 

Beim Versuch zum Aufbau einer konsequenten Theorie des Photoeffekts 
miissen wir zu allererst einen wesentlichen Umstand beriicksichtigen, nim- 
lich die Tatsache, da ein freies Elektron ein Lichtquant nicht vollstandig 
absorbieren kann, weil hierbei Energie- und Impulssatz nicht gleichzeitig 
befriedigt werden kénnen. Dies 1aé8t sich durch ein einfaches Beispiel gut 
veranschaulichen. Wir nehmen an, ein ruhendes freies Elektron wiirde ein 
Photon mit der Energie hy und dem Impuls hy/c vollstaindig absorbieren. 
Bei diesem Vorgang mifBten gleichzeitig der Energiesatz 


1 
a ON I 


und der Impulssatz 
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t vant werden. Hierbei ist c die Lichtgeschwindigkeit, m, die Ruhmasse des 
i 2ktrons, _v seine ee ees Wie man leicht einsieht, sind diese 


| arch opie Wellen von der Form exp [—277(f' - r)] und exp ee r)] 
*geben, so da8 das Matrixelement in (3,1) bis auf eeiathnte Faktoren gleich 
+m Integral 


Hy ~ [ exp Qnir (£ —¥) dr (3,2) 


b;, das fiir f + f infolge der Periodizitait des Integranden exakt verschwindet. 
lie Wahrscheinlichkeit fiir die vollstandige Absorption von Licht durch freie 
ilektronen ist also tatsichlich gleich Null. Setzt man an Stelle der Wellen- 
gnktionen des freien Elektrons in (3,1) und (3,2) die Wellenfunktionen eines 
i:;bundenen Elektrons ein, so erhalt man einen Wert, der von Null verschieden 
it, also eine endliche Wahrscheinlichkeit fiir die photoelektrische Absorption. 


VENTZEL (15) versuchte die Schwierigkeit, die auf der Verletzung der 
trhaltungssatze beruht, nicht durch einen Verzicht auf das Modell der freien 
Jektronen, sondern durch eine Beriicksichtigung des Abklingens der Licht- 
elle infolge ihrer Absorption im Metall zu lésen. In diesem Fall erhalt das 
Pitorpotential der Lichtwelle einen Exponentialfaktor e-**, der das 
bklingen der Welle in einer Richtung senkrecht zur Oberflache des Metalls 
, y-Ebene) beschreibt. Anstelle der Formel (3,2) ergibt sich also 


Hy ~ / exp [271 (k, — k;) 2 — xz] dz, 


viese Formel enthalt keine rein periodische Funktion unter dem Integral, 
nd das Matrixelement ist also auch fiir f +f’ im allgemeinen von Null 
erschieden. Wie jedoch TAMM und SCHUBIN (6) zeigten, ist die Theorie von 
JENTZEL nicht frei von wesentlichen Mangeln; wird doch in ihr trotz ihres 
tikroskopischen Charakters die Wahrscheinlichkeit fiir den Elementarakt 
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des Photoprozesses mit Hilfe des makroskopisch eingefihrten Absorptionsi 
koeffizienten berechnet, der selbst wesentlich durch die Elementarakte deq 
Photoabsorption bestimmt wird. AuBerdem miBte nach dieser Theorie fiii 
diinne Metallschichten (die fiir Licht durchlassig sind) der Photoeffekt star 
abnehmen, was den Experimenten mit diinnen Metallschichten offenbaz 
widerspricht (8). Diese Theorie liefert auch die unrichtige Aussage, daB det 
Photostrom unabhangig von der Polarisation des Lichtes sei. 
FROHLICH (17) erkannte die Schwierigkeiten bei der Behandlung des 
elektromagnetischen Feldes im Metallinnern und schlug vor, eine so dinne 
Metallschicht zu betrachten, daB die Lichtabsorption darin ganz zu vernach 
lassigen ist. Weiterhin nahm FROHLICH an, daB der Potentialsprung an dex 
Grenze des Metalls die Elektronen bindet, und da8B durch die Beriicksichtigung 
dieses Potentialsprunges die Schwierigkeiten beztiglich der Erhaltungssatze 
beseitigt werden. 
Trotz der Bedeutung der Arbeiten von WENTZEL und FROHLICH hat man ald 
Beginn der konsequenten quantenmechanischen Behandlung des auBerem 
Photoeffekts in Metallen und Kristallen die bekannte Arbeit von TAMM und 
SCHUBIN (16) anzusehen. Diese Autoren stellten sich vor allem das Problem 
wodurch iiberhaupt die Absorption von Lichtquanten durch die Leitungs 
elektronen des Metalls und insbesondere der Photoeffekt méglich wird 
Beschrankt man sich auf die Behandlung des sichtbaren und ultraviolettens 
Spektralbereiches, so gibt es nach TAMM und SCHUBIN zwei Ursachen fir 
eine solche Lichtabsorption: 1. das Vorhandensein eines Potentialsprunges 
an der Grenze zwischen Metall und Vakuum, der zur Folge hat, daB dies 
Wellenfunktionen der Elektronen au8erhalb des Metalls exponentiell ab- 
klingen (was von WENTZEL gar nicht beriicksichtigt wurde) ; 2. die Kopplung; 
der Leitungselektronen an das periodische Feld des Metallgitters. Den ersten: 
Effekt bezeichneten TAMM und SCHUBIN als Oberflachen-, den zweiten als: 
Volumeneffekt. Beide Effekte bedingen sowohl eine Lichtabsorption als auch: 
eine Emission von Photoelektronen; fiir die Absorption spielt hier jedoch der: 
Volumeneffekt, fiir die Elektronenemission der Oberflacheneffekt die ent- 
scheidende Rolle. Tatsachlich wird in der Oberflaichenschicht des Metalls 
(von etwa 10-7 cm Dicke) nur etwa ein Tausendstel der Gesamtenergie des 
Lichts absorbiert; auf 10 Quanten kommt hierbei ein emittiertes Photo- 
elektron, die photoelektrische Ausbeute betrigt also etwa 10-4. Obwohl also 
die Oberflichenabsorption im Metall verhaltnismaBig unbedeutend gegeniiber 
der Gesamtabsorption im Metallvolumen und unwesentlich fiir die optischen 
Eigenschaften des Metalls ist, hat sie fiir den Photoeffekt die gréBte Be- 
deutung. Die tibrigen Photonen werden innerhalb des Metalls absorbiert; sie 
k6nnen nur bei hohen Frequenzen, die hoher liegen als die ,,zweite langwellige 
Grenze‘‘ yo, Elektronen aus dem Metall ins Vakuum herausschlagen. Diese 
ihrerseits liegt wieder bedeutend héher als die fiir den Oberflacheneffekt 
wesentliche erste Grenze yy. Wie TAMM und SCHUBIN zeigten, ergibt sich dies 
aus den Auswahlregeln fiir die ,,optischen‘‘ Ubergange im Kristall. 

Bei der Berechnung des Oberflachenanteils des 4uBeren Photoeffekts braucht 
man nach TAMM und SCHUBIN in erster Naherung das periodische Potential 
des Kristallgitters nicht zu beriicksichtigen, sondern kann das Modell freier 
Elektronen verwenden. Die Schwierigkeit in der Erfiillung der beiden Er- 
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ltungssitze wird dann dadurch behoben, da8 der Potentialsprung an der 
enze des Kristalls und der exponentielle Abfall der Wellenfunktion des 
dektrons im Vakuum bewirken, daB die Metallelektronen an die Oberfliche 
Webunden“ sind!). Ausgehend von diesen Vorstellungen benutzten TAMM 
‘4 SCHUBIN das einfachste Modell zur Berechnung des Photostroms fiir den 
Herflachenanteil des Effekts. Die Schwierigkeit bei dieser Rechnung beruhte 
vrauf, daB die genaue Form 53 Potentialschwelle und der EinfluB der 


ter dem EinfluB des Lichtes in der diinnen Oberflichenschicht erzeugt 
‘Sirden. In erster Naiherung kann man aber offenbar annehmen, daB die 
yrm der Schwelle den allgemeinen Charakter des Photoeffekts nicht sehr 
irk beeinfluBt. Kin solcher wesentlicher Einflu8 der Schwellenform kann 


(QTCHELL (19) prazisiert. Im folgenden wollen wir den Inhalt dieser letzten 
‘ebeit kurz angeben. 

en EinfluB des elektromagnetischen Feldes betrachten wir gegeniiber der 
he der Potentialschwelle als kleine St6rung und wenden die Storungs- 
fchnung an. In der Arbeit von MITCHELL wird gezeigt, dafS diese sowohl in 
rer stationadren als auch nichtstationaéren Form anwendbar ist. Im folgenden 
®llen wir die Rechnung nach der stationéren Methode durchfihren. Die 
ethode der Variation der Konstanten wurde zur Beschreibung des Photo- 
Wekts zuerst von TAMM und SCHUBIN (16) angewandt (in diesem Artikel 
rd sie in § 6 benutzt). 

ie Wellengleichung eines Elektrons, das sich in dem Potentialfeld V und 
§} dem durch ein Vektorpotential 2 beschriebenen Feld der Lichtwelle 
wefindet, hat die Form 


h2 h Ow teh 
ae Ma, le ke we ee aere(§) 
a Au OF Vu ~ Ve ye (3,3) 


erlegen wir die ebene Metalloberflache in die Ebene x = 0 und lassen das 
fetall den ganzen Halbraum x S 0 erfiillen, so kénnen wir fiir die x-Ab- 
Aingigkeit der potentiellen Energie einen Ansatz mit einem Sprung an der 


Sberflache machen: V=—ho, (x <9), 


(3,4) 
V0 (x > 0). 


ie ungestorte stationére Wellenfunktion des Elektrons in Abwesenheit von 
Ticht (9 = 0) wird durch den bekannten Ausdruck 


ae 


Uy = uy = ype * (3,5) 


4 Anm. d. dtsch. Red.: Das bedeutet jedoch nicht eine besonders groBe Aufenthalts- 
Mahbrscheinlichkeit an der Oberfliche. Die Elektronen sind vielmehr tiber das ganze 
‘etall verschmiert, Formel (3,10). 
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gegeben, und die Gleichung (3,3) nimmt die Form an 


. | 
Ave + sy (Ee — V) Ye = 0. (3, 


Da der Operator der potentiellen Energie V nur von der Koordinate x ab 
hangen soll, lassen sich die Variablen in (3,6) separieren. Die Gleichung (3,6 
ist fiir gebundene Zustande mit negativer Energie zu lésen, also fiir Zustande 


fir die gilt Bie ee Dee Ria: (3,7¥ 


AuBerdem mu8 die tibliche Endlichkeitsbedingung fiir die Funktion y, i 
ganzen Raum, ferner die Stetigkeitsbedingung fiir diese Funktion und ihr : 
Ableitung 0y;/0” in der Ebene x = 0 erfiillt sein. Wir fiihren ferner drei 
GréBen k,, k,, k, ein, die folgender Gleichung geniigen: 


: 2 } 

“ge (Hy + hes) = H+ HE + HE, 3,8) 

und benutzen die Bezeichnungen | 
: 2m 

Pp = (UD, oo kz) la, iad = 7 > (3,9) 


wobei fiir p der positive Wert der Wurzel zu verwenden ist. Unter der 
Bedingung (3,7) haben die Losungen der Gleichung (3,6) folgende Form: 


Pe = My (e-**2* + azette®) etltyyths2) (x <0), 


i 3,10)) 
Yr = a, b,c? ® et ky y + kzz) (2 > 0). (3, 0}) 


Hierbei ist a, eine beliebige Konstante, die aus der AnschluBbedingung fir! 
die Lésung (3,10) in der Ebene x = 0 zu bestimmen ist?): 


by = 1+ a; ph, = tk, (1 — ay). (3,11) 


Aus (3,10) geht hervor, daB die Werte k,, k, und k, reell sind und daB hy 
auBerdem positiv ist. 
Nehmen wir weiter an, die Amplitude der Lichtwelle sei klein, d.h. es 
gelte die Bedingung 

teh 


Bee 9) 
reap (A, V) ul < Vu, 


so kénnen wir fiir die Lésung der vollstandigen Gleichung (3,3) die Stérungs- 
rechnung benutzen und die Lésung als Summe der durch (3,5) und (3,10) 
bestimmten ungestérten Lésung und eines kleinen Zusatzgliedes v ansetzen: 


U = Uy + v. (3,12) 


Vernachlassigen wir Glieder 2. Ordnung und beachten die Gleichung (3,6), 
so erhalten wir als Gleichung fiir die erste Naherung der Stérungsrechnung 
h? A h Ov teh 


In V+ SS Vv = 


i OL hs (UV uz). (3,13) 


1) Anm. d. dtsch. Red.: a, ist eine zunachst unbestimmte Normierungskonstante. Nicht 
sie , sondern a, und b; bestimmen sich aus den AnschluBbedingungen. 
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Jun setzen wir das Vektorpotential folgendermaBen an: 


seep ye| 


C 


AW = 2a cos w {t+ (3,14) 


‘labei ist 0 der Einfallswinkel und a ein konstanter Vektor. Ersetzt man den 
osinus durch Exponentialfunktionen, so fiberzeugt man sich leicht, daB die 
lechte Seite von (3,13) und damit die Funktion v in zwei Summanden zerfallt, 
lie Zeitfaktoren von der Form 


aap E (Ey ee | 


inthalten. Lassen wir das Emissionsglied mit —fw fort, so erhalten wir 


¥ 


iM v = D(x, y, 2) exp ; (3,15) 
wobei die Funktion ®(z, y, z) der Gleichung 

i A® +7 (i, + ho —V) ® = 

i ° . 

: | mle € (a, V yx) exp (ie ae) (3,16) 
| ch c 


[> entigt. Die rechte Seite der Gleichung (3,16) bildet eine Summe dreier 
iGlieder, die a,, a, bzw. a, enthalten, diese Komponenten kénnen als unab- 
iningig angesehen werden, da der Einfallswinkel 6 und die Polarisationsebene 


D = 1,©, + 1,@, + 1,,. (3,17) 


ierbei sind die A; Konstante, und die ®; entsprechen den a; (i = 2, y, 2). 
Zunachst versuchen wir ©, zu bestimmen. Wir fiihren zur Abkiirzung fol- 
fgende Bezeichnungen ein: 


24 : 
A; = — aga, q = (kz + wo) I; 
r= {+ plo —walyh. (3,18) 


A®, + (q? ae ki + k?) ®D, eae, Des ik, [e-tkee ee ay,e' Fx] ei(kyytkz2) x 
x cos @-+ ysin 6 


7 ) (a= 0), (3,19) 


xX exp (ie 
A®, + (r2 ob kK +. k2) @, = pb,e-?* et(kyy + kzz) x 
xcos@-+ ysin 6 


: (x > 0). (3,20) 


xX exp (io 
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In diesen Gleichungen kénnen die Glieder mit w/e gegeniiber denen mit hk, ~ 
und k, vernachlassigt werden, da die GroSenordnung von w/c fiir sichtbares © 


Licht 10° cm~! betragt, wahrend die GréBe k, fiir Elektronen, die in der Nahe 
der FERMI-Grenze sitzen und fiir unsere Betrachtung die gréBte Bedeutung 
haben, etwa 108 cm-! betragt. Die partikularen Integrale der Gleichungen 


(3,19) und (3,20) hingen von y undz tiber die Faktoren exp [1(k,y + k,z)] ab. — 


Damit diese Integrale die AnschltBbedingungen bei x = 0 erfillen, missen 
sie als Uberlagerung einer einfallenden und einer reflektierten Welle, die sich 
langs der z-Achse ausbreiten, dargestellt werden. Es wird 


®, = [ecete aa thy (e- tha # _— ceil eit(ky y+kzz) (x <a 0), (3,21) . 


xo) 
DP, = pbaet i i aad et(kyy + kez) (x > 0). (3,22) 
bo 
Hierbei sind b, und c, Konstante, die aus den Anschlu&Bbedingungen fir 
x = 0 zu entnehmen sind: 


b 
eka et yee 
Uo ; 
2 2h (3,23) 
iqce, — —~ (1 + a,) = —irb ty 
z £ uo 


Durch Eliminierung von c, und unter Benutzung von (3,11) erhalten wir 
Wad, ae 2k, (p my tk) 
to(q+r)  pwo(atr) © 


Die Funktionen ®, und @, lassen sich auf entsprechende Weise bestimmen. 
Vernachlassigt man hier aber wieder die GroBe w/c, so enthalten die (3,19) 
und (3,20) entsprechenden Gleichungen in diesem Fall auf der rechten Seite 
die Ausdriicke 0 y;/0 y und. 0 y;/0z in den beiden Intervallen <0 und «>0. Par- 
tikulaire Integrale sind dann die Ausdriicke (1/u@)0 y;/0 y baw. (1/u@)d y/02; 
sie und ihre ersten Ableitungen nach @ sind fiir « = 0 stetig. Man kann leicht 
einsehen, da8 diese Lésungen nichts zum Strom beitragen. Eine Beriick-— 
sichtigung der Glieder mit w/c liefert verhaltnismaBig kleine Korrektur- 
glieder, die von der Funktion ®, stammen. 
AuBerhalb des Metalls (x > 0) hat die vollstaéndige Wellenfunktion wegen 
(3,12), (3,10), (3,17) und (3,22) folgende Form 
iExt b i(Extho)t 
u = |a,bpePte * + 2, (Bert eee er?) es x 
bo 


:— 


(3,24) 


x et(kyy +h), (3,25) 
falls die Glieder mit ®, und @,, die den Faktor e-?* enthalten, fortgelassen 
werden. 

Setzen wir (3,25) in den iiblichen quantenmechanischen Ausdruck fir die 
Stromdichte 
: eh Ou* Ou 
= 5 ee 
2im\ Oa Ox 
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(Urgebnis liefern, so erhalten wir 


je = Na, b,|?, fiir ki + uo > UW, (3,26) 


jz = 0, fir ki + uo < Mag. (3,27) 


Der gesamte Photostrom ergibt sich nach (2,1) durch Summierung des Aus- 
rucks (3,26) tiber alle Leitungselektronen. Zu diesem Zweck multiplizieren 
nr (3,26) mit der GroBe 


373 {(#) dk,dk,dk, 
ie r reell ist, also 


it. Wir erhalten 


BP aAzWe r kz, dk, dk, dk, 
Je= 708 m? c? ep? aan | ff oe r)? 1+ exp [h?(k? —yuw)/2mkT] ee) 
Giobei wo = (32?n)’/s und n die Dichte der Leitungselektronen ist. Fir 


prequenzen, die nicht zu nahe an der langwelligen Grenze liegen, kann man 
‘Sanehmen, da8 bei den tiblichen Temperaturen das Elektronengas voll- 


ki + wo > Ud, 


++ — po 


( bsitiv oder negativ ist. Die Variablen k, und k, selbst kommen hier im 
ditegranden nicht vor, so daB die Integration tiber diese Koordinaten leicht 
irchzufiihren ist, wenn man Polarkoordinaten einfiihrt: 


dk,dk, = oededp 


irom (3,28) 

(um)'/2 a 

I CA,W kz (u@ — kz) {kz See (@ics Wq)}"!* 

7? mc? w? / {(kz + wo)" + [ke + uw (@ — wa)]!}? 
0, [4 (Wa—@)}/2 


dk,, (3,29) 


ierbei ist die untere Grenze gleich Null fiir w > w, und gleich [u(@g— w)]'/* 
rw < Wg. 

t das ack so polarisiert, daB der elektrische Vektor in der Einfallsebene 
gt, so wird 

a = |a| (— sin 8, cos 8, 0), (3,30) 
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und der Lichtstrom, der auf die Metalloberfliche auftrifft, wird 


w? cos 6 az 


tenn: sl 
2c sin? 6 (22) 


oo / 2. 
axe 708 lal = 


Dividieren wir den Ausdruck (3,28) durch (3,31), so erhalten wir die Empfind- — 
lichkeit der Photokathode, ausgedriickt in Elektronen pro cm?: 


278 w, sin? 6 
mc cos 0 


_ Shier ie) Bie a ee 
UB 8x3 w4( k2 = ey {(kz aa foq@)'!s + + [ke we L(w = a) |} fo(Z) Be 
(3,3 


Der erste Faktor im Integranden ist proportional der Wahrscheinlichkeit fir 
den Elementarakt der Photoanregung eines Leitungselektrons, der zweite ist — 
der Durchlassigkeitskoeffizient der Potentialschwelle. Wir erinnern, daB 
dieses Ergebnis unter der Annahme einer rechteckigen Schwelle herauskam. 


MAKINSON (20) bewies die Giltigkeit dieser Faktorzerlegung im Ausdruck 
(3,32) auch fiir eine Schwelle von beliebiger Form. In einer Arbeit von 
HILL u. a. (21) wurden bei der Rechnung auch die elektrischen Bildkrafte 
beriicksichtigt. 

Die Formel (3,32) ist ebenso wie die Formel (24, 23) bei BETHE und SOMMER- 
FELD (22) nicht ganz exakt und fiihrt insbesondere bei streifendem Licht- 
einfall (6 = 2/2) zu einem divergierenden Ergebnis. Dieser Nachteil der 
Theorie lé8t sich leicht beheben, indem man eine Korrektur hinsichtlich der 
Lichtreflektion anbringt, wobei man annimmt, daB8 die Intensitat in der auf- 
fallenden und reflektierten Welle nach der makroskopischen Elektrodynamik 
mit den iiblichen optischen Konstanten berechnet werden kann und daB die 
Reflexion streng an der Metalloberflache erfolgt. 

Unter Benutzung der oben geschilderten Methode und durch Einfihrung 
der Symbole a;, a, und a fiir die Vektorpotentiale der einfallenden, reflek- 
tierten und durchgehenden Welle (wobei natiirlich der Exponentialfaktor 
beriicksichtigt wird), erhalten wir statt (3,23) 


P= 


MU bin | Wao eer ye a eae 


Lo L@ Ay 
ke py dig + a (3,33) 
ON ieee (1 + a,) = —irb, + pS LIL 

Uo U@ Ute 

Durch Eliminierung von c, aus (3,33) ergibt sich 
ba (kz ay +pq) Ae P (p + 7q) (Qin Si Arg) Ate bes (3 34) 
ino (q +7) 
wobei beachtet wurde, daB 
2ie 


An Sar Fo Uat (3,35) | 
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}ist. Benutzen wir den Ausdruck (3,34), so erhalten wir fiir den Photostrom 
(anstelle von (3,29) 


(uay'/s 
oo GEE ki (uw —kz)r . 
3m? 2 w?2 (q +r)? 

0, [4 (@g~o)]"/2 

y ee = 1D) + PIP + 49) (iz + Gre)? sy 
wor 

| Dieser Ausdruck geht fir a;, = a1, = ;, G7, = 0 in (3,29) tber. Beachtet 
| man die Stetigkeitsbedingungen an der Metalloberfliche (x = 0) 


Diy ar Ary = Oty, 


Qiz + Ay, = Az, 


(3,36) 


(3,37) 


} so kann man leicht zeigen, daB die y- und die z-Komponente des Vektor- 
| potentials keinen Beitrag zum Strom liefern. Wir betrachten einen Fall, bei 
dem der elektrische Feldvektor in der Einfallsebene liegt, und benutzen die 
Stetigkeitsbedingungen fiir die Tangentialkomponenten der elektrischen und 
| magnetischen Feldstarken an der Metalloberflaiche; dann ergeben sich fiir die 
| Vektorpotentiale die Ausdriicke 


| A; = (a;z, — a,, ctg 0, 0) expim (x cos 0 + ysin 6 + ct)/c, 
| U, = (Are, rz ctg 8, 0) exp tm (— x cos 6 + ysin 6 + ct)/c, 


(3,38) 
al, = (2 (145 a, 0) exp tw ((n —ix) a+ ysin 8 + ct)/c, 
in2 BAS) gee Uae 
Fe sin? 0 + (n — ix) ae 
‘sin? 6 ne — sx)? — — 
ae Y cos 0 (3,39) 
Ate = MWh 23cm). eae. == 
Viz sin? 9 + (n — ix)? + —— 7, 


n ist der Brechungsindex und x der Absorptionskoeffizient. Aus Gleichung 
(3,39) entnehmen wir, daB der Energiestrom der Lichtwelle, die auf die 
Oberfliche auftrifit, folgenden Wert hat 


w? | ay |? 
Sac cos 6 sin? 6 


+ 2n cos 6 (n? + x? + sin? 0) + n? + x? cos 26}, (3,40) 


{(n? + 2% + sin? 8) cos? 6 + 


wahrend der absorbierte Energiestrom 


w? | arz|? 2 2 
—___|_—“#!___ 4 (n? + x? + sin? 0) cos 0 (3,41) 
82c cos 6 sin? 6 
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betrigt. Es wird also 
Viz as Ore 
Uz 


= sin? 0 + (n —1)?. (3,42) 


Dividieren wir (3,36) durch (3,40) baw. (3,41), so erhalten wir einen Ausdruck 
fiir die Photoemission, bezogen auf die Einheit der einfallenden bzw. der 
absorbierten Energie. Diese Ausdricke bleiben fir alle Einfallswinkel endlich. 
Die Endformel laBt sich am besten schreiben, indem man folgende abgekirzte 
Bezeichnungen einfiihrt 


Wg = We--0, kzy= "o,X*, O=EW,, W = NM,. (3,43) 


Wir erhalten dann schlieBlich fiir die Emission, bezogen auf die Einheit der 
einfallenden Energie, in Coulomb pro Kalorie (Umrechnungsfaktor 1,395 - 10-?) 
folgenden Ausdruck 


P=Cc [= 6 cos 6 [{(n? + x?)? — 2(n? — x?) cos? 6 + cos* 6} C,() + 
Bi @, {(n? + x? + sin? 6)? cos? 6 + 2n cos 6 X a 
_, £2 (n® — x? — cos? 8) + 1} a(n) + mata) + Call] 09 44) 
x (n® + x? + sin? 0) + n? + x? cos? 26} ; ; 
Hierbei ist 
C= o28 - 1,395 - 10-2 = 4,628 - 101% 
ots Lee ‘ = 4,028 - (3,45) 
und 
st Aas ia Ba 
C() = (i +e) 7 
Pale 
X? (ce — X*) (1 + © — X) (X? +» —1 —e)" 
x eS NG Ay, Ste tee Ra ed ee eee 
/ {(X? we n)ils ah (X? ne n -- 1 — ¢)'/3}2 ax. (3,46) 
0,(1+e—n) /2 
ape l+e 
: C2(y) = lees C1 (m), (3,47) 
4 - 
C3 (n) = nt / x 
0,(1-++e—n)'/2 
X? (e — X2) (X?-+ n —1 —e)'s (X2 + yn) (1 +e — X22 |. 
So aE ee A 
{(X? + n)ils oe (X2 we oe 1 — ey}? aX, (3,48) 
1 pf Nae ay re eel =a ay 
‘ay ) =e / See ea LE Le a ae ee aL SY. 
(n 7! (Xtras Ce ea zene (3,49) 


0,(1-+6—n)'/2 


Die Formel (3,44) gibt die Abhangigkeit der Photoemission von den optischen 
Konstanten des Metalls, dem Einfallswinkel des Lichtes, der Grenzfrequenz 
und den dimensionslosen Integralen (3,46) bis (3,49). 
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§4. Vergleich mit dem Experiment und Weiterentwicklung 
der Theorie 


Wenn wir jetzt zum Vergleich der oben geschilderten Theorie des Photoeffekts 
'-mit dem Experiment iibergehen, miissen wir die wesentlichen Verein- 
fachungen im Auge behalten, die bei der Durchfiihrung der Rechnungen vor- 
genommen wurden, vor allem die Vereinfachung, die auf der Festlegung der 
' Potentialschwelle beruht. Man kann erwarten, da8B die Bedingungen an der 
_ Metalloberflache sehr empfindlich gegen deren strukturellen Zustand (Rauhig- 
_keiten, Vorhandensein adsorbierter Atome usw.) sind. Zur Zeit gibt es noch 
_ keine erschopfenden experimentellen Daten fiir eine reine Oberfliche eines 
_ Metallkristalls mit einem Minimum an Strukturstérungen. AuBerdem gibt 
es auch keine hinreichende Menge von Daten iiber die Abhangigkeit des 
Photostroms vom Polarisationszustand des einfallenden Lichtes. 
MITCHELL (23) prazisierte die oben angegebenen Formeln, indem er auch den 
Kinflu8 des periodischen Gitterfeldes beriicksichtigte [durch Einfiihrung der 
effektiven Elektronenmasse m* in die Formel (3,28)] und die Gré8e m durch 
@, nach der Formel w/o = m/m* ersetzte. Die Breite des in Frage kom- 
menden Energiebereichs der Leitungselektronen betriagt jetzt hw, (statt ha) 
und deshalb andert sich die Dichte dieser Elektronen — bei konstanter An- 
zahl pro Einheitsintervall im Quasiimpulsraum — um den Faktor (@/a,)’!. 
Der Ausdruck fiir den Photostrom muB also ebenfalls mit dieser Gréf8e 
multipliziert werden. 
AuBerdem beriicksichtigte MITCHELL die Rauhigkeiten derKristalloberflache, 
indem er annahm, daf die mikroskopische Normale in jedem Punkt der 
Oberflaiche einen gewissen Winkel gegen die mittlere Normale bildet; die 
Richtungskosinus dieser ,,wahren‘’ Normale hinsichtlich der z-, y- und 
z-Achse seien 1, m, n. Bezeichnet man mit A,, A, und A, die Komponenten des 
Vektorpotentials, so betragt die Komponente in Richtung der mikrosko- 
pischen Normale 


LA, + mA, + nA,. 


Der Ausdruck fiir den Photostrom, der von einem Oberflachenelement dS 
emittiert wird, unterscheidet sich also von (3,36) dadurch, dai} die GroBe 


|are(k® —ipg) + (diz + G2) P(p + *9)|? 
durch die GroBe 
[Late + matty + naz) (ko — tpg) + P(p + 2g) X 

X {U (diz +. Gre) + Mm (Aiy + Gry) + (Giz + Gre)}|?, (4,1) 
ferner @ durch w, zu ersetzen sind; weiterhin tritt ein Faktor (@/mp)'': hinzu. 


Nach Mittelung tiber die Richtungen (I, m, n) fallen die Glieder mit den 
Produkten Im, mn, nl in (4,1) aus Symmetriegriinden fort; auBerdem fallen 
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die Tangentialkomponenten des Stroms fort, und wir erhalten anstelle 
von (3,36) 


ew, (w\' 
J, = —> 5 |—]} 
mmc? w* \wy 


w,)'/2 
2 dh, Beles = alo — a) 
‘ * (+ wo) + (+ (wo — wa)} 
0, {4 (g—w)]'/2 
x [POPS MEE — tr oe OH AO ae Sel 


1 
+ Sint flay? + [ave] 2) 
Hierbei ist @ ein Parameter, der die Rauhigkeit der Oberflache kennzeichnet. _ 
Wir bestimmen nun die Photoemission P pro Einheit der einfallenden 
Energie fiir polarisiertes Licht mit einem elektrischen Vektor der parallel (£}))_ 
oder senkrecht (#1) zur Einfallsebene ist. Diese Werte bezeichnen wir mit Py; 
bzw. P,. Der auf die Metalloberflache auftreffende Energiestrom wird durch 
Formel (3,31) gegeben. Benutzen wir auBerdem die Formel (3,38), so erhalten 
wir 

ca ae 


m2cw* cos 8 


2e3 wm, sin?6 (2 ) “Is 
cael tees 


(4.0,)'/2 
1p, Hers — 18) {8 + w(o — 09) 


. * [(ke + wao)'ls + {kz + u(@ — wa)} 


0, [u (a spe lus 


cos? @ |} OF ; Ase + Ary |? 
ke este “ta ete iz Tr 
Fe Di ( LP q) at p(p + %q) sciegae i + 
og on ep ee 
obi a 2 se 
+ Sn Og oF i (4,3) 


Wg = Wg — W%, kz= pw,X*?, w=E&o, O= N Wg. 
Aus den Ausdriicken (3,39) und (3,42) sowie der etwas abgeanderten Formel 
(3,43) (hier wird m durch wy ersetzt) ergibt sich folgende Verallgemeinerung 
der Formel (3,44); —~\a/, 
moa 
Wg 


(n® + x?+ sin? 0)? cos? 6+ 2n (n? + x2 + sin? 6) cos 0+ n?+ x? cos? 26 fs 


calle 


x )cos? w sin? 6 cos 6 [{(m? + %?)2 — 2(n® — x?) cos? @ + cos4 6} 0 (ny, €) + 
ae {2 (n? — x? — cos? 0) + 1} Co(n, &) + nxC3(n, er a(n, e)] + 

NN 
Sey sin’ @ cos 6 (n + x?) [5(n, €) + a(n, ©] ; (4,4) 


wobei die Bezeichnungen (3,45) bis (3,49) benutzt wurden. 
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m Fall #, bleibt nur die z-Komponente des Vektorpotentials ubrig. Die 
Mandbedingungen lauten hier 


Qa, (n—tx) — cos 6 
Gj, (i — tx) +--c08 6” (4,5) 
Wigt o bings, 2 008 0 : 
a;,  (m—ix) + cos 6’ 
jind wir erhalten fiir die Photoemission 
Ps = 0 = (2) ee Calm) + Lalne)} x 
1/, sin? @ cos 0 (4,6) 


| STL We da cow cont 
jWir stellen zunachst die Abhangigkeit der GréBen P, und P, vom Einfalls- 
ywinkel 6 bei konstanter Frequenz fest. Bei senkrechtem Lichteinfall (9 = 0) 
fist P, — P|. Mit wachsendem Einfallswinkel nimmt P, monoton auf Null 
fab. P); dagegen wachst zunachst langsam, durchlauft ein Maximum bei 
+0 = 70° und nimmt bei 0 = a/2 auf Null ab. Diese Ergebnisse der Theorie 
)stehen in guter qualitativer Ubereinstimmung mit dem Experiment [siehe 
z. B. (11a), S. 181—132]. Die quantitative Ubereinstimmung hangt erheblich 
( von der Rauheit der Oberfliche (also von der GréB8e@) ab, die rein phanomeno- 
/ logisch in die Theorie eingefiihrt wurde. Um quantitativ richtige Ergebnisse 
| zu erzielen, mu8 man eine sehr hohe Rauheit (@ ~ 45°) annehmen. 
| MITCHELL (23) und ebenso TAMM und SCHUBIN (16) verglichen die theore- 
| tische Kurve P(v) mit den experimentellen Daten. Die theoretischen Kurven 
| (3,44) oder (4,4) [aber nicht (4,6)!] zeigen ein Maximum. Ein solches ist aber 
im zuginglichen Teil des sichtbaren Spektrums nur fiir die Alkalimetalle zu 
| beobachten, deren Austrittsarbeit verhaltnismaBig klein ist. Es gibt heute 
noch keine erschépfenden Angaben tiber exakte und gleichzeitige Messungen 
der optischen Konstanten und der Grenzfrequenz fiir diese Metalle bei sorg- 
| faltiger Reinigung von Gasen und Gitterstérungen an der Oberfliche. Man 
kann also héchstens mit einer qualitativen Ubereinstimmung zwischen 
Theorie und Experiment rechnen. Nimmt man fir das Kalium eine Austritts- 
arbeit von 2,05 eV und die optischen Konstanten n = 0,068 und x = 1,5 an, 
so erhalt man die theoretischen Kurven fiir 6 = 60°, w, = @ = 5 - 10'4 und 
@ = 45°, e = 0,4 und ¢« = 0,6, die in Abb. 4 dargestellt sind. Hier 
sind auch Kurven angegeben, die KLAUER (24) fiir eine reine Na- 
triumoberfliche erhielt. Obwohl die theoretischen und experimentellen 
Kurven qualitativ ahnlich sind und die GréBenordnung des Effekts von der 
Theorie richtig vorausgesagt wird (fiir « = 0,6 - 10-4 COULOMB/cal), wird die 
Lage des Maximums in der Kurve P(y) von der Theorie nicht richtig wieder- 
gegeben. Wir weisen aber darauf hin, daB die Kurvenform durch Variation 
der optischen Konstanten abgeindert werden kann. Diese Kurvenform ist 
also so lange nicht als endgiiltig festgelegt zu betrachten, wie die genauen 
spektralen Abhangigkeiten der optischen Konstanten nicht genau bekannt 
sind. Im Zusammenhang damit verweisen wir auf die Arbeiten von SCHIFF 
und Tuomas (25) und MAKINSON (26), in denen versucht wird, gleichzeitig 
das quantenmechanische Problem der optischen Eigenschaften und des 
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Photoeffekts der Metalle zu lésen. Diese Autoren heben hervor, daB di) 
Annahme einer sprunghaften Anderung der optischen Konstanten an de 
Metalloberflache selbst innerhalb des einfachsten Modells mit rechteckige 
Potentialschwelle eine schlech 
Anniherung an die Wirklichkei- 
ist, da die Elektronendichte an de 
Grenze nicht sprunghaft auf Nul 
abnimmt, sondern innerhalb eines 
Abstandes von etwa 3-10-%¢ 
von ihrem Maximalwert innerhalb 
des Metalls bis auf die verschwin- 
dend kleinen Werte im AuBenrau 
abfallt. SCHIFF und THOMAS (28)) 
gaben eine quantenmechanische 
Theorie der metallischen Reflexion.. 
Thre Rechnungen sind aber so kom-: 
pliziert, daB quantitative Abschat- 
zungen und ein Vergleich mit dem: 
Experiment nicht durchzufihren: 
waren. MAKINSON (26) gab deshalb 
eine halbklassische Theorie der: 
metallischen Reflexion an, die in 
ihren Ergebnissen der quanten- 
mechanischen Theorie sehr ahnelt, 
aber bedeutend einfacher ist. 
MAKINSON berechnet die Abhan- 
gigkeit der Elektronendichte in der 
Nahe einer rechteckigen Potential- 
schwelle vom Abstand lings der 
Normale zur Metalloberflache. Dann 
Frequenz bestimmt er das Feld der Licht- 
Abb. 4. Theoretische (ausgezogene) und experimentelle welle im Gebiet des Abfalls der 
(gestrichelte) spektraleVerteilungen des Photo- Elektronendichte und die optischen 
stroms fiir Natrium (unpolarisiertes Licht) Konstanten. Bei der Berechnung 
eee? des Photostroms macht MAKINSON 
auf eine Ungenauigkeit in den 
Rechnungen von MITCHELL (19,23) aufmerksam, die darauf beruht, daB 
dieser auf der rechten Seite seiner Stérungsgleichung (3,13) die Glieder 
mit div 2% und dem skalaren Potential © vernachlissigt. Nimmt man an, 
da ® = 0 ist (wie das MITCHELL, SCHIFF und THOMAS tun), so wird 
div 2 + 0 [denn es ist div W& + (1/c)0®/dt = 0}}). 
Die Korrektur von MAKINSON bringt aber keine qualitative Anderung der 
Ergebnisse von MITCHELL und verbessert die quantitative Ubereinstimmung 
zwischen den experimentellen und theoretischen Kurven der spektralen 
Verteilung des Photostroms nicht. MAKINSON weist auf die Notwendigkeit 


cb 
Cal 


tat 
< = 
> we 


Photoemission pro Einheit der Lichtintensi 
> 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Man kann stets auf ® = 0 umeichen, allerdings gilt dann nur 
im leeren Raum (9 = 0, j = 0) auch div & = 0. Die LoRENTz-Konvention gilt nicht mehr. 
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»/n, diejenigen Vereinfachungen fallen zu lassen, die auf der Benutzung einer 
wg ichtwinkligen Potentialschwelle beruhen. 
fersuche zur Verallgemeinerung der theoretischen Berechnung des Photo- 
“Gtekts unter Verzicht auf die vereinfachte Rechtecksform der Potential- 
thwelle und unter Beriicksichtigung der elektrischen Bildkrafte wurden 
jehrfach unternommen (27). Wir erinnern hier an die bereits zitierten Ar- 
eiten von MYERS (20a), HILL (21) und MAKINSON (206). In diesen Arbeiten, 
‘gar in der griindlichsten, nimlich der von MAKINSON, konnten aber keine 
trheblichen Fortschritte gegeniiber den einfacheren Rechnungen erreicht 


y 


yerden, die mit dem Modell einer rechteckigen Potentialschwelle arbeiten. 


‘ UCKINGHAM (28) analysiert. BUCKINGHAM beriicksichtigt die von BARDEEN 
29) angegebene Abhangigkeit der effektiven Potentialschwelle an der Grenze 
ines Metalls vom Impuls eines auf diese Grenze auftreffenden Elektrons. 
Yiese Abhangigkeit beruht auf der Austausch- und Korrelationswechsel- 
irkung der Elektronen innerhalb des Metalls. BUCKINGHAM zeigte, daB durch 
ine Bericksichtigung dieses Umstandes der Absolutwert der von der 
Wheorie vorausgesagten Photoemission fir Alkalimetalle wesentlich (etwa 
+m den Faktor 3) herabgesetzt wird. Die Form der theoretischen Kurven 
®ntspricht aber auch in dieser Rechnung nur schlecht dem Verlauf der 
Oixperimentellen spektralen Verteilung, besonders in der Nahe der langwelligen 
Wrenze. Ein interessanter Punkt in der Arbeit von BUCKINGHAM ist der 
/iinweis auf neue Moglichkeiten zur experimentellen Untersuchung der 
Slnergieabhangigkeit des Durchlassigkeitskoeffizienten der Potentialschwelle 
ir Elektronen, die an der Photo- und der Thermoemission beteiligt sind; 
‘hieraus konnen sich wertvolle SchluBfolgerungen iiber die Form der Potential- 
/ichwelle ergeben [siehe (28) § 5]. : 
TMITCHELL (23) berechnete auch die Energieverteilung der aus dem Metal 
Snerausgeschlagenen Photoelektronen g(H). Zu diesem Zweck geht er in der 
forme! (3,28) von den Variablen k,, k,, k, zu Kugelkoordinaten tiber 


Is 
(= 2) ‘cos 8 = [HE + w(o — a4) 


h 
, (4,7) 
il, ; “s 
(+ z) sin ? cos p = k,, ea z) sin ? sing = k,. 
iiierbei ist E die Gesamtenergie; sie betragt 
2 
B= P+ +H) + 8 (0 — ay). (4,8) 


‘Integrieren wir tiber den Winkel gy von 0 bis 27 und ersetzen 6 durch die neue 


Variable y = cos 9, so erhalten wir 
1 


E’l: y?[Ey® + h (we — ow) dy 
E — h(w —ao,) [Hey + (Hy? + hag)'/?}? 
es) ee 


: 0, [? ee eats (4,9) 


g(B) ~ 
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Hierbei ist die untere Grenze gleich Null, wenn how < h@, ist, abe 
[&(w@ — w)/E]'2, wenn hw > hag ist. Die Funktion (4,9) ist in Abb. da fii 
den Fall des Natriums (w, = 27-5-10"4, wz = 2-10, T = 300° 
dargestellt. Abb. 5b zeigt die Ergebnisse der Versuche von BRADY (30), 
an einer gut entgasten Photokathode durchgefiihrt wurden. Auch in dieser 
Fall besteht zwischen Theorie und Experiment eine gute qualitative Ube 
einstimmung. Die wahrscheinlichste Energie der austretenden Elektrone: 
liegt in diesen Kurven sehr nahe an der Maximalenergie. MITCHELL er 
wahnte, daB man die im Experiment gewonnene Energieverteilung de 
Photoelektronen aus der magnetischen Ablenkung dieser Elektronen, abe 
auch an Hand der Energiewerte berechnen kann, die mit der Normalkomp 


8 
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Abb.5a. Theoretische Verteilung der Photoelektronen Abb. 5b. Experimentelle Verteilung der Photo 
liber die Gesamtenergie (nach der Theorie elektronen tiber die Gesamtenergie fi 
von MITCHELL) (23). Kalium [nach (30)]. 


nente der Geschwindigkeit zur Metalloberflache verbunden ist. In beider 
Fallen erhalt man eine recht gute Ubereinstimmung mit dem Experimen’ 
[siehe (23), § 4,3 und 4,4]. 

Wie oben erwaihnt wurde, hat man die Quantentheorie des Photoeffekti 
auch auf den Fall von Temperaturen oberhalb von 0° K verallgemeinert. Dis 
erste derartige Rechnung stammt von BLOCHINZEW (18), der die Rech 
nungen von TAMM und SCHUBIN (16) verallgemeinerte; eine allgemeiners 
Theorie gab MITCHELL (31). MITCHELL beriicksichtigte zusatzlich die elek 
trischen Bildkrafte (die abgerundete Form der Potentialschwelle) und be 
nutzte die Methode der Variation der Konstanten. Sein Endergebnis fiir der 
Photostrom in der Nahe der langwelligen Grenze w, lautet 


kT\3 Fe pape 
I~) fr jt +exp | —y + “el ay, (4,10 
0 


Dieser Ausdruck kann als theoretische Begriindung der phinomenologische! 
Formel (2,4) von FOWLER (12) angesehen werden. Spiter hat HousTon (32 
eine Methode zur Behandlung der Temperatureffekte entwickelt. 

Eine Verallgemeinerung der Theorie von TAMM und SCHUBIN (16) auf den 
Fall des Photoeffekts in Metallen mit einem d4uBeren konstanten elektrische1 
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eld wurde von SAWELJEW (33) gegeben. Die Méglichkeit eines Tunnel- 
*ffekts durch die Potentialschwelle, die infolge des Feldes eine endliche 
iBreite erhalt, hat zur Folge, daB auch bei 0° K prinzipiell eine Anregung der 
Photoelektronen bei beliebig kleinen Frequenzen méglich ist (es besteht keine 
Wangwellige Grenze). Bei Frequenzen unterhalb w, erhalt SAWELJEW eine 
iFormel, ahnlich der Formel fiir die kalte Emission von Elektronen durch ein 
‘“iFeld [FOWLER und NORDHEIM (34)]. Fir Frequenzen oberhalb wg andert 
“Jsich die Formel fiir den Photostrom nur sehr wenig gegentiber der Formel, 
s@die sich ohne Beschleunigungsfeld ergibt. SAWELJEW beriicksichtigte auch 
4 is en KinfluB der elektrischen Bildkrafte. Die von ihm vorausgesagte Ver- 
‘dschiebung der effektiven langwelligen Grenze um 
dw =e VFlh 
1 
in Richtung auf gréBere Wellenlangen stimmt mit den experimentellen 
@ Daten von LAWRENCE und LINDFORD (35) recht gut iiberein. In einer Arbeit 
(von GUTH und MULLIN (36) wurden die Formeln von SAWELJEW nochmals 
yabgeleitet (ohne daB auf diesen verwiesen wird), ferner wurde eine Verall- 
'gemeinerung auf den Fall von Temperaturen oberhalb 0° K vorgenommen. 
'Kiirzlich berechneten MAKINSON und BUCKINGHAM (37) die Wahrscheinlich- 
\keit fiir eine simultane Absorption zweier Lichtquanten und einen Photostrom 
)zweiter Ordnung. Obwohl die Intensitat dieses Stroms sehr gering ist, kann 
§dieser Effekt in gewissen Fallen von Bedeutung sein. 
4“ Zur Behandlung des Photoeffekts von sensibilisierten photoelektrisch aktiven 
®Kathoden werden ganz besondere Rechenverfahren angewendet. Wir 
‘ beschrainken uns hier auf einen Hinweis auf einige wichtige Arbeiten tiber die 
| Theorie dieses Effekts (38—42). 
| Die theoretische Untersuchung des Volumenphotoeffekts in der elementaren 
& halbquantitativen Theorie wurde ebenfalls von TAMM und SCHUBIN 
§ begonnen (16). Sie schatzten diesen Effekt ab und fanden, da in dem 
i Frequenzgebiet um die iibliche langwellige Grenze und auch noch dariiber 
}hinaus der Photostrom, der auf Lichtabsorption im Innern des Metalls 
) beruht, bedeutend geringer ist als der Photostrom, der auf dem Oberflachen- 
| effekt beruht. Erst bei Frequenzen oberhalb der ,,zweiten langwelligen 
» Grenze“ y,, wird auch der Volumeneffekt merklich. Da in diesem Frequenz- 
4 gebiet der Oberflicheneffekt abnimmt, bestimmt hier der Volumeneffekt 
) praktisch den gesamten Photostrom. TAMM und SCHUBIN verglichen ihre 
| Ergebnisse mit den Experimenten von SUHRMANN und THEISSING (43) und 
'erhielten eine befriedigende qualitative Ubereinstimmung fir Alkali- 
| metalle. 
) Eine griindlichere Behandlung des Volumenphotoeffekts wurde spaiter von 
| Fan (44) durchgefiihrt. FAN benutzte die Einelektronen- Quantentheorie der 
Metalle, beriicksichtigte die Interferenzbedingungen fiir den Quasiimpuls der 
Elektronen und erhielt einen Ausdruck fiir die spektrale Verteilung der 
Photoelektronen. Er beriicksichtigte ferner die Lichtreflexion an der Ober- 
fliche der Photokathode. Aus der spektralen Reflexionskurve konnte er die 
| effektive zweite langwellige Grenze bestimmen, die im Fall des Natriums 
- und des Kaliums etwa den gleichen Wert hat (vp, = 5,91 - 104 bzw. voy = 
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= 5,69 - 1014). Die langwellige Grenze des Oberflicheneffekts liegt fiir dies 
Metalle bei v) = 5,53 - 10!4 baw. v = 4,84 - 10!4 Hz. Eine Abschitzung der 
Photoausbeute infolge des Volumeneffekts fiir Frequenzen oberhalb der 
zweiten langwelligen Grenze ergibt fiir diese Metalle die gleiche GréBen- 
ordnung wie fiir den Oberflacheneffekt, was mit den experimentellen Daten: 
iibereinstimmt. CASHMAN und BassoE (45) maBen den Photoeffekt an 
Barium und beobachteten einen Volumeneffekt. Fir dieses Metall, das eine 
hodhere Austrittsarbeit hat als die Alkalimetalle, iberdecken sich aber die 
Maxima in der spektralen Verteilung der Photoelektronen (die beiden lang- 
welligen Grenzen sind verhiltnismaBig nahe benachbart). Es ist daher fir 
das Barium unmodglich, den Oberflaichen- und den Volumenphotoeffekt 
getrennt zu behandeln; man muB hier auch auf das Modell der freien Elek- 
tronen verzichten (siehe § 7). 


§5. Der Oberfliichenphotoeffekt in geordneten Legierungen 


Wie man wei8, beruhen alle ,,Anomalien‘‘ der verschiedenen physikalischen | 
Eigenschaften geordneter Metallegierungen auf der Abhangigkeit dieser» 
Eigenschaften vom Fernordnungsgrad der Atome der einzelnen Komponenten | 
der Legierung an den verschiedenen Gitterpunkten (46). Man hat also Grund | 
zu der Annahme, da auch Anomalien des photoelektrischen Stromes zu: 
beobachten sein miissen, die auf den schnellen Anderungen des Fernordnungs- 

grades in der Nahe des CURIE-Punktes der Ordnung beruhen. 

Zur Verallgemeinerung der halbphanomenologischen Theorie des Photo- 

effekts auf den Fall einer geordneten Legierung benutzte SOKOLOW (47) die 

von SMIRNOW (48) gegebene Theorie der Elektronenbewegung im Kristall- 

gitter einer binaren Metallegierung mit beliebiger Zusammensetzung und 

beliebigem Fernordnungsgrad. Speziell gab SMIRNOW fiir die Elektronen- 

energie in einem kubisch-raumzentrierten Gitter einer Legierung folgenden 

Ausdruck an 


E(n) =w et + («5 )o4 
Vs 
= E — c)? Qn? + 64y? cos? “2 cos? = cos? =| : (5,1) 


Dabei sind k,, ky, k, die Komponenten des Quasiimpulses des Elektrons, 
c ist die relative Konzentration eine. der Komponenten der Legierung, 
y ist der Fernordnungsgrad; w, e*, Q, y sind Konstanten, die von c und 7 
nicht abhingen; der Parameter q hat fiir c <1/, den Wert 2c, fiir c > 1/, 
den Wert 1. 

Unter Benutzung des allgemeinen Ausdrucks fiir die effektive Masse 


}2 
OE 
Oke 


Mere = 
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i Penn man fiir das oberste nahezu besetzte Band im Kristall folgenden Wert 
‘fiir die effektive Masse berechnen: 


2 


Mete == 16;2a? L(q —c)? 22y? + 64y?]'/, (5,2) 


‘9 wobei a die Gitterkonstante ist. Die Anzahl der Valenzelektronen in der 
‘9 Volumeneinheit mit einem bestimmten Wert der Quasiimpulskomponente 
§senkrecht zur Oberfliche der Legierung wird durch die bekannte Formel 
'@ vom Typ (2,2) gegeben, die in diesem Fall entsprechend den Formeln (5,1) 


i und (5,2) folgendermaBen lautet 


co Qn 
nike) dy = S78, = re Car ae: Sora Be 
— c)\202 
| Dabei ist c= ie oe? = ky + kz; 


: Nehmen wir an, daB der Si ers peace an der Grenze pe eres = Valu 
2 vom Fernordnungsgrad abhangt, so kénnen wir ihn in eine Reihe nach diesem 
‘® Parameter entwickeln: 


Ow LfOe Wy 6 
Pin) = WO) (5) seg (apa) a sia 
4 Im folgenden werden wir uns fiir den Temperaturbereich in der Nahe des 
, CURIE-Punktes interessieren. In diesem Gebiet kann der Fernordnungsgrad als 
I klein angesehen werden (jy < 1), und man kann in allen Rechnungen héhere 
Potenzen von 7 als die zweite vernachlassigen. Ausgehend von der Aqui- 
* valenz der Gitterpunkte kann man leicht zeigen, daB in dem Ausdruck (5,4) 
) keine linearen Glieder auftreten kénnen. Ersetzt man namlich 7 durch —y, 


Ow 1 /2W it 
W(—n) = W(0) — (a), ax > (ir), ieee ee (5,5) 


i Es gilt aber W(y) = W(—y), da infolge der Aquivalenz der Gitterpunkte 
7 die physikalischen Eigenschaften der Legierung sich bei der Ersetzung von 7 
? durch —7 nicht andern diirfen. Durch Vergleich von (5,4) und (5,5) erhalten 
¥ wir (0W/0n)on =0, und wegen 7 +0 folgt daraus (0 W/07y),=0. Auf Grund 
| der allgemeinen Theorie der Phaseniiberginge zweiter Ordnung (49) kann 
7 man dann schlieBen, daB unterhalb des CURIE-Punktes (0? W/07*)) < 0 ist. 
) Fihrt man also die Bezeichnung 


1 /e@w 
x (aye), — 
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ein, so nimmt der Ausdruck fiir den Potentialsprung einer geordneten Legie- 
rung folgende Form an: g 

W () = Wo(1 — fn’). (5,6) | 
Natiirlich ist die effektive Austrittsarbeit y(7) ebenfalls eine quadratische : 
Funktion des Fernordnungsgrades und lautet folgendermaBen: 


a(n) = W(n) —&(n) = x — 977, (5,7) | 
wobei 6 = Woof —aéo 


ist. Unter Benutzung dieser Formel kann man die ,,Ordnungsanomalie“ der ' 
effektiven Austrittsarbeit einer Legierung leicht angeben 


Axth) [txt V's, (5,8) | 
Xo Xo Xo 


Wir bestimmen die Elektronenzahl, die bei der Temperatur 7’ unter dem | 
EinfluB von Licht der Frequenz v, die nahe an der Grenzfrequenz », liegt, aus : 
der Oberflaiche einer geordneten Legierung austritt. Diese Elektronenzahl | 
setzen wir als proportional der Anzahl der Elektronen in der Volumeneinheit ; 
der Legierung an, die eine zur Oberfliche senkrechte Quasiimpuls-Kompo- | 
nente haben, die gréBer ist als ein kritischer Wert: 


(y —an?) kz + hy = W(n). 


Diese Photoelektronenzahl, die wir mit Nyn(7) bezeichnen, wird gegeben 
durch den Ausdruck 


Non(y) = i n(k,) dk,. (5,9) 
(y—an?)k2 = W(n)—hy 


Zur Berechnung von Npn(y) setzen wir (5,3) in (5,9) ein und fihren eine: 
Variable z durch folgende Beziehung ein: 


(y — an?) kB — Wn) + hy = kz. (5,10) 
Ks ergibt sich 
ty hy — x(n) 
In | 1 xp AIEEE L. 
ee el il her el MBE 5,11 
pa) ~ 16203 (y — an?) a Kae dz. (5,11) 
Er) 


Da wir einen Wert » in der Nahe der Grenze des Photoeffekts betrachten 
[hy ~ x(n)] ist die GroBe hy — y(n) vergleichbar mit k7, d.h. mit der 
Breite des ,,MAX WELL-Schwanzes‘‘ in der FERMI-Verteilung, wahrend die 
GréBe W(n) —hy stets bedeutend gré8er als kT’ ist, und zwar von der 
GréBenordnung der Grenzenergie der Elektronen in der Legierung. Man 
kann also die GroBe z in dem Ausdruck 


( 4 a ~* 
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in hinreichender Naherung vernachlassigen, und zwar deshalb, weil bei 
groBen z der Zahler des Integranden in (5,11) wie e~? gegen Null geht. Wir 
haben dann 

: k2 [2 
Non (1) = Te aa (y — aniy (Wg) — hoy * 


fn ! + exp [-2 + BERM | az (5,12) 


Durch Integration erhalten wir daraus 
ke 72 


N ee eee eee)? 
BO) aie ae ea (5,13) 
Dabei ist ¢=L_ fir: 2z(n)= ee <0 
und +=2 fir x(n) > 0; 


die entsprechenden Ausdriicke fiir ® lauten 


1 
®, [x (n)] = 16n2a2 f, [x(y)], 


1 
he und ®, [x (n)] = i6n2a2 fe [z(n)], 


f, und f, ergeben sich aus den Formeln (2,6) und (2,7). 
Setzen wir (5,6) in (5,13) ein und lassen Glieder héherer Potenz als 7? fort, 
so erhalten wir 


Nya(n) = yo, ®, [2 (m)] (1 = Pn?) 5,14 
ph \7]) = yl (W, Zeyh hy)'/s ¢ U] ; | ( > ) 
. Bb aay 3 n 
dabei ist Pe 2(W, — hr) ay. a. (5,15) 
Da der Photoemissionsstrom proportional Np, (7) ist, kann man schreiben 
ORG = — Me ot 5 
T?(1 me In?) cee A (Wo h v) @; [x(7)] ’ (5,16) 


wobei A eine von y und 7' unabhingige Konstante ist. 

In der Formel (5,16) interessiert uns nicht der Absolutwert des Photostroms j, 
sondern seine Anomalie beim Ubergang vom ungeordneten in den geordneten 
Zustand (,,Ordnungsanomalie‘‘) also die GréBe 


LOS ss Dr?. (5,17) 
Jo Jo 


_ *Hierbei ist j, der Strom j bei 7 = 0 und 


(5,18) 


bans ALO) At 


@; [x(0)] kT 
D ist eine Funktion der Frequenz. Eine Anderung der Lichtfrequenz, die den 
Photoeffekt hervorruft, bedingt also eine Anderung des Koeffizienten D 
10* 
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(das entspricht experimentell einem verschiedenen Verlauf der Kurven des 
Photostroms). 

Es wire sehr wiinschenswert, eine experimentelle Priifung der theoretischen 
Formel (5,17) fiir geordnete Legierungen durchzufihren. Die Abhangigkeit 
des Photostroms von der Temperatur mu8 hier einen charakteristischen 
Knick im CuRIE-Punkt aufweisen; unterhalb dieses Punktes muB der fir 
geordnete Legierungen charakteristische Abfall der Kurve einsetzen [vergleiche 
z. B. die Temperaturabhingigkeit des Widerstandes fiir Cu,;Au (46)]. 

In dem Ausdruck (5,17) bedeutet A; die Differenz zwischen dem Photostrom, 
der sich durch Extrapolation der Photostromkurve oberhalb des CURIE- 
Punktes ergibt (j,), und dem tatsichlich unterhalb des CURIE-Punktes 
zu beobachtenden Photostrom. 

Bekanntlich ist fiir Frequenzen in der Nahe der langwelligen Grenze v die 
GroBe (W — hy)-": praktisch konstant und kann mit dem Koeffizienten A 
zusammengefaBt werden. Durch Logarithmieren von (5,16) erhalten wir 


n[ et + Ia?) |= B +n [x(q] = B+ n@ ge 8) 


wobei B eine neue, von der Temperatur und der Frequenz unabhingige 
Konstante ist. 

Die Formel (5,19) unterscheidet sich von dem entsprechenden Ausdruck in 
der Arbeit (12) dadurch, da8 auf der linken Seite unter dem Logarithmus ein 
Faktor 1 + J'y? steht, und daB auf der rechten Seite die GréBe v) eine Funk- 
tion von 7 ist. Zur Bestimmung der wirklichen photoelektrischen Grenze 
einer geordneten Legierung (diese ist eine Funktion des Fernordnungsgrades) 
hat man die theoretische Kurve [die rechte Seite der Formel (5,19)] als Funk- 
tion von x aufzutragen. Stellt man jetzt die experimentellen Werte des 
Photostroms j als Abhangigkeit der GréBe In [j(1 + I"y?)/T?] von hy/kT 
dar und verschiebt die experimentelle Kurve in waagerechter Richtung um 
y(y)/kT und in senkrechter Richtung um B, so erhilt man eine Uberein- 
stimmung mit der theoretischen Kurve. Die waagerechte Verschiebung 
liefert die langwellige Grenze v, oder y/h, denn hy /kT ist der Punkt auf der 
x-Achse der experimentellen Kurve, der dem Punkt x = 0 auf der Abszissen- 
achse der theoretischen Kurve entspricht. 

Die oben geschilderten Rechnungen kénnen keinen Anspruch auf eine quan- 
titative Beschreibung des Photoeffekts in geordneten Legierungen erheben, 
da sie im Rahmen eines grob vereinfachten Modells des Metalls durchgefiihrt 
wurden. Trotzdem besteht offensichtlich kein Grund, daran zu zweifeln, daB 
die wichtigsten qualitativen Schlu8folgerungen iiber den EinfluB des Ord- 
nungscharakters auf den Photoeffekt den wirklichen Verhaltnissen bei 


Metallegierungen entsprechen. (Schlu8 folgt im nachsten Heft.) 
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Uber einige Methoden zur Beredhnung de Wirkungsquersdhnittes 
der elastischhen Nukleon — Nukleon-Streuung’) 


II. Teil: Tensorkrafte 


Von F. Cap 


Wenn zwischen Nukleonen Tensorkrafte wirken, dann kénnen die bei reinen 
Zentralkraften verwendeten Methoden der Wirkungsquerschnittsberechnung 
(1) nicht mehr angewendet werden; es miissen neue Methoden entwickelt 
werden. Mit diesen Methoden wollen wir uns im vorliegenden zweiten Teil 
unseres Berichtes beschaftigen. Wie im ersten Teil beschranken wir uns auf 
elastische Zweikérperprobleme. Von der Annahme nur statischer. also ge- 
schwindigkeitsunabhangiger Krafte werden wir allerdings im letzten Ab- 
schnitt abgehen. 


§ 1. Tensorkrafte 


Tensorkrafte unterscheiden sich dadurch von Zentralkraften, daB die Kraft 
zwischen den beiden Teilchen nicht nur vom Abstand r zwischen den Teil- 
chen, sondern von gewissen Winkeln, beispielsweise von den Winkeln zwi- 
schen den Teilchenspins und der Verbindungslinie zwischen den Teilchen 
abhingt. Auch Tensorkrafte kénnen Potentialkrafte sein, also Krafte, die 
man durch Differentiation einer skalaren, nur vom Teilchenabstand abhin- 
gigen Funktion V(7) gewinnt. Solche Tensorpotentialkrafte kennt schon die 
klassische Elektrodynamik; sie treten bei der Wechselwirkung zwischen zwei 
Dipolen auf. Seien m, und m, die Momente von zwei (elektrischen, magneti- 
schen oder mesonischen) selbstverstaéndlich ausdehnungslosen Dipolen, dann 
gilt zunaichst fiir das am Feldort rp von einem im Punkt rp, befindlichen 
Dipol m, erzeugte Potential 


Up(tr) = (m, Vr) Up(tp), (1) 


wo Up eine skalare Ortsfunktion der Dimension [em™] und wo + a Up(tp) 
das im Feldpunkt ry von einem Pol der betreffenden linearen Feldtheorie 
erzeugte Potential [g'/:cm’/: sec!] ist. Ein Dipol entsteht nun durch das 
unendlich nahe Zusammenriicken von zwei ungleichnamigen Polen bei 
gleichzeitiger LadungsvergréBerung, so dai das Produkt aus jewweiliger 


1) Teil I (Zentralkrafte) erschien in den ,,Fortschr. der Phys.‘‘ Bd. 3, 371 —407 
(1955). 
11 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Ladung + a[g'/:em’/: sec"1! und jeweiligem Abstand konstant = m [g'/* 
em‘: sec~] ist. Da man in linearen Feldtheorien Losungen tiberlagern darf, 
gilt fiir das Dipolpotential 


Up(tp) = — a, Up (tp) + aU p(tp + ar) (2) 


(-+ wegen des anderen Vorzeichens der zweiten Ladung ay) 
und mit 


ayUp(tp + dr) = a,Up(ty) + d2Vp Up (tp) - dt + --- (3) 
‘ folgt wegen | a, | =| a, | (Quantisierung der Ladung) 
1 1 
Up(tr) = — lim (a,dr) Vp Up(tp) = — (mV yz) Up(tr), (1°) 
a a0 a 


wenn wir nun fortan unter U das Potential selbst verstehen wollen. Je nach 
der verwendeten linearen Feldtheorie erhaélt man nun fiir Up verschiedene 
Ausdriicke; in nichtlinaeren Feldtheorien gilt (1) natiirlich nur naherungs- 
weise (2). 

Wir kennen z. B. folgende statische lineare Feldgleichungen (3): 


AU = 0, = —€6 (r’) (Elektrostatik) (4a) 
AU —x?U = @, = —g 6 (r’) (Skalare Mesostatik) (4b) 
AU —x*?U =e; = —2-(mP’) 6 (7’, 8) (Pseudoskalare Mesostatik) (4c) 


Fir die Quelldichten 0(rs — rg) = e(r’) im Punkt mit dem Ortsvektor 1’ 
(gemessen vom Ursprung), wobei rs der Ortsvektor des Ladungsschwer- 
punktes S (Ort des punktférmigen Poles, Dipoles . . .) und rg der Ortsvektor 
eines Ladungselementes Y gemessen von § ist, haben wir schon in (4) punkt- 
artige (dipolartige) Ladungsverteilungen angesetzt. Die Lésungen von (4) 
erhalt man mit der Methode der GREENschen Funktion @ 


U(r, 0, ?) = 
1 2x 


==} | 


wo r, 0, y die Kugelkoordinaten eines beliebigen Feldpunktes, in dem eben U 
auftritt. Die GREENsche Funktion l48t sich durch den Abstand R von Feld- 
punkt (7, #, ~) und Quellpunkt (r’, 9, y’) ausdriicken: 


[ el’, 8,9) G(r, 8,05 7, 0,9) r? sin 8 do dp'dr’, (5) 
0 


ae entte:, 
C= R fiir (4a), G = oe fiir (4b, 4c) ; (6) 
R= Its (G7. 0, Pir, Oe): (7) 


Da @ von y unabhangig ist, kénnen wir y’ = setzen und erhalten (7a) 
R= R (7, 8,7, 8) = Yr + 1? — 277’ cos (8 — &). Wir legen nun den 
Schwerpunkt S in den Ursprung 0, so daB r' = SQ = 0Q , 


= TQ: 
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iFir die zentralsymmetrischen Ladungsverteilungen (4a), (4b) kann man 
0 = #' setzen, so daB R= |r —r’|. Wegen der bekannten Eigenschaft der 
} DiraAcschen Deltafunktion (4) 


[8 () P(r — 1) de’ = FF (r) (8) 


folgt aus (5) fiir das Polpotential [em’/? g’/: sec~1] 


yu) (r) = < a = € [em’/: g'/: sec"! ] (9a) 


e-*r 


U? (r)=9 


- a = g[em’ g’/sec"}]. (9b) 
{ Die azxialsymmetrische Ladungsverteilung (4c) miissen wir noch etwas 


| umformen. Es seien m,, m9, m, die Komponenten des Vektors m in Kugel- 
» koordinaten. Dann gilt 


i (mV') 6 (r', 8) = 
| 0 0 1 0 , re 
Bit ae to 297 + Mr rine Fy) HOO) - 
) , , 0 “ 
=| | (5778 (eos 8" 6 (3) + sin & aR 8 (8) 3(r)} (10) 
wegen m, = |m| cos 8’, mp = |m| sin 8’, da wir uns das Dipolmoment m 


in die Richtung der Polarachse gelegt denken. 
Da nun nach Definition’) 


il [ocr )-6(&): F(r — 2’, 9 — 8) dr d¥’ = F(r, 8) oder allgemeiner (11) 
0 —co 


f [ 6 (7') 6 (8) F (r, 1", 8, 8) dr’ dd’ = F (r, 8), (11a) 
0 -% 
da F(r, 7’, 3, 3) =F (r, ?) fir r= 7 =0 
of. t ) -F(r “ O-f) Apeieg es F (r, #3) (12) 
| J Or’ (7) ( als — Or ’ 
0 -«& 
analog fiir - pve und allgemein 
r Oo” 
| [(m 7’) F (r —7', 0 — 8) 6 (r’) 6 (8) dr’ do! = (mY) F (7, 9) (13) 
ners 


1) Eine ihnliche Definition findet sich bei H. BETHE, Handbuch d. Physik 24, 1, S. 559, 
vgl. (27). 
11* 
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oder [ (my) F (x, v) 6 (ede = (mY) F (x) 
folgt aus (4c), (5) mit (13) fiir das vom Pol der pseudoskalaren Mesonen- 


theorie erzeugte Potential 
e-*r 


(9¢) 


Vergleicht man (9c) mit (9b) unter Beriicksichtigung von (1’), so bemerkt 
man, da8 das Dipolpotential der skalaren Mesonentheorie mit dem Pol- 
potential der pseudoskalaren Theorie identisch ist: das pseudoskalare Meson 
ist daher nichts anderes als das Dipolteilchen der skalaren Mesonentheorie 
(2, 6). 

Da bei punktférmigen Ladungsverteilungen tiberall im Raum, auBer an der 
Stelle der Ladung (Ursprung), wo das Potential singular wird (Pol, Dipol. . .). 
' die homogene Differentialgleichung, also z. B. 


AU U0 (14) 


gilt, konnen wir auch von (14) zur Bestimmung des Potentials ausgehen. Die 
Loésung von (14) lautet (4): 


Me is ?) ip oar ee Tage (cos 0) 3 


] 1 (15) 
, 42 eine * er Bimn em? = et*r ) 


Da U ein Potential darstellt, ké6nnen wir nur die im Unendlichen ver- ™ 
schwindende Lésung brauchen; es mu also B,,,, = 0 sein. Die Spezialisierung 
m = 0, n = 0 (Pol) liefert (9b), mit x = 0 folgt noch (9a). m = 0, n =1 
(Dipol) liefert (9c). 

Zur Lésung der Zweinukleonengleichung, die unter der Voraussetzung, daB 
V(r, 8,y) nur vom relativen Abstand und dessen Ableitungen abhangt, in 
(1) abgeleitet wurde, miissen wir die potentielle Energie V (Wechselwirkungs- 
energie) zwischen den beiden Nukleonen kennen. 

Zur Berechnung der Wechselwirkungsenergie V gibt es nun in linearen Feld- 
theorien die folgende Methode, z. B. (2): Kommt eine Ladungsverteilung 
0, (t') in ein Potentialfeld U(r’), dann gilt: (r’, r, Ortsvektoren der Ladungs- 
elemente vom Ursprung aus) 


V=—qy fet’) UW )dr [om g seo) = [erg] (16) 
oder, wenn U (r) durch die Ladungsverteilung 0, erzeugt wird 
1 
sy t , , 
V= (4.2)2 as Qo (te) fee 01 (U)G (ts, v), (17) 


wo G die zur entsprechenden Feldtheorie gehérende GREENsche Funktion ist. 
V ist dann die potentielle Energie der ganzen Ladungswolke im vorgegebenen 
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{Feld. Das ist eine Konstante. Um nun JV als Ortsfunktion zu erhalten, miissen 
iwir bedenken, daB jede Verschiebung der Ladungswolken, d. h. jeder Ersatz 
von 0, und @, oder U durch eine andere Funktion, V andert. Als Wechsel- 
‘Twirkungsenergie zwischen zwei Ladungswolken fihren wir V(r) ein, wo r der 
lrelative Abstand der Schwerpunkte der beiden Wolken sei. Wenn wir nun 
jmach (4) wieder ausdehnungslose Wolken einfiihren, so liege der Schwer- 
Upunkt S, der Wolke 9, (t') im Ursprung O und der Schwerpunkt S, der 
) Wolke 0, liege im jeweils betrachteten Feldpunkt 1, der vom Ursprung den 
@ Abstand r hat. Ein Ladungselement der Wolke 0, hat somit den Abstand 7’ 
(vom Ursprung (= 8,), wahrend ein Ladungselement 0, den Abstand | vo 
¢vom Ursprung und den Abstand |r, —1r| =v’ von S, und den Abstand 
|r, —r’| von den anderen Ladungselementen hat. Da die 6-Verteilungen 
immer nur vom jeweiligen Schwerpunkt der Wolke aus (und nicht vom 
' Ursprung aus!) definiert sind, gilt fiir punktformige ,,Verteilungen’ (und 
| auch fiir andere vom Schwerpunkt S,(7) aus definierte ausgedehnte Wolken) 


V(t) = — p= [ Ulta) 09 (\t2 — eI) dr, (16') 
1 
V(t) = gaya [ a0" ea (0) f de’ ene) @ (ets) = 


faa wp | Maa (Ite — tl) f de’ en (2) 4, ty) (17) 
f 


Da r bei den Integrationen ‘ und unverandert bleibt, gilt dr’ = dr,. Hier 


ist also V(r) eine Ortefint tian Sobel r der Verbindungsvektor zwischen den 


 beiden Ladungsschwerpunkten ist, so daB S,S, = OS, = |r| = r. 
Wir betrachten nun zunachst (16’), hierbei ist U ganz beliebig, also beispiels- 
weise auch (9). Vermittels 


+ 00 
[ U(r) 6 (% — 1) dry = U(r) 


= 00. 


beweist man leicht die Formeln 


2 


Vpp(r) = z e*” aus (9b), (4b) 2 Pole in der Mesostatik (18b) 


-xT 


Vpp(r) =g (m7) “— (9c), (4b) Pol-Dipol in der Mesostatik (18b’) 
r (9c), (4c) Dipol-Dipol in der 


Vp (r) = (m7) (meP) —— * (43) Mesostatik oe 


(wo r der Abstand der beiden Teilchen). 
Mit x — 0 erhalt man hieraus sofort die entsprechenden Formeln fir die 
Elektrostatik. (17’) liefert, wie man sich leicht tiberzeugt, dieselben Ergeb- 
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nisse. (11, V) (ite vy) ist die Wechselwirkung zweier magnetischer Dipole + 
- 


mit den Momenten ny und ny. 


(18b’) und (18b’’) sind Tensorkrafte, d. h. Vpp und V pp sind die Wechsel- | 


wirkungsenergien mit Tensorcharakter. 
Der Ubergang zur tiblichen Mesonentheorie erfolgt durch Spezialisierung ' 
von m. Das Nukleon ist auSer seiner (hier nicht in Betracht kommenden) 
elektrischen Ladung + ¢, 0 noch durch seine mesonische Ladung g und durch 
seinen Spin o charakterisiert. Die Gr6éBe o ist ein Matrixvektor, seine drei 
cartesischen Komponenten ¢,, 0,, o, sind zweireihige Matrizen. [PAULI- 
Matrizen, vgl. etwa (7).] Der Betrag ist |o|? = 3, da die oj Einheitsmatrizen 
sind. [Man kann aber auch 6 als klassischen Vektor der Lange 1 einfiihren 
(8).] Da o dimensionslos ist, setzen wir (2) 


? 
My, = J OK Pi (19) 


wo 1/z% = 1,399 - 10733 cm (1). Man erhalt dann aus (18b’’) das bekannte 
Wechselwirkungspotential 2. Ordnung (aquivalent der klassischen exakten 
Lésung der Feldgleichung (4c), (3), PAULI) der neutralen pseudoskalaren 
Mesonentheorie (9) 


=30iF 


oder mit xr = x (20) 


V(r) = 08 <y (017) (627) 


a\(. a 
e = 
= gr («: xa) (0: 5a) s [erg]. 


Das Potential geladener Mesonentheorien, z. B. der lJadungssymmetrischen 
Theorie erhalt man in analoger Weise auf klassischem (2, 5, 10) oder quanten- 
theoretischem Weg (9) 


; , F) a 
Vir) = oe (rit) (41 3.) (02 5) (21) 


Die Tensorkraft (21) wird heute bei vielen kernphysikalischen Rechnungen 
verwendet. Bevor wir den Ausdruck fiir die weitere Rechnung umformen, 
wollen wir aber e-*/x durch f(x) ersetzen. 


V (x) = 97x (x, ts) (6 a (0: a Fa) Bae OT, (22) 


Solche Wechselwirkungsenergien treten entweder in Mesonenthcorien, die mit 

raumlich ausgedehnten Nukleonen oder mit einer clementaren Linge oder 

mit Formfaktoren arbeiten, auf (7) oder in nichtlinearen Mesonentheorien 

(2.5, 12). Durch explizites Ausrechnen von (22), d. h. Anschreiben der 
= 


; Cm: : 
cartesischen Komponenten der Vektoren 6 und — in Kugelkoordinaten erhalt 


Ox 
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an nach einigen elementaren Umformungen (5) (3, MARCH) 


d 
i be) = 92x (1, te) (6; 2) : gee at (0; aoe x) ; a : ae | (23) 
ji nun (G,x) =|0,|a cos 9, 


(62x) = | 62|2 cos Bp, 


gilt, wenn 6, zu 6, parallel oder antiparallel ist und wenn o, mit a (Ver- 
jadungslinie zwischen den Schwerpunkten der beiden Dipole!) den Winkel 
aschlieBt, mit 9, + 0 = 180° baw. 360° 


(a) = ox rey {[o4! Jou] = FE Fl oi|| 02] costo f OL ow 


jurch direktes Ausdifferenzieren kann man andererseits aus (22) auch 


V (x) = g?% (ty t) | 1 | | G2 | cos #, cos J, eat of (25) 
—| 6,| | o,| sin 0, sind J, — oe 
oleiten, was mit (24) dquivalent wird, wenn 
0, + 3 = 180° Momente parallel 
0, + 8, = 360° Momente antiparallel. 
ezeichnet man tiblicherweise 


(0, x) (02 x) 


Sp =3 ihe ba (0, 62), (26) 
o geht (23) iiber in 
1d 1 lid 
V(x) = 9? x (t,t) (0, 0, ip = TF 3 (G, 62) i a a 
1 did = 
a 3 Shp & aa Ae = gu (t% te) { V; (x) + V(x) - Sie}. (27) 


fierin ist V, eine Zentralkraft und V(x) S,, die eigentliche Tensorkraft 
ixiale Dipolkopplung). Fiir f(x) = e-*/x erhalt man aus (27) die Wechsel- 
irkung 2. Ordnung der ladungssymmetrischen pseudoskalaren Mesonen- 
1eorie: 


1 erat vid me Soe eT 

V (2) = gel) | 3 (0) — + 58a (Stats)ery 28) 
ie Tensorkraft (27) ist die allgemeinste Form einer Tensorkraft (nicht- 
ntralen Kraft), die aus einem statischen Potential abgeleitet werden 
ann (13). Noch allgemeinere Tensorkrafte, die auch die Nukleonengeschwin- 
igkeiten enthalten, werden wir spater kennenlernen. 
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Da VS,, ein Skalar ist, bleibt es gegen Spiegelungen und gegen Drehung 
um den Gesamtdrall invariant: Paritét und Gesamtdrall J sind Bewegun, 
konstante und gute Quantenzahlen gegeniiber S,, (13, 14). Hingegen sir. 
der Bahndrall Z und das Spinmoment S nicht mehr Bewegungskonstant 


da VS,» gegentiber reinen Koordinatendrehungen oder reinen Spindrehung 
nicht mehr invariant ist. Fir ein aus zwei Teilchen vom Spin 1/2 bestehende 
System besitzt Sj. noch eine weitere wichtige Eigenschaft: Vertauscht m 
6, und 6,, dann bleibt S,, invariant. Die Spin-Wellenfunktionen des aus zw 
Fermionen bestehenden Systems miissen nun entweder symmetrisch od 
antisymmetrisch sein (J). Spin-1/2-Teilchen besitzen aber tberhaupt n 
zwei Zustande: Das symmetrische Triplett und das antisymmetrische Sin 
lett. Wenn S,, invariant bleibt, bleibt also der Symmetriecharakter d 
Losung der Wellengleichung erhalten: S,, iberfiihrt ein Singulett in e 
Singulett und ein Triplett in ein Triplett, mit anderen Worten, der Betr 
des Spindrehimpulses ist im System aus zwei Spin-1/2-Teilchen eine I 


: A B 
variante gegeniiber S,,. Da der Mittelwert von ( ah 2) tiber alle Richtu 


gen (AB) 1/3 ist, verschwindet nach (26) der Mittelwert von S,, tiber al. 
Richtungen. Im Singulett gilt S = 1/2 -(o, + 06,) = 0, es gibt daher keir 


ausgezeichnete Richtung und S,, verschwindet. Aus 6, = — 0, folgt 
— 2 
ete pee + of =—3 (5) Big. es 


Im Singulett gibt es daher im statischen Fall nur Zentralkréifte. 
Die Matrizen o, sind entsprechend den zwei Einstellméglichkeiten de 
Nukleonenspins zweireihig und haben die Eigenwerte +1, —1. Eine Da 
stellung ist beispielsweise (7) 


01 0—1 lee £0) 
O77, = 10 O71, = 1 0 CO — Oe at < (2 


Die Komponenten von 0, haben dieselbe Form. Ein System, das aus zwe 
Spin-1/2-Teilchen besteht, verfiigt tiber 4 Einstellméglichkeiten des Spins 
Triplett (+1, 0, —1), Singulett (0). Der Matrixskalar (6, 6.) = 0,,62; + 6; 
Oo, + 01,0), ist daher ebenso wie Sj, eine vierreihige Matrix. Alle dies 
Matrizen erhalt man durch Kroneckermultiplikation, also z. B.: 


ca 


\ 


TaD nm 
Oye 2 (oy, Oxy )knim = (Ay Sry) PQ (3 


kylpnpan ky 20 Py QO = 11512: 21, 22:0der 1 . e 34 
sind die die Matrizenelemente bezeichnenden Indizes. 


Diese Multiplikationsregel gilt natiirlich auch fir (0,¢) (o,¢), wo jeder de 
beiden Faktoren eine zweireihige Matrix ist. Man erhalt so aus (29) (30): 


0 0 0 —1 
0 0 aEal 0 | 
Ooy = 
Oiy Sy 0 44 0 0 und (31) 
—1 0 0 0 
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+1 0 0 0 
eal 42 0 
0,0, = 
mig 0 +2 =! 0 (32) 
i 0 0 0 +1 
Hit den Eigenwerten +1, +1, +1 symmetrisch, Triplett 
—3 antisymmetrisch, Singulett. 


— = sind Einheitsvektoren, die wir mit ¢ bezeichnen wollen, so daB aus (26) 
Siz = 3 (6, €) (G2¢) — (G, G2) folgt. 
er Einheitsvektor in Richtung r hat in Kugelkoordinaten die cartesischen 
j.omponenten 
ei? + e-i 
2 


; . ger —e? 
e, = sin J sin y = sin 8 rere a 
t 


e€, = sin # cos y = sin 3 


| e, = cos # 
Mit (29) wird dann 


(0; e) = 017ex “tr Ory Cy + 04,e, = ( 


cos? sin ? ae (35) 


sin 8 e'? —cos? 
(6,e) hat dieselbe Form. Damit ergibt sich mit Hinblick auf (30) (32) unter 
: erwendung von sin? # + cos? # = 1 fiir (33) 
Ste — 
—1+3cos?? 3cos@sin Ve? ScosPsinde'? 3 sin? Pe? 
3 cos 0 sin Bel? 1—3cos?*? 1—3cos?? —3 cos #sin de“? 
1 3cos@sin de’? 1—3 cost? 1—3cos?? —3cos sin He? 
3 sin? Pe2'? —3 cos O sin Pe’? —3 cos P sin Pe’? —1 + 3 cos?d 


. (36) 


Diese explizite Form findet man nur selten in der Literatur (57). 

Die vier Eigenwerte von S,. berechnet man einfacher aus (33) (s. auch 
Tabelle 1). 

Triplett: (6, 6.) = +1 


a) 4, || 6 lle (o,e) = (6,e) = + 1 S,= + 2 
b) o, ||O,.Le (de) = (G,e) = 0 Sy.= —1 
c) 0,116, lle (o,¢) = —(o,.e) = —1 Sy=—2 
d) 6, 1| 0,1 e (o,e) = —(G,e) =0 Syp=+1 


1) {| bedeutet antiparallel. 
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Wie man Tabelle 1 dizekt entnimmt, gilt 
P38. = Si P 3 = Sy, wo Pz der BARTLETT-Operator (1) 
(und analog fir Py = Pz Px) 
P;=+1Triplett, P,; = —1 Singulett. 


Tabelle 1 


Geometrische Veranschaulichung von S}.. 


Singulett 


Triplett 


Wir wollen nun die Triplettzustande durch Quantenzahlen charakterisieren. 
Da Ms = + 1, 0, —1, gilt fir den Gesamtdrall J = 2+ 1, LZ, ZL —1.Nun 
ist aber bei Tensorkraften Z keine gute Quantenzahl mehr, so daB wir J 
fir die Klassifizierung verwenden. Es gilt also zur Berechnung von L 


15a E Toy eae hampers ad (38) 


Da die Paritaét eines Zweikorpersystems mit dem Bahndrall L immer gegeben 
ist durch 


p= (= 1), (39) 


wechselt die Paritét von Zustand zu Zustand, doch haben die beiden Zu- 
stande J + 1 immer dieselbe Paritat. Fiir ein gegebenes J haben wir also 
immer drei Zustinde, von denen zwei die gleiche Paritét haben; diese beiden 
Zustiinde sind, wie sich in § 2 zeigen wird, stets miteinander gekoppelt. Der 
Zustand J = L tritt immer allein auf. 


Insgesamt ergibt sich also fiir das Neutron-Proton-Triplett die folgende Auf- 
stellung (Tabelle 2) (J, 13, 14): 


3 
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Tabelle 2 

Bemerkung Paritat 
Li=0 385 fehlt (Triplett!) gerade 
Lb=-+1 Po allein oo ungerade 
L=02 39, + 8D, gekoppelt © gerade 
5 oP. allein ungerade 
Dees los $P, + 3F, gekoppelt ungerade 
tb 3D, allein gerade 
Re eS 2D Gs gekoppelt gerade 
dc oi allein " ungerade 


usw. 


) Fir Protonen sind im Triplett wegen des PAULI-Prinzips Zustande mit ge- 


t radem L (gerader Paritat) verboten; es sind daher 38,, °D,, 3D. zu streichen. 


| Insgesamt ergibt sich damit die Aufstellung von Tabelle 3. 


| Gewicht: 4 pp|+1|-1 


 Singulett anti |—3|— 1} — — 


Tabelle 3 


te 
Zustand & ger. Zustinde 


G, 0, 
Teilchen 


Sei ger. sym. ja wikia LS Gs WOE (J = L) 


81. = 0 | np |— 3}+-1|—1| ung. janti | (ja) 


(ger.)) — 


Gewicht: 34 es : 
pp |+1)/— 1/—1]ung.|anti| ver-| Ja aR, 


Triplett 
Si, = 0 sym.) -+1|+1 


Ld Lic®P,, 35s 
3P,, 9D, 

L=J:5P,,°D, 

do 3D, 


Die Tensorkraft ist nicht bloB eine mathematische Konstruktion; sie wird 
von den experimentellen Ergebnissen gefordert. 1939/40 wurde von KELLOG, 
RABI und NorDSIECK das Quadrupolmoment des Deuterons entdeckt (16). 
Eine solche nicht zentrisch-symmetrische Ladungsverteilung kann aber im 
Deuteron nur von einer nichtzentralen Kraft zwischen Neutron und Proton 
erzeugt werden. Da Q = 2,73 - 10--4 [cm?] sehr klein ist, wird der S-Zustand 
iiberwiegend vorherrschen und die D-Beimischung pp wird nur einige Pro- 
zent (3—6) betragen. Daraus darf man aber nicht schlieBen, daB die Tensor- 
kraft relativ zur Zentralkraft sehr klein sein mu8: auch sehr starke Tensor- 
krafte kénnen eine nur sehr kleine Beimischung erzeugen. Auf die Streu- 
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daten niederer Energic (< 10 MeV) hat die Tensorkraft allerdings weger 
1 — 2 fiir °D, wenig Einflu8 (13), (17). Die Streudaten hoherer Energie hin 
gegen scheinen ebenfalls fiir die Existenz einer Tensorkraft zu sprechen (5, 18) 
SchlieBlich spricht fiir die Tensorkraft, daB die heute als richtig erkannte 
ladungssymmetrische (19) pseudoskalare Mesonentheorie (20) schon in erstez 
Naherung (klassisch = sogenannte ,,zweite” stérungstheoretische Naherung : 
einen S,,. Term liefert. 


§ 2. Lésung der Zweikérpergleidhung. Methode der Partialwellen 


Bei Zentralkraften hatten wir als Lésung der Zweik6rpergleichung 


Ay 4 


4x? m Ei ap ‘ 
we (st —V) v=o (40) 


/ 


(Ms) p (r, 9) = SS Pi (cos 8) - e'™® fy (r) x (Ms) (41) 


gefunden (1), der Zustand war also durch die Quantenzahlen M, L und Ms. 
des Zweikérpersystems festgelegt. Hierbei ist I = M, die ,,magnetische 
Quantenzahl‘‘, die bekanntlich die Komponente des Bahndralls Z in einer 
bestimmten Richtung miBt und Ms, bezeichnet die Komponente des Gesamt- 
spins in einer bestimmten Richtung. 
Bei Tensorkraften ist nun LZ keine Quantenzahl mehr (27) und daher nicht 
mehr in der Lage, einen Zustand eindeutig zu beschreiben: der Operator Sj» 
ruft ja Uberginge zwischen verschiedenen L-Werten hervor. Hingegen ist J, 
der Gesamtdrall, eine gute Quantenzahl, auch M, kann als Quantenzahl. 
verwendet werden. 
Sy. war eine vierreihige Matrix, da zwei Spin-1/2-Teilchen vier Spinkombi- 
nationen zulassen. (Drei im Triplett, eine im Singulett.) Da im Singulett. 
(S = 0, J = L) der Eigenwert von Sj. gleich 0 ist, erhalten wir fir die 
Singulett-Eigenfunktion (40) (41), wo V eine reine Zentralkraft, V, und 
M,; = 0 ist. Fiir das Triplett (S = 1) hat aber V die Form (27). so da8 wir 
von 

am 


4 Eig Vv 
Aya + “Fa™ (Sgt — const (Vs 0) + F) Sl) px =O (42) 


auszugehen haben. Fiir das Triplett allein ist S,. eine nur dreireihige Matrix, 
da das Triplett nur iiber die drei durch Ms = + 1, 0, —1 gekennzeichneten 
Zustande verfiigt. Man kann daher y als dreizeilige Spaltenmatrix, als 
Vektor in dem von den drei ' Triplett-Spin-Eigenfunktionen aufgespannten 
Raum ansehen (22). Wenn V = 0, dann zerfallt (42) in drei voneinander 


vollig unabhangige Gleichungen fiir die y7(Ms) (bzw. pMs); die Tensor- 
kraft erzeugt jedoch eine Kopplung zwischen den Zustanden mit verschie- 
denem L. Die Rechnung wird mit den vierreihigen GréBen Syo, y nur selten 


Sam ie (23); die meisten Autoren rechnen mit den dreireihigen GréBen 
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Meist wird auch die explizite dreireihige Form der Tensorkraft nicht ver- 
wendet — (wir kommen darauf noch spiater bei der Besprechung der BORN- 
schen Naherung zuriick) —, sondern man geht vom iblichen LM,SM¢-. 
Schema aus, dessen Eigenfunktionen (41) bekannt sind. Die Eigenfunktionen 
werden dann in ein LM,;SJ (1M, MsJ)-Schema transformiert (24). Aber 
auch in diesem Schema kann der HAMILTON-Operator nicht diagonal gemacht 
werden (24, ROHRLICH); erst in einem (— 1)4SJM,-Schema (24, RoHR- 
LICH, BETHE) oder einem (— 1)7SJM,-Schema (24, BLATT-BIEDENHARN) 
gelingt dies: J, der Gesamtdrall, J/;, seine Komponente in einer bestimmten 
Richtung, S der Gesamtspin und die Paritét (— 1)” bzw. (— 1)’ sind die 
richtigen Quantenzahlen (24, BETHE). Die Paritat (— 1)” besitzt den Vorteil, 
der Eigenwert des Austauschoperators Py zu sein (24, ASHKIN-WU). 
Zwischen den verschiedenen Autoren bestehen nun einige Unterschiede in 
der Rechenweise (24). BETHE, sowie ASHKIN und Wu gehen vom LM, M.S- 
Schema (41) direkt zum J M,M,(— 1)”-Schema 


fo eet My, +1 
Woman (Tt; 0, 9) - 4 (Ms). = — > Uy (7) oS Cy LM,M,- 
TL —= J — 1) M,=M,-1 
-¥ 1” (8,9) x (Ms) (43) 
wo Ms; = M, — M,z, Dis — 1,0, +1, (—14)=2 


iiber und leiten gekoppelte Differentialgleichungen fiir wz und uz, ab, waihrend 
ROHRLICH und EISENSTEIN zuerst nur zum LM; M,J-Schema 


1 
prs ay (%> 9, 9) x (Ms) = — en ws S Yi" (9, p) exs (J My Mz Ms) x (Ms), 
L 
WOM Aeon 8. lr inode i = A (44) 


iibergehen, Differentialgleichungen fir uy erhalten und dann erst zum 
(—1)’M,JM,-Schema itibergehen. BLATT und BIEDENHARN verwenden 
eine (— 1)/-Paritaét und ASHKIN und Wu summieren in (43) tiber Msg statt 
tiber M,. Die Losung y von (42) ist dann in allen Fallen durch 


+1 co 


+ My 
yp (r, 0, Q) = >. >> > y JMyx* 76 (Ms) bzw. 
M =0 My=— My 


De WLIM,°X (Ms) (45) 


Ms=-1 J,My TL 
gegeben. 


Die Winkelanteile in der SZ.M, M,-Darstellung sind durch Y a CS y) x (Ms) 


gegeben; die Winkelanteile in der M,;LJM,-Darstellung seien FY. Der 
Ubergang von der einen zur anderen Darstellung stellt eine unitaére Trans- 
formation dar (24, ASHKIN, WU). 


CM ye ioe at My, 
Wy = Fae (0, v) x (Ms) (SLM,Ms/SLIM,). (46) 


Ms=— 
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Die Matrixelemente (SLM,M;/SLJM;) =crs(J M;M_,Ms) fihren den 
Namen CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten. Man kann ihnen noch andere Deu- 
tungen geben: eine gruppentheoretische Deutung (25) oder eine mehr physi- 


kalische Deutung (26): Die Y be gehéren nur zum Bahndrall1); ihre Eigen- 
> => 
werte sind L (LZ + 1) (von LZ?) und M, (von L,). Der Tensoroperator Sj, ,,ver- 
> — 

mischt‘‘ nun Bahndrall Z und Spin S: L ist keine Quantenzahl mehr. Der 
Spin wird durch die Spineigenfunktionen x (S, Ms) beschrieben; die Eigen- 
werte sind S(S +1) und My. Wir miissen nun infolge der statischen Kopp- 
lung von Bahndrall und Spin durch S,, lineare Leela lees von Y7"-¥ 
(S, Ms) gemaB (46’) suchen, SY dak diese Wig [auch Uses bezeichnet (26)} 
Eigenfunktionen von yee ‘ane + Sy mit dem Eigenwert J (J + 1) und von 
ye mit dem Eigenwert M, werden. Man erhalt (25, 26) fir S = 1 fir crs 
(J M;M,M 5) => fs (L, M;; Ms, J), wobei My => My, + Ms und Ms nur 
spezielle Werte annehmen. 


Tabelle 4 
CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten 


Ms; =0 


ie (L+M,+1))% (ee te (ew! (LMy+ ue 


J=L+4+1 
a @L+1) @L+2) @L+1) (£+1) @L+1) @L+2) 
aie (L—M,+1)]% M; ee (L+M,+1))% 
2L(L+1) | (L (LD+1)]}% SE (Dat | 


J=LI—1 


fae LE eae alee ee (L+ My+1) (L+ My) ]% 
AES ie DL) 2L(ZL+ 1) | 


Fir M; = 0,d.h. M;= Ms erhalt man noch speziellere Werte (24, ASHKIN). 
Der zugehorige Kombinationsansatz lautet (26, BLATT) (S = 1) 
ny 


JM JM | 
Were SS Oi 0, Mas Me Ms) Yr" (8,9) x (Ms), 
pr ua eeeet 
(46’) | 
wo x (Ms) die iblichen Tripletteigenfunktionen, siehe etwa (24, ROHRLICH). 


Die Lésung y (7, 3,~) von (42) ist also in Anlehnung an ROHRLICH und. 
KISENSTEIN nach (44), (45), (46’) anzusetzen: | 


oer f J+1 1 +L +1 | 
(r, 8, ) Ci Se : | 
=> nelly ne) : r mi (t) mea ae ‘ine 

-(J, My, Mz, Ms) Yi" (8,¢) +7 (Ms) (47) 


1) Die Y7’” sind hierbei im Sinne von BETHE (27) definiert. 
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: i Ss 
er yp (r, 3,9, Ms) = > 2 2) Cy prams; (48) 
J 
sbei (mit C, = 1) (24) $ 
: Mise A Oy se 
wus CUD OY Paw, (49) 


CRAM = = 


: > 
obei fiir die Komponenten des Vektors 9 gilt 


—> 5 
| Pisiu, = Cis (J, My, M1, Ms) Yi * (8, Q) - (Ms). (50) 
m die von Ms, abhaingigen Komponenten besser unterscheiden zu kénnen, 
hreiben wir nach (49) (50) mit uw! = u,, uw? —v,, u? = w, fiir die 
ektoren in den Fallen L = J,J +41 
>My 1 My 

PLL=I-1 = Us: Ps, bas-1 k=1 

— My 1 — My 

Yo, bar = CPs, bas b= 2 
| My i —>My 
| Ys, ba5+1 = Wr Ps, bas 41 k=3 


ad erhalten aus (50) und Tabelle 4 mit M; = M, — Mg fir deren Kom- 
onenten (28) 


lektor L = J —1 Q,t=5-1 (k= 1, uy = ts). 
‘omponente M;= —1/(J —1—4M))* (J — M,)% 2-%. ys 
tomponente M; = + 1| (J —1 + M,)” (J + My)% 2-%- YyZ7" 
omponente M, = 0 (J —M,)% (J + M;)”- Yow, 
aa casas leat) (51a) 
| VJ (25 —1) 
ro die erste Zeile py, + i9,, 
ie zweite Zeile py, — ig, 
nd die dritte Zeile y, bedeutet (28, CORBEN). 
’ektor L = J a aa (k = 2, u?)? = vz) 
Componente VM, = — 1 (J —M,)* (J+M,+4+1)*%2-%.- yo 
Componente Ms = +1 | —(J + M,)% (J — My + 1)% 2-%- Yz"™! 
Componente M,; = 0 M,-Yy" 
1 
(51b) 


YI TFD 
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ee A) (3) 


Vektor L=J+4+1 Qy,L=s +1 teers = w,;) 
Komponente M, = — 1 (J +2+ M;)(J +1+M,)]* yMt} 
; eo | 
(2J + 2) 
Komponente M; = + 1 (J + 1— Ws) (J — My + 2))* ym, -1 
Qs +42) cay 
Komponente M,; = 0 (J +1—M,;) (J+1+ M,;)]” 
oe (ast Taek 
HH 


(51e} 


YET aa 


[Weiteres iiber diese Vektoren findet man bei CORBEN und SCHWINGER (28) 
sowie RARITA und SCHWINGER (22)]. 
Geht man Ne mit (48) in (42) ein, so mu8B man wissen, wie der Operator Sj, 
auf px bzw. wp “p wirkt. Da S;. nach (36) nur Winkelanteile enthalt We von 
unabhangig ist, brauchen wir uns nur fiir die Wirkung von S,, auf yp inter~ 
essieren. Selbstverstandlich kann man auch mit (45) in (42) eingehen und ohne 
Beriicksichtigung der vektoriellen Eigenschaften von y einfach darauflos- 
rechnen (24, BETHE, ASHKIN und WU). 

Auf alle Falle miissen wir die Elemente der dreireihigen (bzw. vierreihigen) 
Matrix S,, kennen. Die Elemente der vierreihigen Matrix (36), ausgedriickt 
durch die Quantenzahlen, findet man bei HOLMBERG (23); die Elemente de 

dreireihigen Matrix geben u. a. BETHE, RARITA und SCHWINGER, ROHRLICK: 
und EISENSTEIN an (22, 24). Man erhalt sie (BETHE) entweder durch direkte: 
Einsetzen von (46) in (42) aus der sich so ergebenden Beziehung 


Sie Poum = Spot Faum, + Swi Foams (52) 


unter Zuhilfenahme bekannter Beziehungen zwischen den Kugelflichen-- 
funktionen (27) oder vermittels der Vektormethode nach RARITA und 
SCHWINGER 


Hoa Tat J yeas 
eee 6 [J (J + 1)]% 
5 Ae teal eee a bea GE of 
pea : oF EI 
sf 0 2 0 See. 
6 [J (J + 1)]% Ge 
Hse OO | ke sk ere Rk oO pa Cy ea 
‘- a7 . Sa 


| 
| 


(Hierbei sind Ausdriicke der Art cos @ sin 3 usw. aus (36) gemaB (27), Hand- 
buch S8. 555ff. in Kugelfunktionen zu verwandeln). 
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ie man sich leicht tiberzeugt, gilt fiir die Matrix Sy, 


, Seay (Summe der Diagonalglieder) (54) 
| Doda voel 
Ind ou 2. (2J +1)S;, =0. (55) 


i, J—1 > [J (J + 1)]* > 

2 “Ce ce nant es pe Ppp 8 feted Pr pas41 
ey [J (J + 1)]*% > J+2 

i 12 Py te JT = apy ea Pinas —1 mi 18 ea Poe pat ae 


| > M 
te ce ape Pye: 


Yer Tensoroperator bewirkt also eine Kopplung der die gleiche Paritat be- 
Witzenden Zustinde L = J+ 1, wihrend L = J (andere Paritat!) unge- 
(foppelt bleibt. Dies kommt daher, daB nach (37) S,, mit Py, kommutiert. 

an erhalt dann mit (56) fir die radialen Funktionen das System (24, 


ie JMy r J+1 
ate +(# ~ERES ou oy IV 1) we (0. (51) 
F Jp 


j ierbei ist ve i’ (r) das Matrixelement (pi, oats V (r, 03, Fo) yy” J. 


( 53), (56); sie enthalten gewissermaBen eine Integration iiber die Oberflaiche 
jeiner Kugel und eine Summierung iiber die Spinvariablen (24, SWANSON). 
4D as System (57) wird nur von wenigen Autoren explizit es Seger cy man 


KYNCH (24). Diese Autoren verwenden gemaB (47) die Rocrieuins nach J. 
In der Schreibweise nach (51) erhalten wir so aus (57) 


jag) + (# — PP) wy far — FFP eT I a + 
+See se V wy (57a) 
Bis (4 - Ste +9), 
=| Vi; tap eT } 5 SE aru, (57b) 
u(r) + (eS DY op = {as +287 | w 
‘mit k? = a E= _ (57c) 


: 12 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik*‘ 


166 F. Cap 


Bei dieser Schreibweise haben wir die Potentialkonstanten g? x (1, tT.) 
const f(6,, 62, T, T) (24, ROHRLICH) mit @ resp. B bezeichnet. Diese Ko 


m 
stanten mégen auch m/h? enthalten, also z. B. a = 8 = 42 g?% (Tt, T.) g 


maB (42). 5 
ROHRLICH und EISENSTEIN gelingt es, durch Einfiihrung von sechs neu 
Funktionen und vier Konstanten das System (57) so umzuformen, daB jeg~ 
liche Ubersicht verlorengeht (24, ROHRLICH, EISENSTEIN). Da leider viel 
Autoren (24, GOURDIN u. v. a.) an ROHRLICH und EISENSTEIN anschlieBen,| 
erschien es dem Verf. zweckmaBig, von (57) nach KYNCH auszugehen. Die End-. 
ergebnisse stimmen natiirlich bei allen der erwihnten Arbeiten (24) iberein.. 
Das System (57) kann auch in der Form von Integralgleichungen geschrieben 
werden (24, ROHRLICH), auf welchen man dann, ahnlich wie bei Zentral- 
kraften,.ein Variationsverfahren aufbauen kann. Auch die Anwendung des} 
WKB.-Verfahrens oder eine numerische Integration ist méglich. 

Das asymptotische Verhalten der Lésungen (49) ist natirlich durch 


My ~ 2 sin (kr — (J —1) + 03) eM, Ga FS 


> Cy)... 1% 
Bs, ~ sin (rT +) F485) BH, LT +1 068) 


I 
q 


te Jax 
yey, asin (er —F + 85) a, L 


gegeben. C, ist das asymptotische Amplitudenverhaltnis (w/w). 

Wir miissen nun noch den Ubergang zum M sJ M ;(—1)’-Schema besprechen. 
Zu diesem Zweck miissen wir die Kigenfunktionen (44) des MJ .M,L-Schemas 
zu Aggregaten gleicher Paritat zusammenfassen. Im Fall LZ =J sind die 
Eigenfunktionen in beiden Schemata dieselben; fiir L —J-+ 1, welche 
Zustande dieselbe Paritaét besitzen, wird sich die Eigenfunktion des M;J My 
(—1)4-Schemas als lineare Kombination von pe, 7_ yan gus, yas 
darstellen lassen. [Im Ansatz (43) nach BETHE ist, da die Cy 7m, ae nicht 
genau die CLEBSCH-GORDAN Koeffizienten sein miissen, dies bereits ent- 
halten; in (47) kann man diese Linearkombination in den C;, unterbringen.] 


Wir setzen (23, 24, HOLMBERG, ROHRLICH, BLATT-WEISSKOPF, GOURDIN) 


P Dey Siok 1 >, 
Se a pms ert (r) P75-1 os ws (r) Pr 41 
1 aS 1 sas 
Vou ee) Psy oy 5 OPS oan (59) 
1 > 
vou, aes) (2) py, = ps, 


wo die Pu, durch (51a, b, c) gegeben sind). 
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Diese Kombinationen besitzen den Vorteil, daB das Mischungsverhialtnis er- 
alten bleibt. Wenn die einfallende Welle z. B. eine reine 38,-Welle ist, dann 
rust die Streuwelle im allgemeinen eine Mischung *S, + *D,. Die Kombina- 
fionen (59) besitzen hingegen die Eigenschaft einer agen des Mischungs- 
Jrerhaltnisses bei der Streuung: sie sind ,, Eigenzustiande der Tensorstreuung"*). 
as gibt drei solcher Eigenzustande: die a-Welle ist vorwiegend eine 3S,, 
¢P,... Welle, mit einer kleinen 2D,, 37, ... Beimischung; bei der y-Welle 
‘st die Situation gerade umgekehrt: die y-Welle wird sich also vorwiegend wie 
ine D-Welle benehmen und kann daher bei Streuversuchen niedriger Energie 
‘vernachlassigt werden. Die B-Welle hat eine andere Paritit und steht fir 
‘sich allein da; sie ist mit der alten v,-Welle identisch. 

‘Die uZ, wu, wi’, w’,; unterscheiden sich von den uw, wy in (49), (58) durch ein 
Sanderes asymptotisches Verhalten. Die in (58) angeschriebenen Phasen be- 
Wziehen sich ja auf die folgenden ungemischten Zustande: 


Tabelle 5 
6; Oy 67 
L=J—1 LSJ 1 L=J 
f= 0 — =P, a 
J = 38; sp, cl eo 
J= SP, oP, ‘D, 
bes ‘Ds 56, | SP, 
gekoppelt 


i Die Eigenzustinde haben natiirlich ein analoges asymptotisches Verhalten, 
(aber mit anderen Phasen. 

Da sich die Eigenzustande ys p, ye gegentiber der einlaufenden Partial- 
4) welle asymptotisch nur durch eine Phasenverschiebung, namlich et ee 
/ = 6) unterscheiden diirfen, mu8 man (59) auf die asymptotische Form 


4 ‘urd bi , age 
i Vu, MER (er — — 5 + 83) [pMs,_, Bre, Pr ail 

{ ; len. 

! yp ~ Dy; > sin (kr — (7 +1) 5 + 8) ( GH. +3 Cpanel (60) 


1 
| Ms = Bi ~ pain (br —F + 65) By 


1) Unterla&t man den Ubergang zum MgJ M. om 1)4-Schema, so werden die Zusténde 


bei der Streuung gemischt und die Phasen 67’”werden komplex: W. Rarita, J. 
ScHWINGER, Phys. Rev. 59, 442 (1941); J. ASHKIN, T. Wu, Phys. Rev. 78, 928 (1948). 


aaa * 
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bringen kénnen. Die GroBen 77’ nennen wir die Mischungsbeitrige. Durch 
Vergleich von (59) und (60) findet man leicht 


u ~ sin (kr —(J — 1) 5 + 63) 
MLA a : 1G a 
wy ~ —n, sin (tr 7 — 5 +95) =, sin (tr —( + 5 +93) 
y ‘ ut pe Ce i Sell eh gaa; eke 
uy ~ Dy; sin hed oh) Oy = — D;sin {kr — ( Limits i}; 
wy ~ —Dynz sin (tr —(F +1) 5 23 03). (61) 


Die Eigenzustande der Streuung sind also dadurch charakterisiert, da die 
uj” und wy” dieselbe Phasenverschiebung haben. Da sich die Mischungs- 
verhiltnisse bei der Tensorstreuung nicht andern und da die Teilchenzahl 
auch bei der Tensorstreuung konstant bleibt (Normierung der Wellenfunk- 
tionen!) folgt (24) asymptotisch 


a = HF ae ee Ny (62) 


und sia img eB (63) 


so daB ny Ny = —1. (64) 


Fiir verschwindende Tensorkriafte geht j (= 0) gegen Null und (60) gegen 
(58). 75 miBt die Beimischung des Zustandes L = J+ 1 zum Zustand 


L=J —1und1/nj; = — nj miBt die Beimischung des Zustandes L = J —1 
zum Zustand L = J + 1. (Die numerisch kleinere Gro8e 7, wird dabei als 
nz bezeichnet.) Der Wirkungsquerschnitt wird sich, wie wir sehen werden, 
durch die Eigenphasen 65, 6), 65 — 6) ausdricken lassen (29). Wir miissen 
daher wissen, wie die Eigenphasen aus den gewohnlichen Phasen (Tab. 5) zu 
berechnen sind. Umgekehrt kann man auch die gewéhnlichen Phasen durch 
die Eigenphasen ausdriicken: BRUECKNER, BLATT und BIEDENHARN 
geben hierzu Formeln an (29). Der Wirkungsquerschnitt 148t sich auch durch 
die gewohnlichen Phasen ausdriicken (30), doch mu8 man dann zu komplexen 
Phasen tibergehen, um die Mischung beschreiben zu kénnen. In den wenigen 
Fallen, in denen in der Literatur der Wirkungsquerschnitt als explizite Funk- 
tion der Phasen angegeben wird (31), geschieht dies durchwegs vermittels der 
Kigenphasen. 

Die gewohnlichen Phasen erhalt man durch Lésung von (57); dies geschieht 
— so wie bei den Zentralkraiften (7) — durch ein Variationsverfahren, durch 
die BorNsche Naherung, durch das WKB-Verfahren oder durch numerische 
Integration. Da die Lésung von (57c) gegeniiber den Zentralkraften nichts 
Neues bringt, betrachten wir (57a, b). Wir nehmen an, wir hatten bereits 


i wobei x = kr — 
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i zwei voneinander unabhangige Lésungen, die die Randbedingungen (s. spater) 
| befriedigen, gefunden: 
| Sie mégen folgendes asymptotisches Verhalten haben (fiir beliebiges J) 


1 
uy ~ = Asin (@ + 6)); ay = — Ag sin (w + 63) 
; : (65) 
Wy pees sin (2 + 61); Wy — Be sin (x + 03), 


(J —1) 


x. Die Konstanten A), A,, B,, B, und die gewohnlichen 


Phasen 0}, 0;, 6),, 6% sind durch die numerische Integration usw. bekannt. 
» GemaB (61) haben wir aus (65) die folgenden Eigenlésungen 


a ee eee Re ip RAG inn (aiert8)) 
x x 
(66) 
Wa = Na Aq — sin (@ + 94); wy = — ny A, sin (x + 6,) 


} zu bilden, wobei (64) noch nicht beriicksichtigt wurde. Wir setzen unter Ver- 


“ wendung von vier unbestimmten Koeffizienten a, b, c, d 


Uz =U, + bu; u,=cu, + du, (67) 
Wa = Gu, + bwe; w, = cw, + duy. 

Kinsetzen von (65) und (66) in (67) ergibt vier noch 2 enthaltende Gleichun- 

gen, die fir jedes x gelten: 


A, sin (x + 6,) = aA, sin (% + 61) + DA, sin (a + 62) (68a) 
A,, sin (~ + 6,) = cA, sin (w + 6%) + dAg sin (x + 03) (68 b) 
NeAq sin (x + 6,) = aB, sin (a + 64) + bBz sin (x + 0%) (68c¢) 
n,A, sin (x + 6,) = cB, sin (« + 6),) + dB, sin (x + 6%). (68d) 


Setzt man nun sukzessive 
t= — 62, — 63; — 6}, — dh; — 63, — 63,; — di, — 6}, 
so kann man die Unbekannten a, b, c, d durch die Unbekannten A,, 7,, A,, 


Ny, 54, 6, ausdriicken (indem man jeweils zwei Gleichungen des Systems (68) 
verwendet). 


A, sin (6, — 62) Ag Na sin (6, — 93) 
bee! beet ee nee 69 
Sa ea (O08) HiRes a3) (22) 
A, sin (6, — 62) Ag Na sin (6, — dx) 4 
DANG ee a oa DF 0 
>= — 4, sin (8, — 82) ~ — By sin (84 — 8) oe) 
A, sin (6, — 07) n, A, sin (6, — 0%) 
C= = = — = i 5) (71) 
A, sin (6) — 03) B, sin (61, — 63) 
Any A, sin (6,—9i) ___ , A, sin (6,, — 61) (72) 


i Ape OE 2202) B, sin (61, — 62) ° 
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Wir erhielten so 4 Gleichungen fiir die 6 Unbekannten A,, A,, 64, 9,, Na Ny ; 
Wir bilden (69) : (70) und (71) : (72) und erhalten 


A, sin (6, — 62) _ B, sin (6, — 6%) 
A, sin (6, — a B, sin (6, — bw) 
A, sin (6, — 03) B, sin (6, — 6%) 
Ay sin, ——6)), Bist (0a. On)" 


Es zeigt sich also, daB fiir 6, und 6, dieselbe Gleichung gilt. Diese Gleichung 
ist quadratisch und besitzt daher zwei Wurzeln. Die beiden Lésungen wollen 
wir 6,, 6, nennen. Wir stehen damit bisher in voller Ubereinstimmung zu 
BRUECKN ER (29) , der anscheinend als einziger angibt, wie die Eigenphasen 
6,, 6, nun wirklich aus den normalen Phasen 0), 07, 6,, 6; zu berechnen 
sind. Da wir nun noch andere mit a resp. y indizierte GréBen haben, wollen 
wir uns dafiir interessieren, ob fiir diese 4hnliche Verhaltnisse gelten. Aus (69) 

und (70) bzw. (71) und (72) folgt 


B, sin (6, ~ 93) -.sin (6%, — 0%) _ By sin (6, — 93) - sin (6), — 05) 


(73) 


(74) 


(75) 


"a = sin (6, — 62) -sin (6, — 02) Ay sin (05 — 62) «sin (6, — 04 
_ B, sin (6, — 6f) - sin (0, — 0%) Bz sin (0, — 03) - sin (07, — 0%) (76 
WHS Avan foi- Bem (oe set, int (On are a 20 


was natiirlich ebenfalls genau die quadratischen Gleichungen (73), (74) fiir 6 
ergibt. 

Wir sehen also, daB auch die Gleichungen fir 7, und 7, gleich sind — ganz 
wie bei BRUECKNER. Das 7, folgt aus (75) fiir 6 = 6,, das Ny aus derselben 
Gleichung (75) fiir 6d = 6,. Wenn jedoch (64) gelten soll — eine Beziehung, 
die BRUECKNER nicht erwahnt — dann muB gelten 


B,B, sin (6, — 6%) sin? (6j, — 63) sin (6, — 6}) = 
= — A,A, sin® (61 — 67) - sin (6, — 63) - sin (6, — 61). (77) 
Diese Bedingung scheint die ,,Angaben“ A,, Ay, By, By, 6}, 62, 64, 62, einzu- 


schranken; da sie jedoch auch noch 6 (6,, 6,) enthalt, kénnen wir noch nicht 
exakte Aussagen machen. Wir bilden nun (69): (71) und (70) : (72) und er- 


halten sin (5, —62) asin (6, =) ” 
sin (6, —0;) —_, sin (6, — 63) esd 
sin (0, — 03) __ Na sin (6, — 94) 
sin (6, — 1 es, y, sin (6,, — 46) yk 
eas Na sin (6, —0;) sin (6, — a be 
nH, sin (6, — 62) sin (6, — 63) 
sin (6, —01) sin (6, —6}) 
~ sin (6, —61) sin (6, — 63)’ (20) 


Wenn man also 7, (oder 7,) hat, so ist der andere Wert durch (80) im allge- 
meinen bereits festgelegt. Nur bei speziellen Angaben wird es also méglich 
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sein, auch noch (64) zu erfillen. Um diese Bedingung fiir die Angaben A,, 

Ay, By, By, 64, 6%, 6%, 62, zu finden, leiten wir aus (69) und (70) die Gleichung 

fiir tg 6, her (die Gleichung fiir tg 6, sieht genauso aus) (6 — 4,, 6,) 

__ sin 07 B, sin (03, — 63) — n, A, sin (6} — 62) sin 63, 

~~ cos 62 B, sin (61, — 63) — n, A, sin (61 — 62) cos 62, 
sin 6; B, sin (6), — 62) — n, Ag sin (64 — 62) sin 6}, 


~ cos 64 B, sin (64 — 63) — n, A, sin (64 — 02) cos 6}, (81) 


tg 6 


Hieraus leitet man die folgende Gleichung fiir 7 = ,, n, ab (die Gleichung 
fiir 7, sieht ganz gleich aus) 


,B, sin (62 — 61) + A,B, sin (63 —6!) _B, B, sin (64, — 63) 
A, Ag sin (61 — 6?) A, A, sin (6) — 62) 


so daB mit (64) nach bekannten Satzen als Bedingung fiir die Angabe folgt 


3 BB, sin (8, — 63) 
Tally = I yds sin (8; — 89) 


Man konnte-glauben, daB (83) auch bei beliebigen A,, A,, B,, B, infolge der 
Homogenitit von (57) durch einen Ubergang A, > @A,, Ap > BAe, By > aB,, 
B, — BB, (der auch eine Lésung gibt) immer erfiillt werden kann; wie man 
sich leicht tiberzeugt, ist dies nicht der Fall — die urspriinglichen, aus der 
numerischen Integration von (57) gewonnenen Amplituden miissen (83) er- 
fiillen. 

Hier liegt also — so sich nicht (83) aus irgendwelchen immer erfillten Neben- 
bedingungen [z. B. WRONSKy-Determinante!)] ableiten ]éBt, — ein offen- 
kundiger Widerspruch vor, zu dessen Aufklarung weitere Untersuchun- 
gen vorgenommen werden sollen. Numerische Rechnungen zeigten, daB bei 
der numerischen Integration eines Beispiels weder (83) noch (64) erfillt ist. 
Man bemerkt auch, daB (69) und (70) zwei Gleichungen fiir 7, und 46, dar- 
stellen, so daB also jede nicht aus diesen Gleichungen ableitbare Nebenbe- 
dingung einen Widerspruch erzeugen muB. 

Die Lésung (47) stellt die gesammelte Welle dar; um die Streuwelle zu er- 
halten, miissen wir die einfallende Welle abziehen. Ebenso wie bei den Zentral- 
kraften miissen wir daher die einfallende ebene Welle nach den Eigenfunk- 
tionen von (47) entwickeln. Wir wissen bereits (1), daB gilt: 


y | 
n° + 7 = 0, (82) 


(83) 


Lucite = Pueitroos? — Puy, Paint, = (QL + 1) 6% Py (cos 8) (m/2kr)'- 
L=0 


—>- 
-Jr43), (hr) + Yu, = Pike. — (84) 


Um (84) durch die Eigenfunktionen (47) resp. (46) auszudriicken, miissen 
wir die Umkehrtransformation zu (46’) verwenden (24, ASHKIN; 26, BLATT; 
29, RoHRLICH; 24, GoURDIN; 25). Wir bezeichneten (vgl. Tab. 4) 


(SLM ,Ms/SLJM;) = crs (JM;MzMs) = fs (L, My; Ms, J) (85) 


ay Vel. etwa SWANSON (35), RARITA-SCHWINGER (29, 17, S. 444), BROYLES (38, S. 249). 
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und analog die Matrixelemente der Umkehrtransformation 

(SLIM ,/SIM ,Ms) => CLS (JM,M ,M5) = ts (L, M;; Ms, J) (86) 
M, = M,+ Ms und M, = 0 fir die einfallende ebene Welle und S = 1, 


DAY BF TNs 2 
P, (cos 8) = ( Ls ) ¥4, (9,9) (87) 
ergibt sich so (24, GOURDIN; 29, ROHRLICH) durch Umkehrung von (46°) 
4m \'ls d 
YL(89) Hi" = (s7eq) Pe MOM\ eH. — (88) 


Die CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten der Umkehrtransformation geben wir 
explizit nicht an; man findet sie bei CONDON und SHORTLEFY (26) und bei 
ROHRLICH und EISENSTEIN (29, Seite 718). 

Fir die einfallende ebene Welle erhalt man somit 


Ms A SP eS A PL, Af na F 
Par = V 7, aoe ( a (sz) r+¥, (Kr) - 
 cr1 (JMjOM,) - 9, (89) 


deren Radialteil als BESSEL-Funktion (1) das asymptotische Verhalten 


> (4a0)"/2 
i aa 


Sy) (28 2 14" gin (kr = >) Ph? ci (90) 


L,J 


hervorruft. Unter Verwendung von e'47/? — i” formen wir (90) um in 


4a0)"/2 ; : 

pus, ~ ae - (21 + 1)? cr; (JMj,OM,) gus “(ef *" — @-—the), Cod (91) 
Da in der einfallenden (ebenen) Welle MM, = 0, also My = Ms gilt, wo My = 
= M;=+ 1,0, —1, beschreibt M, die Spinorienticrung der einlaufenden 
Teilchen relativ zum Spin der streuenden Teilchen. Um die Strewwelle zu 
erhalten, miissen wir von der Gesamtwelle (47), (48) die einfallende Welle 
(91) abziehen. Fiir ein bestimmtes M, schreiben wir die Gesamtwelle in 
der Form 


il 
yy ~ 5, le Lae sin (er —(J —1) > ah ai an Cs sin [er =a 


1 
—U+0F +03). ee rte [19 A! sin (kr — (7 — 1) $ + 63) + 
+ 1 OF sin (kr —(F +1) + 85)]- B54 + 


1 
+ es By” sin (Es ees f > ae 4 oay\) (92) 


a sich aus (48), (49), (59), (60) ergibt. Die Entwicklungskoeffizienten Avan 
By”, C7” sind zunachst noch vollkommen frei. Eine analoge Umformung wie 
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¢ bei (91) fihrt zu 


eikr 


3S My 594  —i(J—1)2/2 My _- —i(J+1) 2/2 
My > 4 6 | ) 2) 1 
Prot. = Qikr {I yr ONL + C7" cite ous ti 


J,J—1 
M 76% —i(J—-1 2 M 
+ [np Ag? be OF? A OF? cite SU TN AA) Gms 


EES 
—iJn/2 > 
SF By 7 eidf ¢ gis \ + 


JJ 


gel M ene (T= eel 7 4 = 
a. om iF (yea e! 1) 2/2 = OM! e-idh Coo pus Sis 
J 


J,J—1 


a 4My J—1)2/2 Ms _ 5% i(J41) 2/2) > 
eye A ace 169 ot ( ) a) + 9° C; J oid; ph 4I)a ) em + 
+ By 


2 pity a (93) 
Von dieser Gesamtwelle yi (93) haben wir pu ,, (91) abzuziehen, um 
die Streuwwelle pay zu erhalten. 


Da wir Eigenzustinde der Streuung zum Aufbau von (93) verwendet haben, 
unterscheidet sich jede Partialwelle pus , von der einlaufenden Partialwelle 


My 


e—if pi 7/2 gu ate: 


pas, y namilich 
aa (49)'s ss Rh gO ae oe ikr —ikr in 
Vets ~ Babe ae Ok + Wh eis wy (ei — ete eim2) (04) 
nur durch eine Phasenverschiebung (namlich 63, 65, 0%). Wir kénnen daher 
jede Partialwelle der gestreuten Welle ye, durch 
=> 
Ysu.7 = Ue pisre pie J (95) 
einzeln berechnen. Die Entwicklungskoeffizienten von (93) werden nun da- 
durch bestimmt, daB die Streuwelle eine reine auslaufende Welle sein muB 
und daB fiir verschwindende Kriafte, also fir 65 — 65 — 6% — 0 die Streu- 
welle verschwindet, also yrot. = Yrint. Sein mu8. Es miissen sich also in 
(95) alle e-‘*7 enthaltenden Terme gegenseitig wegheben, und zwar fiir jeden 
Wert von guy, L=J—1,J,J + 1 separat. 
Man erhalt so unter Verwendung der Tafel von ROHRLICH (29, Seite 718) fiir 
(2L + 1) ce), (JMj;OM)) = (2L + 1) (L1JM,j/L10M,) naimlich 


Tabelle 6 


Sica lea 

QI 4 1\" 
eee: 
J+1 + (J/2)'": (J + 1)" 
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fiir die Entwicklungskoeffizienten 
- 2 — nm J —< 1 ‘fa 1) 
(420)'/s eos el? 1) 2/2 E n’, (=) a (J/2) ‘| 
i: yg Ae OR 8 aE tat. 
ny — 5 
— at (470)'/s ety ‘ a (J —1) 2/2 
‘gp A Ee Ag alae lies 
SS a 
ny — 5 
= a§ (47)"/2 ef ef FN) a2 (96) 


+1 ne 538 iJ n/2 1 Pil f a 1 "Ie ae 
By eve (47) ( 5 
= (Ail ot 71? ps | 
By =0 = B3 (97). 


(470)'/2 ef8h ef Ut #2 E ny (> “)" = (712)" 


OF! = a= 
URE = Ubi 
=y?' : (4.70)'/2 : eidy ‘ ef tr Nals 


(Amy's ef@% UFO 82 [ng Sie — (J + D] _ 


cy = = 
nr — 5 
= 9 (Am). ih. ef IFN AE, (98) 
Fir die Streuwelle erhalt man also 
eikr > 
su. = =~ f (9) (99) 
ca 
f (8,9) = Dd fam, (8, ¢) (100) 
J,Mys 
oe J+1 x eikr > 
fams (8; ) =e as i et So fauts: (101) 
wobei nach (95), (94), (93) 
Derek aa = tae et8F gt —1) a2 ae Cr eth et a2 de 
— (2F — 1) ¢,y_) - (400)'/] (102) 
1. i See . 
Das = 5, [Br” eo? _ (dan) oy - (2 + 14] (103) 


M 1 M. Rs =a SR eC) ee 
Dara ga lyp Ag elle 6S Ee a Oye arth eS PIE 


— (4m) (20 4 3) 6, 44). (104) 
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i) Mit (96) (97) (98) ergibt sich 


1 


4qz)'/2 
Dec - Pad e260 4 2 28) 27 —1)'ohy a] (108) 
My (42) ‘la My 1 , 
Dyn = a, [Bs e888 — (2F + 1)" ci.) (106) 
Ms (Ao) fg My 


Dy,s41 = 9, ses et0F + n'y yy” 28s 4 


= (23-1 3)79-¢, 731: (107) 


| Setzt man (105), (106), (107), unter Beriicksichtigung von Tab. 6 in (101) ein, 
so ergibt sich 


1 (4n)" —1\'h : 
0) = ee {| (+ mi (—S=)  (a/ay's) etiot + 
iE as fhe 


= (+ m5 (- = *)" F (J/2)' ‘) ef Fm (“=- = -) ae 
+ nf (> *)"| cS ae ea & ith (4 nh (- > -)" + (7/2)"*) - 
— e209 (4 ns (ZA) "F (12Y 4) Ba (TPaNens] 
Chau + (FR) ny eit — (ya eried 
“as (= -)" qo. ee ae] #3 | (108) 
1 


_ (4a0)"/2 
ny — me ie 


J 


@und == fyo6 (8,9) = ‘ile e2 805 (nh Js — (J 4 js) 4 


— 1% (nf Js — (J + 12) — Seg +05 T] Ps + 
+ [nf e429 (nf Ts — (J + 1") — ff 28% (4 fT + 
—(F + 1)') =n (J + 1) + nF + )"] Pou + 


9 (2d + 1h é 
a G4 jer! [-S) (n; —1))| . 


| pete ot 
Mit Hilfe von po ae e¢.sing (110) 


(109) 


kann man diese Ausdriicke noch etwas vereinfachen. Der differentielle 
Wirkungsquerschnitt ergibt sich dann in bekannter Weise (1) zu 


Ou, (3) = )=|Sh pe = =| 3 Di pee |, (111) 


4 
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Fir unpolarisierte einfallende Wellen (Spin regellos verteilt) ist tber My 
zu summieren 


1 > \2 : 
o(8) = 55 |¥ hms (112) 
My | J 
Fir den totalen Wirkungsquerschnitt ergibt sich aus 
27 nm 
Stor = [ ap fo (9) sin Od (113) 
0 0 


nach kurzer Zwischenrechnung unter Beniitzung der Orthogonalitatsrela- 


tionen der Kugelflachenfunktionen i He gy) und der CLEBSCH-GORDAN- 
Koeffizienten (24, GOURDIN) die Formel (29, ROHRLICH; 29, RARITA) 


Cer i x (2J + 1) (sin? 6f + sin? 6§ + sin? 63), (114) 


wobei (64) verwendet wurde. 

Die Auswertung von (112) ist sehr kompliziert; sie wurde bisher erst einige 
wenige Male publiziert. Da die Ergebnisse auf verschiedene Arten dargestellt 
werden, ist ein Vergleich 4uBerst schwierig. Die meisten Veroffentlichungen | 
dirften — was angesichts der Kompliziertheit der Formeln nicht erstaunt — 
mit kleinen Rechenfehlern behaftet sein. Dem Verf. wurden bisher nur die 
folgenden Darstellungen bekannt: 


1. Cosinuspotenzreihe nach MATSUMOTO, ROHRLICH und EISENSTEIN (82), 
(wobei ROHRLICH und EISENSTEIN bei cy und c, Irrtiimer unterliefen) : 


o (3) = = D; €, con” O. (112a) 


Fir die Konstanten c, ergeben sich schon fiir wenige Partialwellen sehr um- 
fangreiche, titber mehrere Druckseiten gehende Tabellen. Da schon bei 90 MeV 
Interferenzeffekte oder die 3P, — °F, Kopplung von Bedeutung sind (33), 
mu8 man die Formeln fiir die c, bis mindest LD = 4, J = 5 kennen; trotzdem 
soll, da die Formeln fiir die c, publiziert sind und da eine Wiedergabe das 
Auftreten von Druckfehlern erh6hen wiirde, darauf verzichtet werden, sie 
hier wiederzugeben. Die einzige exakte Wiedergabe dirfte man bei MAT- 
SUMOTO finden. Es sei bemerkt, da8 man bei G-Wellen (ZL = 5, J = 6, 5, 4) 
bis zu cz kommt. 

2. Rethe nach sin und cos, nach RARITA und SCHWINGER, HOLMBERG, 
CAP (34): 


o(0) = A+ Boos? 3+ Ccos0+ E sin? 0 + F sin? & cos & + 
+ G sin? ? cos? 0 + H cos? & + K cos? #....... (112b) 


Diese Formel enthalt entweder viel zu wenig Partialreihen (SCHWINGER) oder 
dirfte mit Fehlern behaftet sein; allerdings hat sie den Vorteil, da8 man eine 
bessere Ubersicht hat und daB man daher die physikalische Bedeutung der | 
Einzelkoeffizienten (welches L, ob Interferenzterm usw.) besser iibersieht. | 
Die Konstanten A, B usw., die ebenso wie die c, oder die B, (s. unten) die | 
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Phasen und Mischungsverhaltnisse sn are findet man in den Original- 
»rbeiten. 


f . Rethe nach LEGENDRE- Pelican nach BLATT und BIEDENHARN, 
JouURDIN (35): 


<= 


1.2 oa 
OA e eit) fit 8, PDF Welle. (112c) 


rity S- Reais ; Pa ctaataa Formeln geben BLATT und BIEDENHARN. 

Die Konstanten in (112) werden meistens durch die reellen Eigenphasen 
65, 65, 6% und die Mischungsverhiltnisse n5,n ausgedriickt (29); in einige 
{Fallen werden aber auch die komplexen Streuphasen 6), 65, 6 verwendet 


von Phasen, die BRUECKNER, BLATT und BIEDENHARN aufstellten (29), 
Jerhalt man, wenn man (99) nach den Eigenfunktionen (43) des JIM, Sche- 
mas entwickelt ; durch Zusammenziehung der jeweils gekoppelten 2 Zustiinde 


‘t sehr eleganter Weise durch. Diese Autoren zeigen auch, wie man die a und y 
) Welle durch ihr Verhalten bei sehr kleinen Energien voneinander unter- 
} scheiden kann. Die Streumatrix verwenden SWANSON und KYNCH (39). 


§ 3. Die Berechnung der Phasen 


4 Die Eigenphasen 065, 6°, d% der Streuung und das Mischungsverhiltnis 7 
* kann man — wenn man den hier noch offen gebliebenen Widerspruch tiber- 
j sieht — nach der im § 2 diskutierten Methode aus den gewohnlichen Phasen 
\ 67, 67, 62 berechnen. Diese Methode wird in der Literatur durchgehend ver- 
7 wendet — eine Ausnahme bilden nur diejenigen Arbeiten, in denen der 
) Wirkungsquerschnitt durch die gewéhnlichen Phasen selbst ausgedriickt 
) wird (30). 

Die Phasen 67, 57, 67, werden in der Literatur (36) oft mit 67." bezeichnet und 
+ nach Verwendung von (110) ausgedriickt durch 


JM -s JM. . J M. 
ny = et. sin OF”. (115) 


- Diese 47” haben mit den Mischungsverhaltnissen natirlich nichts zu tun. 
Die ebenfalls oft verwendeten Symbole *Z, werden in verschiedener Bedeu- 
tung verwendet : als spektroskopischer Term, als Symbol fiir die gewohnlichen 
Phasen bzw. aus diesen gebildete Ausdriicke oder als Symbol fiir aus den 
Streuphasen gebildete Ausdriicke (der hochgestellte Dreier bezeichnet das 


Triplett) 30, = sin? 6yhy 
(L, + 3L') = 2 sin 65°” sin OF Os O; eet,” | (116) 
ee pee eh ye Le Sd 

Ae PD eo psaie farina = .04 led sf iecast 
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Im folgenden beschranken wir uns auf die gewéhnlichen Phasen. Es gilt di 
folgende Zuordnung von Symbolen fiir jedes J 


Tabelle 7 


Eine gewohnliche Phase wird also durch drei Indices definiert; je nach dem | 
Wert von L handelt es sich um die Phase einer wu, v oder w-Funktion, weshalb | 
auch die Bezeichnungen 6)”, 67”, 67” iblich sind. Die Funktionen ue | 
geniigen den Differentialgleichungen (57). In vielen praktischen Fallen sind | 
die in (57) enthaltenen, vom Potential abhingigen Matrixelemente von My 
unabhangig — dann ist auch die Bestimmungsgleichung fiir uy” und damit 
auch die Phase von M, unabhiangig. Diesen Fall wollen wir jetzt betrachten. 
Es sind also von (57a, b, c) solche Lésungen w,;, vy, wy; zu suchen, die 


1. das asymptotische Verhalten (65) zeigen; w7,“” —> 0 fiir r > 00, 
2. die bekannten Randbedingungen (J): 


u,(0) =0, wu, (0) beliebig (117) 


(infolge der Homogenitat der Differentialgleichungen kommt man mit jedem 
uy; zu einem Fundamentalsystem, aus dem dann alle anderen Lésungen ab- | 
geleitet werden kénnen), — und analog fiir v; und wy, aufweisen. 

Da v, einer ungekoppelten Gleichung geniigt, kann es wie ein Singulettzu- 
stand behandelt werden (1); wir beschaftigen uns daher nur mit dem ge- 
koppelten System (57a, b). 

Ein solches System besitzt zwei voneinander unabhangige Lésungen (50), 
wir nennen diese unter Weglassung des Index J — (u,, w,) und (Us, w,). Das 
Aufsuchen von (u,, w,) resp. (ws, w) gemaB (65) bzw. der Phasen 6{”), 6{°”) 
kann auf verschiedene Arten geschehen: 


1. Bornsche Nah » vel. § 4 
sche Naherung, vgl. § dieses Berichtes. 


2. Variationsverfahren, vgl. § 5 
3. Numerische Integration 


s. unten. 
4. WKB-Methode 


Numerische Integration 


Da der Zentrifugalterm const/r? und meist auch das Potential an der Stelle 
r = 0 eine Singularitat besitzt, kann man die numerische Integration nicht 


am Nullpunkt beginnen. Man entwickelt daher in (57) V und V in der Nahe 
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des Nullpunktes in Reihen (LAURENT-Reihen) und fir w bzw. w setzt man 
in bekannter Weise (37): 


oo co 
U(a) 0 ae eee dogs > a, x 
m=1 n=1 


(118) 


fo) 


w(x) aa >) Bn Eiko log x Br ale 
m=1 1 


r= 


‘Wenn man diese Reihen mit m = 1 (statt m — 0) beginnen 148t, hat man 
automatisch u(0) = w(0) = 0 beriicksichtigt. Einsetzen in (57) und Koeffi- 
$zientenvergleich liefert Rekursionsformeln fiir die Entwicklungskoeffi- 
6zienten An, bm, Gy, By, Von denen — etwa bei speziellen Potentialen (5) — 
/gewisse fiir beliebiges m oder n verschwinden kénnen. Zwei der Entwicklungs- 
/koeffizienten — etwa bei einem speziellen Potential a,, b; kénnen beliebig 
‘}angenommen werden, etwa a, = 0, b3 = 1 fiir die erste und a, = 1, b, = 1 
wfir die zweite Lésung. Dies entspricht der Freiheit in der Wahl von w’ (0) 
bzw. w’ (0). Es ware wert zv untersuchen, inwieweit diese Freiheit mit (77) 
‘}zusammenhangt. — Fir gréBere Entfernungen vom Nullpunkt wird man 
') zweckmaBigerweise von (118) abgehen und eine numerische Integration 
/durchfiithren. Die Berechnung der Phasen 617, 61,7 baw. 62”, 62” aus us, wi 
‘bzw. uJ, w] erfolgt dann analog dem Vorgang bei Zentralkraften (1) aus den 
1 Nullstellen dieser Funktionen, oder in abkiirzender Weise nach KYNCH (39) 
tb oder SWANSON (35). 

Wenn sich das Potential aus Stiicken zusammensetzt, so geht man nach 
/ SCHWINGER (34, 14) vor. Bisher vorgenommene numerische Rechnungen 
mit Tensorkraften werden wir im § 6 erwahnen. 

| 


Die WK B-Methode 


| wurde bei Tensorkraéften bisher sehr selten verwendet. Die bekannteste 
| Arbeit diirfte die von CHRISTIAN und HART (38) sein. In dieser Arbeit weisen 
‘i die Verfasser auch auf den sehr wichtigen Umstand hin, daB eine Tensorkraft 
| in einem gewissen Bereich in recht guter Naherung durch eine Zentralkraft 
1-ersetzt werden kann. Auch ROSENFELD hat auf Seite 335 seines Lehrbuches 
(9) auf diesen wichtigen Umstand hingewiesen. 

| Es wurden auch andere klassische Methoden zur Berechnung von Wirkungs- 
} querschnitten fiir Tensorkrafte ausgearbeitet, vergleiche etwa die Arbeit 
» von LEVINTOV u. a. (39). 


Spezielle Methoden 


\ Verschiedene Verfasser haben spezielle Methoden vorgeschlagen, deren ge- 
| naue Besprechung zu weit fiihren wiirde. Eine Gruppe von Arbeiten schlieBt 
\ an die S-Matrix-Theorie von HEISENBERG an (40); KYNCH hat eine spezielle, 
' auch fir relativistische Energien giiltige Formulierung gegeben (41), die zu 
' RiccaTischen Differentialgleichungen fiir die S-Matrix fiihrt. 
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Potentiale der Form V(r, 3, y) werden von B. RotuH behandelt (42), dics 
Resonanzstreuung bei Tensorkraften behandelt TEICHMANN (43); Uber-: 
legungen zur Energieabhingigkeit des Tensorkraftwirkungsquerschnittes: 
finden sich in verschiedenen Arbeiten, man vergleiche auch die diesbeziig-; 
lichen Arbeiten bei Zentralkraften. 


§ 4. Die Bornsche Naherung 


Trotz der schwerwiegenden Kritik, die verschiedene Autoren gegen diet 
Bornsche Naherung erhoben haben (44), wird sie noch in jingster Zeit fur 
die Berechnung von Wirkungsquerschnitten verwendet (45) — sie gestattett 
es eben, sehr rasch zu numerischen Resultaten zu gelangen. Ihre Anwendbar-: 
keit ist jedoch — wie bei den Zentralkraften — sehr begrenzt (J) und die er-. 
haltenen Resultate wird man immer sehr kritisch aufnehmen miissen. 

Eine ausfithrliche Darstellung der BoRNschen Naherung fiir Tensorkraftes 
findet man in nur ganz wenigen Arbeiten (46), wir schlieBen uns im wesent-: 
lichen an ASHKIN und WU an. 

Eine relativistische BorNsche Néherung gibt ALZoFON (47); Spin-Bahn-. 
Kopplungspotentiale (s. § 6) behandeln verschiedene Autoren (48). BRUECK-. 
NER (45) weist darauf hin, daB bei gewissen Problemen die BoRNsche Nahe-: 
rung die von der Tensorkraft herriihrenden Anteile zum Verschwinden: 
bringen kénne. 

Da der Tensoroperator S,, im Singulett verschwindet, kénnen wir uns so wie% 
bei der Partialwellenmethode auf das Triplett beschranken. CASE und PAIs: 
(48) haben bewiesen, daB bei BoORNscher Naherung keine Interferenz. zwischen: 
Zentralstreuung und Tensorstreuung auftritt; wir kénnen daher beide Teile: 
separat behandeln. (Der Grund fiir diese Erscheinung ist die lineare Ab-- 
hangigkeit der BoRNschen Streuamplitude vom Wechselwirkungspotential, 
vgl. ASHKIN [46].) 

Die Formel fir die erste BORNsche Naherung haben wir fir ein beliebiges 
Potential V in (1) abgeleitet; beachtet man, da8 V bei Tensorkriaften eine 
Matrix enthalt, so schreibt sich diese Formel unter Beachtung der Nicht- 
vertauschbarkeit der Matrix V mit den Exponentialfaktoren — ganz analog; 
zu ASHKIN (46) — folgendermaBen: 


1 m erkr 
4x hor 
wo k, Wellenvektor in Richtung von r (Streurichtung, Beobachtungs- 
richtung), k Wellenvektor der einfallenden Welle im Relativsystem, 7’ ist der 
Vektor, der die beiden Nukleonen verbindet. [Vgl. (1) (46), doch beachte: 
die Druckfehler in (J).] Die einfallende ebene Welle ist hierbei durch 


+1 

ikr’ 

e >) amMsXMs 
Ms=-—1 


y, = ‘i ethir V(r')eikr S ay. Aud; (119) 
Ms 


im Relativkoordinatensystem dargestellt. Die Spinamplituden ay, sind 
willkirliche Konstante. V ist eine Matrix, die auch noch Austausch- 


operatoren enthalten kann. Ein solcher Austauschoperator verwandelt be- 
kanntlich (1) r’ in —r’, weshalb man die Faktorenanordnung von (119) bei- 


behalten muB. 
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)Die Matrix in (119) ist definiert durch 


V -x4u, = > Varia, (7) -Xm;- (120) 
. M=-1 

$Wenn wir uns vorlaufig auf eine reine Tensorkraft ohne Austauschkrafte 

{ V=—S,-J(r) (121) 

ia eschranken, also nach (27) 

: g?x (t,%) V(x) = —J(r), V,(x) =0 (122) 


isei, haben wir 


ry. ey eS fers Mote J (r) us St5 gy Say,dV = 


4 le 0 (8) B (8,9) (123) 


y 


zu berechnen, wobei (1) 
ft] =2hein S = K (124) 
fr’ —hr = Kr’ cos®&. 


kommen darauf noch zuriick. 


> 
Wir fiihren im r’-Raum wieder Kugelkoordinaten (Polarachse in der Richtung 
=f — f,) ein und erhalten 


i iky % 2% 00 
| had as nee LS eS a eG oi 
KI 
-dg’ sin Hd. * Os. sai 


Die in (123) definierte Matrix © ist der mit dem Gewichtsfaktor e‘7’ cos ® 
‘Wberechnete Winkel-Mittelwert des dreireihigen Ausdruckes fiir S,, 


Syms = a2) Syms (9, 9) - Xm 
asia (126) 
6B (8, P) = 0402 —30),n02,n 


wo o,, die Komponenten von o in Richtung der Impulsiibertragung sind. Um 
(125) integrieren zu kénnen, miissen wir das Ergebnis des Einwirkens von Sj, 


(127) 


(13° Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 


| 
| 
| 
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Hierin sind a (1), B(1) und a(2), B(2) die gewohnlichen Spinfunktionen eines 
Nukleons. [Vgl. etwa ScuIFF, (3).] Die Rechnung fiihrt nur BANERJEE (46 
explizit durch; das Ergebnis fiir die Triplett-Spineigenfunktionen lautet i 
einem speziellen Koordinatensystem 


M;/Ms 1 0 Tt 
+1 /3cos?# —1 3 V2cosPsin de-*? 3e2!% sin? o 

0 13 V2 sin 8 cos de? — 2 (3 cos? # — 1) re V2 cos 0 sin Pe‘? 
—1 \8 sin? dezi¢ —3Y2sin d cos de? 3 cos? 9 —1 


(128) 


Die darauf folgende Integration — nur bei BANERJEE explizit vorgerech 
net — ergibt, nach Transformation mit ASHKIN tbereinstimmend 


M3/Ms 1 0 —1 
1 3 0 aN) 
ee em, j 10) ence 2” e—2i¢ 
1 5 (1 — 3 cos #) V3 sin #e cos" 5 e 
3 i cai sin Be-'? 
Syms (9,9) = 9 V3 sin He? 1 —3cos ¢ V2 
OM: ear eghll: Re feet oe 
See i We 2 erie —— sin #e'? eS 
1 3 cos 5 e 5 5 (1 3 cos oF 
(129 


Natiirlich kann man (129) auch aus (126) ableiten. Aus der Tatsache, dafi 
Spur 6 = 0, schlieBen ASHKIN und WU auf die Nichtinterferenz von Zentra! 
kraft und Tensorkraft. 

Fir C(@) ergibt sich nach ASHKIN und BANERJEE 


M r pe AL Paine, sin Kr’ — Kr’ cos Kr’ ; 
C(d) = — fr J (r’) fe —3 (Kr’)3 dr’. (130° 
6 


Es zeigt sich, da sich fiir alle Matrixelemente von © die gleiche Formel fits 
C(#) ergibt. | 
Fir eine Zentralkraft V, gilt (1) | 


#0) = —& fren) 
0 


sin Kr’ 
Kr’ 


dr’. (131! 


V, ist ein Singulett- oder Triplett-Potential. 

Wenn nun — sowohl Zentralkraft als auch Tensorkraft — Austausch: 
operatoren umfassen, dann ist z. B. beireinem Ladungstausch »” durch —?”’ zu 
ersetzen. Fihrt man nach dieser Ersetzung die ganze Rechnung nochmal! 
durch, dann sieht man, daB der Ladungstausch dem Ubergang 


{(8) > f (x — 9), C(8) > C (a — 9) (132; 
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entspricht, wie wir ihn schon von den reinen Zentralkraften her kennen. 
Ganz in Analogie zur Zentralkraft ergibt sich also nach Formel (22) resp. 
1(110) bis (114) aus (2) fiir die Wirkungsquerschnitte: 


Proton — Proton-Singulett 


a) kein Ladungstausch, Interferenz von gestreuten und streuenden Teilchen 
Onp sing = \ fs (#) + fs (x — #8) |? C(d) =) (133) 

b) Ladungstausch nicht méglich bzw. unbemerkbar. 

| 


I Neutron- Proton Singulett 
4) Kein Ladungstausch, nur gewoéhnliche Krafte 


Ov ung =| fe (9) [2 C(9) =0 (134) 


b) reiner Ladungstausch (nur geladene Mesonen) alle Protonen werden Neu- 
bronen und umgekehrt 


| Ov) sing = = | hs (x —iz 0) (2 C(8) =0 (135) 


q >) symmetrischer Ladungstausch 


o sing =|f.(9) —2f, (a — 8) |? C(d) =0 (136) 


Triplett-Zustinde 


Der Wirkungsquerschnitt setzt sich — wie behauptet — additiv aus dem 
(Wirkungsquerschnitt fir Zentralkrifte 


i Opes =e (8) | (137) 
“4 Onpteip = | fel — 9) |? (138) 
“paw Cnptrip = | fr (8) + 2ft (a — 8) |? (139) 


and dem Wirkungsquerschnitt fiir Tensorkraéfte zusammen. Letzterer ist 
nach (123) und (22) aus (7) durch 


| OTensor = | C(a) 6 (3, y)|? (140) 


BF niort. Da © eine Matrix ist, miissen wir tiberlegen, wie wir aus dieser Oyensor 
(rhalten. Das Quadrat einer Matrix 148t sich durch Quadrieren berechnen. 
‘a wir bei Tensorkraften auch den Spin der einfallenden Teilchen beriick- 
‘Vichtigen miissen, miissen wir die einfallende Welle mit den Spineigen- 
‘funktionen versehen. 


+1 
| 5 4 
F Pann ORD Vay, 1 Ms- (141) 
’ Ms=-1 . 

3* 


i 
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Die ay, sind willkirlich; sie geben tber den Polarisationszustand der ein- 
fallenden Welle Auskunft. Bei der Streuung der einfallenden ebenen Welle 
tritt nur eine Phasenverschiebung ein; die Streuwelle muB daher durch 


ls = 1 t 
Wstreu ~ — cis zs f (8, ?) Ne 7A tS Ds SugMs (8, Y) ams (142y 
ip r MMs 


darstellbar sein. (142) beschreibt auch die Streuung speziell polarisierter ein- 
fallender ebener Wellen. Der Streuquerschnitt ist gegeben durch 


Cn => > > SmugMs SMZMs as Ou’. (143) 
Ms M’, My 
Beschrankt man sich auf unpolarisierte Wellen, so mu8 man das Quadrati 
der Streuamplitude tiber die Phasen der Amplituden ay, der Triplett-Spin. 
eigenfunktionen mitteln. Da die yy, orthogonal und auf 1 normiert sind, folgt 
aus (143) mit 


OusOuz = 1/3 ‘ Ousmy (1441 
sofort Cuip = 18° > | Sugue |® (1453 


Tensorkraft folgt dann mit (129) 


Neutron-Proton Triplett 


a) kein Ladungstausch 


Sitar = fe (8) Oazae + © (8) Sagus (0, 9) (146% 
a”) trip = oi + Oe ts = fe (3) |2 oS 6 | @ (2) |2 (147 


b) reiner Ladungstausch 
Shears = fe (0 — 9) Oye sey + Ole — 9) Ouguiya — 8,2 + y) (148% 
Osptrip =Ouptein + Onp” =| film —9)|24+6|C(e—8)|2 (149% 


c) symmetrischer Ladungstausch 


Stuur = (hh (8) + 2ft ( — 8) Oem + 
+ C (8) Oye (9, P) + 20 (@ — 9) Tyee (x — 9,0 + 9) (1500 


OL dteip =O ip tony =| fi (O) + 2h (a — 0) |2 + 
+ 8 (C?(8) + 4C? (x — 3) —2C (8) C(x — %)). (151 


Man ersieht nun, wieso Spur © = 0 die Additivitat der Wirkungsquerschnitt: 
erzwingt: Ms = M% liefert den zentralen Beitrag, wahrend der Tensor 


beitrag verschwindet; umgekehrt verschwindet der Zentralbeitrag fii 
My + M3. | 
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Proton-Proton Triplett — 
Suu = (ft (8) — fr (a — 9)) Ou uy ae 
+ C(8) Ou. wu. (8, 9) — C (a — 8) Oy a (a — 8,0 + yp) (152) 


Op ptrip = Or ptrip os Opp iis =f: (0) —fh(ax — 8) |? + 


+ 8 (C2(8) + C2 (x — 8) + O(8) C(x — 9)). (153) 


Fiir eine gewisse Klasse von Potentialen la8t sich nun, wie CAP und GROMER 
gezeigt haben (3), eine starke Vereinfachung und damit eine groBe Ver- 
ringerung der numerischen Rechenarbeit erzielen. Diese Vereinfachung, die 
in einer Riickfiihrung des komplizierten Integrals C (#) (130) auf das Inte- 
gral f(#) (131) besteht, soll hier ausfiihrlicher besprochen werden, da sie fiir 
das praktische Rechnen von Wichtigkeit ist und da sie an schwer zuginglicher 
Stelle publiziert wurde. 
Wir gehen aus von einem Potential der Form (27), so daB in (131) fir die 
Zentralkraft zu setzen ist 

1d 1 dtd 
9? (tT) Vy(x) = g?x(11T) | (0,02) } = Ae 3 (0, 6,) x Peer a 5 C= xr 
(154) 
mit 1/x = Reichweite; 
fiir die. Tensorkraft in (130) gilt 


see 1 did 
V=—S, +S (r) = 9? %(%]T,) V(x) Sy. = 9? % (t,t) 3 Siz sii me; 2 (155) 
it d 1 df 
adn ete i earegye acme Soa 


Wenn Tensorkraft und Zentralkraft auf diese Art aus einer ,,Grundfunktion‘‘ 
f(x), z. B. e~*/a oder df/da = R(x) nach (2) (49) hergeleitet werden kénnen 
und vielleicht auch noch fiir andere ,,zusammenhangende“ Potentiale — gilt 


dann, wenn d}(0) 

Fras 0 erfiillt ist, die Beziehung (156) 

7 

LF wa 

=—- == ; 157 
(=~ 5500) (157) 

Hierbei wurden aus (154) 
— g? % (tT) (6, Oo) = A und aus (155) (158) 
—g? x (1% 1%) -1/3 = B genannt. (159) 


(157) gilt natirlich nur fir Tripletts, also fiir 6, 6, = + 1, so daB 
{(8) = — C(9) (160) 


immer gilt. Dies kann man explizit durch partielle Integration von (130) 
und (131) unter Beriicksichtigung von (154), (155) und (156) beweisen (5). 
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Gilt (156) nicht, dann treten zu (160) noch Zusitze hinzu, die von der je- 
weiligen Grundfunktion abhingen. 

Genau so wie bei den Zentralkraften kann man auch Phasen in BORNscher 
Naherung ableiten. Der Rechnungsgang ist ganz analog den Schritten bei 
Zentralkraften (1), doch wird jeder Schritt infolge der Vielfalt von Eigen- 
funktionen und von Indizes viel umstandlicher. Wir beschranken uns daher 
auf die Wiedergabe der Ergebnisse. ASHKIN und Wu (46) geben an [analog zu 
(83) in (Z)] 

J+ 


a MOMEARI EE BN bea (SL' J M,/SL'OM,)-U 

IMs __ Lat Teatro : 161 

on a (2(22L + 1)j(SLIM,/SLOM,) 188) 

mit ae ~ [Via (r) Tag, (kr) Ia 4, (br) dr (162) 
0 


mit Vi,,nach (53), d. h. Viz, = Sty - V(r) - g? % (4% 1) nach (27). 


Formeln fiir spezielle Phasen findet man ebenfalls bei ASHKIN und WU, in 
reicher Auswahl bei ROHRLICH und EISENSTEIN (46) sowie bei HOLMBERG 
(45) und Swanson (50). Weitere Formeln ahnlicher Art findet man bei 
MARTIN und VERLET (45), u. a. 


§ 5. Die Variationsmethode. Effektive Reicdhweite und Streulange 


Auch fir Tensorkrifte gibt es eine ganze Anzahl von Variationsverfahren, 
obwohl HOLMBERG (15) die Méglichkeit der Ausdehnung des HULTHENschen 
Variationsverfahrens (51) auf Tensorkrafte abstreitet. W. KOHN ist es jedoch 
1948 gelungen, eine dem HULTHENschen Verfahren recht ahnliches Varia- 
tionsverfahren fiir Tensorkrafte, ausgehend von (57a, b), aufzubauen (5/). 
KOHN schreibt die gekoppelten Differentialgleichungen (57a) (57b) in der 


Horm w’ t+ ku + Afut Agu =0 
w' + kw — Sw + Agu + Ahw=0. 163) 


Dies stellt also eine Beschrankung auf den S + D Zustand dar, doch ist eine 
Erweiterung auf andere Zustinde sicherlich durchzufihren. 
Das zu (163) gehorende Variationsprinzip lautet : 


vee face + k?u + Afu + Agu) + 
6 
lad 6 
+ w[w" + kw gas Agu +Aahw] $dr. (164) 
Fir die Versuchsfunktion setzt nun KOHN 


3 2 
u= 2 Cpt) WwW = ka ae (165) 
I 
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und verlangt fiir ,,groBe“ Entfernungen 79 > 1/* ein asymptotisches Ver- 
halten 
WT (As J), (kr) + Bs dfs 1 (kr)) 
w=7 (Apds, (kr) + BpJ_s, (kr)). 


eae Fe 


(166) 


Die Konstanten in (166) werden so bestimmt, da8 an der Stelle 7» (165) in 
(166) glatt iibergeht. Fiir die zwei Eigenphasen 7 = 7, 7. gilt dann das 
Variationsprinzip 

1 
k 


1 5 5 = 
J ar (As Bs + ApBp) = = (Az + A>) tg 7. (167) 


Eine ahnliche Methode stammt von FROBERG (51); auch REGGE und VERDE 
verwenden ein dem HULTHENschen Verfahren analoges Verfahren bei 
Tensorkraften (57). Ebenso schlieBen Wu und FOLEY an HULTHEN an (45/). 
Ein anderes Variationsverfahren fiir Tensorkrafte, das in vollkommener 
Analogie zu dem SCHWINGERschen Variationsverfahren fiir Zentralkrafte (1) 
(52) aufgebaut ist, geben ROHRLICH und EISENSTEIN (52). Da alle Rechnun- 
gen vollkommen analog zu den Rechnungen bei Zentralkraften verlaufen (Z), 
geben wir nur das Endresultat an (SCHWINGER, ROHRLICH). 


Die Phasen 65 und 67, ergeben sich als die beiden Lésungen der Gleichung 
ays — p3) etg? d; + (ays + ayes —2by Bs) etg 6; + aycy — 63 = 0 (168) 
und die Mischungsverhaltnisse folgen in erster Naherung (58a) aus 

Ns = C,/Az, (169) 


wobei das numerisch kleinere 77 sei und das andere, 7, aus (64) folge. Das 
Mischungsverhaltnis kann aber auch auf anderem Weg aus dem Variations- 
prinzip abgeleitet werden (56). 

Es wurden die folgenden Abkiirzungen verwendet : 


1 —» — u sS=, , = w , pees 
ds = Fy [ huwjde + [ gs dx Gy gsWsy Ax + [hsw, dx G5 dz hy wy 
(170) 


LT 1 u , a —— w , = 
by = jal 9% Wy de+{ frty daGydz' g, wy + | hyw, duGydx' grits 
(171) 


ae sql hid ax + [ gitydaOS da! gris + [fyiyda@y da’ fray (172) 
es (fx is—1 (Cx) gry dx)’ + ([ rire. (C x) hy wy de)’ (173) 
=¢([wis—1 (Cx) fray da) (fx js-1 (62) gry da) + 
4+ (f eisai (Cx) gots da) (f wir4i (02) hy W, dx) (174) 
ps =O (f wir 1(C2) fray da)? + 0 ( feds si (02) gris da). (175) 
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ROHRLICH und EISENSTEIN haben ihre Rechnungen fiir ein allgemeines 
Potential der Form 


V =f (6, 09, tt) [J (7) + VSi2K (r)] (176) 
durchgefiihrt. Fir eine neutrale Theorie gilt daher 
f=-—1; (177) 
fiir eine geladene Theorie gilt 
f= (1 ae a) (1 + ni) (178) 


und fir die symmetrische Theorie 
f = 1/3 - 6, 02 T, Te, (179) 
Die Konstante y wird daraus bestimmt, daB 
J (r) = Vo F (r) K (r) = Vo G(r) (180) 


gilt, wo V, die Potentialstairke, also z. B. g? ist. Die Reichweite sei ganz all- 
gemein 1/x, x = xr. 


Weiter ist 
MV, (1/%)? 
A= a (181) 
und k2 — ae (182) 


so wie bei uns, vgl. (33) aus (1). H = Gesamtenergie im Schwerpunkts- 
system. ¢ ist eine Abkiirzung 
ME 
ee (183) 
und fiir die Funktionen f,, g,, hy gilt laut Definition von ROHRLICH und 
EISENSTEIN 


ee 
fy (2) = F(x) —2 Haire Y G(x) (184) 
IJ 41))% 
gy (2) = 6 ERT y (a) (185) 
peo 
RGAE yen? 4 YG (2). (186) 


G5 (0 =u, v oder w) sind GREENsche Funktionen, die der Differential- 
gleichung 


da? J dace} 
(Gate 


) Fe 2) = —d(2 — 2’) (187) 
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genigen und durch 


Gy (a, #) = — we jy —1 (6%) -Ca>ms—. (Cx) 
Gy (#, @) = —@e-fr41 (Ce) Casns 41 (Sa>) (188) 
Gy (x, a!) =— ag + fy (Sa) -Casny (Ca) 


definiert sind. 
Die mit Indizes versehenen Variablen x < und zy sind so zu verstehen, daB der 
Index < bzw. > den kleineren, bzw. gréBeren Wert von x und 2’ anzeigt. 


Es gilt weiter 
Cy = —otg dp” - f+ fjraa (Ca’) [gs (a') ay (2!) + 
0 


‘41 (x!) EB’ wy(x)] 2’ da! ) (189) 


Ay = — tg 697 f-A- f jz—1 (Sa!) Uy (aay (2") + 
p 0 


+ gy x’) EF" wy (a’)] x’ de, (190) 
wobei L(2') = F(z’) + 2yG(2’) (191) 
und ,=— B, ctg 67” + by) / (a, ctg 67” + Gy). (192) 


Die Funktionen %, und w, sind die Versuchsfunktionen, beispielsweise wird 
man hierfiir die Naherungsfunktionen nach BORN nehmen: 


iy (x) =O xjy— 1 (C2) 
vy (x) = Cx jy (C2) (193) 
wy (2%) = Cagjz 41 (C2), 


wobei die jy die schon 6fter verwendeten ,,spharischen Zylinderfunktionen“‘ 


pd PS Yen sae ete al 


Lf H sin (2 — Mz/2) . 
Z 


cos (z— Mx/2) 
: 3 


(194) 


My (2) = (=) Ny + ¥,{2) ~ — 


Der Vollstandigkeit wegen schreiben wir noch die Formel fiir 65 in der hier 
verwendeten Bezeichnungsweise an: 


[U (x) 05 (x)da + fA [ U(x) 0; (x) dx; (x, a!) da! U(x’) 0; (2’) 


t & = 
ave? FAC (| is (Cx) U(@) 0, (x) 2d)? (195) 


Ahnliche Formeln gibt auch GoURDIN (24) an. 
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Es scheint dem Verf., da8 es — schon der gréBeren Genauigkeit zuliebe — 
wegen der Kompliziertheit der Formeln vorzuziehen ist, die Phasen durch 
eine Integration von (57) zu gewinnen, die ein getibter Rechner in 2—3 Tagen 
erledigen kann. Nur bei konstanten oder durch sehr einfache analytische 
Funktionen gegebenen Potentialen dirfte das Variationsverfahren rascher 
arbeiten. 

In der Literatur findet man noch weitere, auch allgemeinere Variations- 
verfahren: LIPPMANN, GOLDBERGER u. a. beschaftigen sich mit Verfahren, 
die mit der S-Matrix Theorie zusammenhingen (53), BIE DENHARN und BLATT 
geben ein Variationsverfahren fiir Eigenfunktionen (54), eine gleichzeitige 
Ableitung der Variationsverfahren von KOHN, Huanc, HULTHEN und 
SCHWINGER gibt KaTo (55) und weist darauf hin, da8 das Verfahren von 
SCHWINGER gréBere (kleinere) Werte fiir & ctg 6 gibt als das Verfahren von 
HULTHEN, wenn V(r) > 0[V(r) <0]. Moses (51) schreibt das Variations- 
verfahren von KOHN und HULTHEN (51) in den Formalismus der S-Matrix 
(53) um. Speziell mit dem Mischungsverhaltnis beschaftigen sich RUBINOW. 
BLATT und BIEDENHARN (66) (Differentialform des Variationsprinzips 
von SCHWINGER, 1947, unpubliziert, erweitert auf Tensorkrafte). 

Auch fiir Tensorkrafte gibt es eine Theorie der effektiven Reichweite. Aus- 
gehend von SEXL, FERMI und BETHE, die die Grundgedanken formulierten 
(57), wurde auf Grund der Ansicht von BETHE, der EinfluB der Tensorkraft 
sei sehr gering, die eigentliche Tensortheorie erst sehr spat entwickelt (58). 
R. CHRISTIAN stimmt mit BETHE iiberein und beweist dies unter Verwen- 
dung einer Matrizenschreibweise, in welcher — wie bei BLATT und BIEDEN- 
HARN (56) — wu und w zu einer zweizeiligen Spaltenmatrix zusammengefaBt 
werden (58). SCHWINGER und FESHBACH haben das Problem auf dieselbe 
Art und Weise untersucht und kommen zu ahnlichen Ergebnissen (58). Mit 


der Entwicklung von k cotg 67” nach & fiir kleinere Energien beschaftigen 
sich BLATT und BIEDENHARN (06), ohne jedoch eine eigentliche Theorie 
der Streulainge und effektiven Reichweite aufzustellen. Eine eigentliche Er- 
weiterung der in (7) fiir Zentralkrafte besprochenen Theorie der effektiven 
Reichweite auf Tensorkrafte gaben erst 1954 BLATT und BIEDENHARN (98); 
in dieser Arbeit ergibt sich auch ein Variationsausdruck fiir das Mischungs- 
verhaltnis (56). BLATT und BIEDENHARN machen auch darauf aufmerksam 
(S. 1390), daB bei Tensorkraften nur die Variationsmethode [und nicht die 
von BETHE (57) bei Zentralkraften neben der Variationsmethode (1) ver- 
wendete Methode!] zu richtigen Ergebnissen fiihrt. 

In Analogie zu Formel (95) aus (7) ergeben sich fiir Potentiale ohne ab- 
stoBende Kerne nach BLATT und BIEDENHARN die Entwicklungen (Methode 
BETHE, ohne abstoBenden Kern aquivalent zur Variationsmethode) 


1 

kotg 6.= —— +S + 0(i) +--+. (196) 
295, 4 

ké otg Ne |- =. + ak + O(k)*+.----- | (197) 
Le i 
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a) @,, a, sind die Streulangen, r,, r, die effektiven Reichweiten der a bzw. y- 
_ Welle. Fiir verschwindende Tensorkraft gehen die a-Gréfen in die Zentral- 

9 kraftgr6éBen iiber. 

#) Wenn die von Jost und Koun (59) gegebenen Bedingungen fiir das Potential 

) V erfillt sind, dann kann man — wie bei Zentralkraften (1) — auch gebundene 

‘) Zustinde, also z. B. das Deuteron, erfassen. Es zeigt sich so, daB q dem 
) Quadrupolmoment Q des Deuterons (60) 


gd = shee r2 u(r) w(r) dr — sat rw (r) dr (199) 


_ proportional ist gemiB 

q=—(1—Lr)?- V2 Q = alk, (200) 
) wobei g, ~ 0 gesetzt wurde und LZ nach Formel (101) aus (1) die Deuteron- 
* lange ist. Man kann also aus 7, k, L und Q die Triplett — a — Streulange 


/ ausrechnen. 
Fiir az, a,, ra, 7, ergeben sich zu (96), (97) aus (7) ganz analoge Formen. 


to = = | (vi i wo ) dr (201) 
2 / q? y 3 y? y 2 
a2 flue tr uke <1) a8 —wh)dr, (202) 
a, 
6 


_ Das asymptotische Verhalten der Wellenfunktionen w und w wird gegeben 
durch (61) (S und D Welle) 


Uso = — dq cos € (ctg 6, - sin kr + cos kr) 

uv = — a k* a? sin € (ctg 6,-sinkr + coskr (203) 
We. = — aq sin € (ctg 6, - sin (kr —2x) + cos (kr —z)) 

we = — wi k? a5 cos € (ctg 6, sin (kr —x) + cos (kr — 7) (204) 
tg: 231970. (205) 


Fir die asymptotische Form der Wellenfunktionen bei verschwindender 
Energie ergibt sich nach BLATT und BIEDENHARN 


| a ; 
i Upc = T — A 


ema (206) 
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SchlieBlich ergibt sich noch 


a= 15 aa 4 


Mehrere Verfasser haben sich mit einer unteren Grenze fiir die Streulinge 
(= Amplitude der Streuwelle fiir verschwindende Energie!) und fiir die 
effektive Reichweite befaBt (61); diese Arbeiten stellen Vorlaufer zur Haupt- 
arbeit von BLATT und BIEDENHARN dar und fuBen auf Formeln von der 
Art (200). Auf den Zusammenhang zwischen ”p-Triplett-Reichweite und 
Quadrupolmoment hatte allerdings schon 1941 SCHWINGER hingewiesen (61). 
Die Arbeit von BROYLES und KIVEL wird von Fo.py kritisiert, der zu 
folgenden numerischen Werten kommt (S-Wellen, da Naherung niederer 
Energie!) 


foripi. = 1,15 10" cm 
Dp = 5Y Q. = 2,77 - 10-77 cm? € = 2,227 MeV, 


wahrend MOORHOUSE die experimentellen »p-Werte wie folgt angibt (J), 
(61): 


Yotrip!. = (1,70 + 0,030) - 10-13 em 

Qtrip. == (5,2 + 0,03) - 10713 cm 

YO Sing = (2,7 + 0,5) - 10-73 cm; asing = (— 23,68 + 0,06) - 10-13 cm. 
(Fir pp gilt fir 48, — es gibt kein °S (1) —: a = — 20,8-10'%cm 

o = (2,65 + 0,07) - 10-35 cm). 


TEICHMANN schlieBlich verkniipft die Resonanzstreuung mit der Streulinge 
und der effektiven Reichweite (43). 


§6. Austauschkrafte, CouLomMB-Streuung, Polarisation 


Mit Ausnahme von § 4 haben wir bisher angenommen, daB das Potential V 
eine gewohnliche Kraft ist. In Wirklichkeit hangt aber das Kernkraftpotential 
nicht bloB vom gegenseitigen Abstand r der Nukleonen, sondern auch noch 
von deren Spin und Ladung ab. Der Spinabhangigkeit tragen wir dadurch 
Rechnung, daB wir fiir Singulett und Triplett verschiedene Potentiale an- 
nehmen und die Wirkungsquerschnitte nach (112), (133ff.) fiir Singulett und 
Triplett getrennt berechnen und dann zusammensetzen gemaB 


1 


3 
o = 7 sing + ZG OMpl.» (208) 


wobei Oging keinerlei von der Tensorkraft herriihrende Anteile enthalt. 
Ladungstausch- und COULOMB- Effekte miissen jedoch — ebenso wie die Tensor- 
effekte — innerhalb Oging bzw. O7;ip), beriicksichtigt werden. Wie das bei den 
Singulettzustiinden geschieht, haben wir in (1) ausfihrlich besprochen. Wir 
beschranken uns daher im folgenden auf das Triplett. 


! | (620 Wo — 3G dar — Ur Uy as we wy) dr. (207) 


) , 


4Es gilt 


Uber einige Methoden zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes 193 


Neutron- Proton- Triplett 


0; 0, = A= ry. Sie = 0, 36, ®Po, oP. EPs: 
™%% = — 3, *Dr Ds ies (209) 


Je nach den Austauschverhaltnissen der Theorie treten nun verschiedene 
7 Operatoren, aus 1. ty’, t? usw. aufgebaut, auf. Diese besitzen jedoch im 
6 Neutron-Proton-Triplett-Zustand immer nur einen genau definierten Eigen- 
6 wert, der als Zahlenfaktor in V auftritt. 


/Beim Ladungsaustausch tritt aber noch der Umstand hinzu, daB alle Neu- 
tronen, oder ein Teil von ihnen in Protonen verwandelt werden, so daf man 


§ beiz — @ statt bei 8 messen muB, bzw. noch einige bei x — # auftretende 
; Teilchen mitzahlen muB. 


i 
9 


i 


eee 


Sei f, (8, 7) die Tripplett-Amplitude [Zentralkraft wnd Tensorkraft, vgl. (142)], 


§ dann miBten die Formeln (137), (138), (139) angewendet werden. Mit 


0, = — S 21 
te ( ?) wed Mg MS (210) 


| (keine Polarisation der einfallenden Welle!) miBte in Analogie zu (137), 
iy (138), (139) gelten: 


Onptrip =-[ft| (211) 
Onn trip = |frl — 8)” (212) 
Con trip = |fe (8) + 2ft (am — 8) |? (213) 


Man miBte so zu Formeln kommen, die analog den Formeln (146ff.) gebaut 


/ sind. Derartige Formeln wurden Verf. nicht bekannt. ROHRLICH und EISEN- 
STEIN (31) arbeiten zwar mit Austauschkraften bei der BORNschen Naherung, 


gehen aber bei der Partialwellenmethode von (112) aus; das gleiche gilt fiir 
MatTsuMoOTO und BLATT und BIEDENHARN (31), GOURDIN (24) und auch fir 
ASHKIN und Wu (80), die ebenfalls bei der BoRNschen Naherung von 0,, 6, 
und %,%)-abhangigen Kraften, bei der Partialwellenmethode aber nur von 
V (r, 6,, 62) ausgehen. RARITA und SCHWINGER (29), (31) gehen von einem 
Austauschpotential der Form 


1 
V= See [Jo(7) + Jy (7) - 0, 62 + Jo (7) Sie] (214) 


aus, doch werden nur die Partialwellen ZL — 0, 1,2, J = 1 beriicksichtigt. 
HoLtMBERG (29), SwANSON (35), KyNcH (35) verwenden ebenfalls von 
Ladungsaustauschoperatoren freie Potentiale. Es scheint also tatsachlich hier 
noch eine Liicke zu bestehen, deren Ausfiillung sehr verdienstvoll ware. 

Arbeiten, die sich mit dem Problem der Uberpriifung einer Tensorkrafte ent- 
haltenden Kernkrafttheorie befassen (np- und pp-Streuung) gibt es erst in 
geringer Zahl (62); auch solche Arbeiten, die experimentelle Daten (63) durch 
einen bestimmten Kraftansatz zu deuten versuchen (,,Fit‘‘) sind nicht sehr 


zahlreich (64). 
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Der Zusammenhang der Tensorkrifte mit dem Quadrupolmoment des | 


Deuterons wurde gelegentlich noch weitergehend als bisher besprochen, 


untersucht. BLATT und WEISSKOPF (24) weisen darauf hin, da& fiir parallele ; 


Spins der Operator S,,. fiir die langliche Form a) (vgl. Tab. 1) positiv ist, 
wahrend Sj. negativ wird fiir den Fall b), in welchem die Spins auf der 
Nukleonenverbindungslinie senkrecht stehen (gedriickte Form). Eine nega- 


tive (anziehende) Tensorkraft V wird daher zur verlangerten Zigarrenform 
a) fiihren. Einer solchen Form entspricht ein positives Quadrupolmoment, 


Da ein solches tatsichlich gefunden wird, wird geschlossen, daB V negativ ist. 


Dieser SchluB erscheint dem Verf. nicht berechtigt, da ja V auch Nullstellen 
besitzen, also eine Funktion sein kann, die ihr Vorzeichen wechselt, die also 
z. B. ,,auBen“ negativ und ,,innen“ positiv ist. Man mu8 daher untersuchen, 
welcher Teil des Potentials — der 4uBere oder der innere — das Quadrupol- 
moment wesentlich bestimmt. Eine derartige allgemeine Uberlegung hat 
HEISENBERG durchgefihrt (65); spezielle numerische Rechnungen haben 
Cap und GROBNER sowie BLATT und KALos durchgefihrt (62). EDER wies 
darauf hin, da& eine monotone Zentralkraft niemals die Proton-Proton- 
Streuung hoher Energie zu beschreiben vermag (66). Es ist daher anzu- 
nehmen, da auch im Neutron-Proton-System eine nichtmonotone Zentral- 
kraft oder eine Tensorkraft, allenfalls auch nichtmonoton, vorhanden ist. 
HEISENBERG Zeigte, daB das Quadrupolmoment vorwiegend vom ,,inneren“ 
Potential, die Bindungsenergie vorwiegend vom ,,éuBeren‘‘ Potential ab- 
hangt. 

Auch noch weitere Arbeiten beschaftigen sich mit dem Quadrupolmoment 
und seinem Zusammenhang mit der Tensorkraft (67) ; insbesondere GUIN DON 
beschaftigt sich mit der Frage der radialen Abhingigkeit der Tensorkraft. 


TAKETANI (68) meint im Gegensatz zu HEISENBERG (65), daB das Vorzeichen 


des Quadrupolmoments durch das innere Potential nicht geandert werden 
kénne; es werde das Quadrupolmoment vorwiegend vom duferen Teil des 
Potentials bestimmt. Nach MaTsuUMOTO (68) ist das Vorzeichen von Q un- 
abhangig vom Vorzeichen des Tensorpotentials. Es herrscht also auch bei 
dieser Frage keineswegs Ubereinstimmung. 


Proton- Proton-Strewung 


Infolge des PAULI-Prinzips sind die folgenden Zustinde verboten (1): 


Singulett: 1P, 1F usw. (ungerades L) 
Triplett: 3S, 3D, 9G usw. (gerades L). 
Da im Singulett nur Zentralkrafte (1) auftreten, konnen wir uns wieder auf 


das Triplett beschrinken. 


Proton- Proton- Triplett 
Ks gilt 


TT: = + Ai: 0; 05 = +- 1 Si == 0, *P.. SF oP, oF, Bite e: (215) 
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Der Wirkungsquerschnitt setzt sich aus drei Anteilen zusammen: Kernstreu- 
jing, COULOMB-Streuung, Interferenzterm: 

06 =0x% +0,+0,. (216) 
jWir behandeln zunachst die Kernstreuuwng. Wie man aus dem Schema 6 
Avgl. Tab. 2) 

ee Oe. remnt *P 


Pare 
Sieadt tlner 0 - = 

Pena) 2p. 
Ss AG SV ees ane a Ya 

Eo 


jersieht, gilt fiir 
gerades J 2 gekoppelte Gleichungen fiir u,;, w, 

ungerades J 1 Gleichung fiir v, und *P. 

‘Das asymptotische Verhalten der Wellenfunktionen bei Proton-Proton- 
Streuung wird nach (1) wegen des Auftretens des COULOMB-Potentials 


k. 2 
a ) i — e 


y? Bian, (217) 
m 


ynicht durch (61), sondern durch die COULOMB-Funktionen (WHITTAKER- 
) Funktionen) 


a 


uy ~ A; sin (ir — 5 +o,.,—alog2kr + 03) 


vy ~ B; sin (kr —7 5 +4; —alog 2kr + 85) (218) 


wy, ~ C; sin (ir— aa 1) > +o;,, —alog2kr + 05 


beschrieben. So wie bei Zentralkréften kommen wir namlich wegen (217) 
/ wieder auf die WHITTAKERsche Differentialgleichung. o;, sind die COULOMB- 
Phasen, die wir in (1) mit 7, bezeichnet hatten. 

Fir die Streueigenfunktionen gilt dann (59). In Analogie zu (60) erhalten 
| wir: 

My 


yams ~ 


sin (ir — (J — 1) > +o;_, —alog 2kr+ si). 
(@75-1 + ny ea 
My 


Bye SE sin (tr — 0 + 1) % + 0r41—alog 2hr + df), 


(G51 + 05 G5 +1) (219) 
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a Bye A 6\| > 
poms : sin kr —J + +05 —alog 2kr + dy Pry 


Hierbei wurde die neue Bezeichnungsweise (35, GOURDIN) verwendet : 


a Ua wa 
65 = 07° = 67° +607,,—Oy-1 


6) = 07” = 67° + O7_1— Fy +1 (220) 
Oe Dek ge om ay 
J J ne ny 


Setzt man weiter 
di = 09 49,_;—alog2kr 
dy = 6; +0,,, —alog 2kr (221) 
= o-oo; — oe lorarr: | 


so erhalt man 


J ungerade 
BM ar 
poms ty : sin(kr —J -x/2 + d;; ) Pir 
a (222) 
J gerade 
=o 
a My Ay” sei, da? aM a Ms 
ys ~ —— sin ( r—(J —1)n/2 + OM oa a iis oH 41 (223) 
ns My 


M Cg ern \ > > 
eae sin(kr — (J + 1) 2/2 + dj) 3 + 1 pM, , |]. 


Alle weiteren Rechnungen verlaufen analog, doch mu& beachtet werden, daB 
wegen der Identitaét von streuenden und gestreuten Teilchen nach (152) ge- 
setzt werden muB: 


pis = BM (8,9) — p(n — 0,0 + 9). (224) 
Wegen der fiir ungerade L giiltigen Beziehung 
gM (9,9) = — GE (x — 9,2 +9), (225) 
die aus 
P* (— cos 9) = (—1)'** Pi (cos 8) (226) 
et (p+ 7) — (—1)k eike (227) 


Y; (8,~) =(—1)' Yi(a —9, 2 +9) (228) 
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sabgeleitet werden kann, folgt | 
PMs (un — 8, +p) = — Ph (8,9) (229) 


lund fiir die Streuwelle folgt 


> 
MiG emg Paks (230) 


2Es gelten die Abkiirzungen (GOURDIN) 


Bi ungerade 
| S53, = BYy, (e247 —1) (231) 
Si Soy te 0, (232) 
J gerade 
S75 =0 (233) 
| ¥(g2idy 1) %(e2iad _] eridy __ p2idy 
\ a4 = EX5_1 gi ae ee LES tal ) a B41 : 7 
| Up ae Ns — Ns 


(234) 


ny (etids — 1) — 3 (e2iah — 1) e2idy __ e2id 


S55 41 = E41 > = + BF -1 : = 
. ldo Ud. Ns — Ns 
(235 
| Hierbei wurden die folgenden Abkirzungen verwendet: 
% 
Ex, = (23 + 1)% sil ¢y71 (JM,OM,), J = L (236) 
% 
BY, =(25 1422" 6, _,, (JMOM,),F =L—1 (281) 
(42) 


Eps 41 = (25 43)% Cr 41,1 (JM,OM;),J =L +1, (238) 


wo die cy; (JM,OM,) aus Tab. 4 folgen. 
Nun betrachten wir die CouLoms-Streuung. 
Nach (1) gilt 


etkr a e-talog sin? 8/2 


| ee : : 23 

re r (2k sin? 9/2 oe 

aus Weges. — We (9) — We (x as a) (240) 

ikr 
folgt We ges. — : C, (241) 
a eta log cos*d/2 e-talog sin? 3/2 e 
— — -}. 242 
CimiaE ( cos? 8/2 sin? 6/2 ant 
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Ganz in Analogie zu (1) gilt dann fir die durch reine COULOMB-Krifte und ! 
reine Kernkrafte hervorgerufene Streuwelle Y%p nach (230), (241) 


Vr = YK + YPeees. (243) 
etkr S 7 
vit ~ | aM + Oa | (244) 
J,L 
wobei nach GOURDIN 
Lt§ 
M,;=+1 OF Mao (245) 
y2 
M 1 galt (246) 
Td ae g = V2 9g 
M,=0 0 — O, (247) 


Durch Quadrieren von (244) erhalt man den durch CouLOMB-Krafte und 
Kernkrafte erzeugten Streuwirkungsquerschnitt, den man nach (216) zer- 
legen kann. 


Kernstreuung ox 


In Analogie zu (112c) setzen wir 
ik 
Ox =F Pa a, Po, (cos 9). (248) 


Die a, stimmen aber nicht mit den B; aus (112c) tiberein, da 
1. CoULOMB-Streuung vorhanden ist, 


2. die Identitat von streuenden und gestreuten Teilchen bericksichtigt wird 
(Ladungsaustauschkrafte treten unter Protonen ja nicht auf). 


Da nur die Zustande °P, °P,, °P,, °F,, 5's, °F, bis J = 4 auftreten, brauchen 

wir weniger Glieder als bei der Proton-Neutron-Streuung. Die Formeln fiir 

die a, finden sich (ebenso wie die Formeln fiir die B;) im Anhang. 
CouLomB-Streuung oo 


Man erhalt in Analogie zu (J) nach GOURDIN 


= a rege! 1 cos (a log tg? 3/2) 
Co 4 (a 3 * costo” TD Eset oe ) (249) 
Interferenzterm o, 
Man erhalt 
: ¥ Sis oy, 3 ms STL ous > 
or ai (a "FE Was — On = OF Has), (2809) 


ae = > | 
GMs ye = Ge! Lay (251) | 


wobei 
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Nach langeren Zwischenrechnungen erhélt GOURDIN 
2 
= 5 ee DS P, (8) My, (252). 


Fir die Koeffizienten M, ergeben sich wiederum komplizierte Ausdriicke, 
‘die GOURDIN fir die ersten zwei Terme auswertet: (IZ nur ungerade!) 


Vea 
M, =1 (di) + 31 (dt) + 57 mee (dp) (253) 
PY) 


Sew 
Mo ongaen 1s) eae a 1 (dy) + 71 (df) + 91 (dz). (254) 


¢ Die Funktion J = 1 (€) ist hierin definiert durch 


9% cos (a log cos? #/2 + &) cos (a log sin? 3/2 + &) 
—— hpiaat ee ers Lae ee 
)) Weiter gilt ew = nt J 2 (256) 


ch = cos hyperbol. 

Mit den Formeln fiir die Proton-Proton-Streuung bei Tensorkraften beschaf- 
i tigen sich nur ganz wenige Autoren; auBer GOURDIN geben nur noch 
| OTsUKI und Fuji (69) explizite Formeln an. Die Formeln von OTSUKI und 
Fuji reichen nur bis Z = 3, sind aber sehr itibersichtlich. 

Neben den schon in (62), (64), (69) erwaihnten Arbeiten diirften die folgenden 
Untersuchungen von Bedeutung sein: Phasenanalysen fiihren BLATT, 
BERETTA, CLEMENTEL, VILLI, BETHE, ZIMIN u. a. durch (70). ZIMIN weist 
) darauf hin, daB iber 100 MeV Coulombeffekte nur unter 8° eine Rolle spielen; 
) die Wirkung der Interferenzterme geht bis etwa 30°. Mit der relativistischen 
Streutheorie, mit relativistischen Korrekturen und mit der Energieabhangig- 
keit der Wirkungsquerschnitte beschaftigen sich nur wenige Autoren (71). 
Den EinfluB der Vakuumpolarisation auf die p-p-Streuung suchen FOLDY 
und ERIKSEN Zu erfassen (71), wihrend STONE und Mitarbeiter sich mit 
Abschirmeffekten in klassischer Berechnung befassen (71). Die Streumatrix 
bei COULOMB-Streuung untersucht WRIGHT (72); ABRAMOWITZ und STEGUN 
beschaftigen sich mit der Berechnung von COULOMB-Funktionen durch Re- 
kursionsformeln (72), wahrend GARREN sich speziell der Interferenzterme an- 
nimmt (72). 


Polarisation 


In hdheren Naherungen miissen weitere Effekte erfaBt werden, so etwa die 
Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Protonenmoment und dem 
Nukleon (73) oder die Polarisation (Spinausrichtung der Nukleonen) bei der 
Tensorstreuung. Die Bornsche Niherung ist, wie wir schon erwahnten (48, 
BRUECKNER; 73, WOLFENSTEIN), nicht in der Lage, Polarisationseffekte zu 
liefern; die Phasenmethode liefert diese Effekte. 

14* 
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Eine solche Polarisation, die durch eine zweite Streuung festgestellt werden 
muB, kann sowohl die S,. Tensorkraft, als auch die LS Bahnkopplung liefern. 
Die bisher ausschlieBlich besprochene Tensorkraft Sj. ist nimlich nur fir 
statisches Verhalten die allgemeinste Tensorkraft; 148t man im Kernkraft- 
potential geschwindigkeitsabhangige Terme zu [die manche Experimente zu 


fordern scheinen — vgl. MARTIN und VERLET (45), (4)], so erhalt 
man noch allgemeinere Tensorkrifte (74). Derartige Tensorkrafte werden 
durch verschiedene theoretische Uberlegungen nahegelegt — Kern- 


modelle und Mesonentheorien fiihren zu solchen LS (Spin-Bahn)-Tensor- 
kraften (75). 

Infolge Raummangels kénnen wir iiber diese in letzter Zeit immer wichtiger 
werdenden Polarisationseffekte nicht mehr berichten; wir miissen uns damit 
begniigen, die wichtigste Literatur zu nennen. 

Auf die Erzeugung von Polarisationseffekten durch Tensorkrafte haben erst- 
malig SCHWINGER und WOLFENSTEIN (76) hingewiesen. WOLFENSTEIN 
erfaBt schon COULOMB-Streuung und Resonanzstreuung; in einer weiteren 
Arbeit (73) weist er auf den Zusammenhang zwischen S,. und LS Tensor- 
krafte hin. Durch eine Reihe von experimentellen Arbeiten wurde das Auf- 
treten einer Polarisat.on bei der Nukleon-Nukleon-Streuung in den letzten 
Jahren nachgewiesen (77). Eine allgemeine Theorie der Polarisation wurde 
von WOLFENSTEIN, LEPORE, FERMI, TAMOR u.a. (73), (78) entworfen. 
Spezielle theoretische Probleme untersuchen FIERZ, BREIT, GOLDFARB, 
STERNHEIMER u. a. (79) und Phasenanalysen nehmen BREIT, HULL u.a. 
vor (80). Mit der Bornschen Naherung beschaftigen sich KOHLER, FINCKE 
u. a. (82), BLATT und BIEDENHARN besprechen eine Variationsmethode und 
zeigen, daB jeder hermitesche Operator, der zu einer Spin-Bahn-Kopplung 


fiihrt, durch §,,. dargestellt werden kann. Ubrigens werden sowohl der Ls 
Tensoroperator als auch S,, ziemlich uneinheitlich als Spin-Bahn-Kopplung 
bezeichnet. Andere Verfasser wieder unterscheiden zwischen der axialen 
Dipolkopplung Sj, und der ,,echten“, die Nukleonengeschwindigkeit enthal- 
tenden Spin-Bahn-Kopplung LS [vgl. (75)]. Beide Operatoren nebenein- 


> 
ander verwendet z. B. FINCKE (81). Den EinfluB des A Operators (neben 
Sj) auf die Proton-Proton-Streuung untersuchten unter Verwendung der 
Bornschen Methode CaAsE und Pats (81); CHRISTIAN und HART zogen fiir 


das gleiche Problem, aber ohne ES. die WKB Methode heran (81); CHRI- 


STIAN und NoyYEs beschaftigen sich mit dem EinfluB von LS und Sj, auf die 
Proton-Proton-Streuung und leiten Phasenformeln ab (81). 

Die Neutronenpolarisation besprechen VERDE, Bosco u. a. (82) (Variations- 
verfahren); Lésungen von LS Operatoren enthaltende Differentialgleichun- 
gen gibt PETIAU (82). Auf den eigentlich nichtlokalen Charakter von ge- 
schwindigkeitsabhangigen Termen verweisen MARTIN und VERLET (64), 
(83). Russische Autoren diskutieren das Problem, welche Aussagen iiber die 
Kernkrafte aus Polarisationsmessungen gewonnen werden kénnen (84). An- 
dere Autoren fiihrten spezielle Rechnungen zur Uberpriifung verschiedener 


Ansaétze durch (85). HORIE driickt den S8,, Operator durch is aus und 
WOLFENSTEIN betrachtet ,Spin-Orbit‘‘ Operatoren (86). 
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1) Inletzter Zeit sind die Polarisationseffekte so wichtig geworden, da sich zeigte, 
4 daB gerade diejenigen Potentiale, die in der Lage sind, die Winkelabhingig- 


» keit des Wirkungsquerschnittes richtig zu beschreiben, bei der Beschreibung 


der Polarisationseffekte versagen. Es diirfte interessant sein, systematisch 
zu untersuchen, inwieweit durch Modifikationen der Ansatze fiir die Kern- 


a krafte die Aussagen iiber Polarisation geindert werden. 


| Anhang 
i Fir die B, in (112c) gibt GouRDIN (35) an: 
Sei _ (*L;) = sin? 65°” (257) 
a>L=J—1 
poL=ZJ 
yo>L=JSJ+1 
(@L, + 8L’,-) = 2 sin 65°” sin 65°” cos (65°” — 65°”) (258) 
und mit (256) und 
ni =e (259) 


gilt dann: 


5 
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Der Photoeffekt in Metallen’) 
Von S. W. WonssowskI, A. W. SOKOLOW und A. S. WEXLER 


§6. Der Photoeffekt in ferromagnetischen Metallen 


A. Elementare Theorie 


Die experimentellen Untersuchungen von CARDWELL (50) iiber die photo- 

elektrischen und thermischen Eigenschaften von ferromagnetischem 
Nickel zeigten, daB8 1. beim Nickel in der Nahe des CURIE-Punktes eine ano- 

male Temperaturabhangigkeit des Photostroms (ein Knick in der Kurve 

Photostrom-Temperatur) zu beobachten ist; diese Anomalie lieB sich mit der 

vorhandenen Theorie (12) nicht erkléren; 2. die photoelektrische Austritts- 

arbeit steigt mit der Temperatur. 

Wie man wei8 (51), beruhen alle ,, Anomalien‘ der ferromagnetischen Metalle 

auf dem Vorhandensein einer spontanen Magnetisierung. Man sollte also 

erwarten, da die Anomalien des Photostroms im Ferromagnetikum ebenfalls 

auf der spontanen Magnetisierung unterhalb des CURIE-Punktes beruhen. 

In der Arbeit (52) wird eine theoretische Erklarung dieser Anomalien ver- 

sucht. 

Im Fall der ferromagnetischen Metalle kann man das Modell der Austausch- 

wechselwirkung zwischen den s- und den inneren d-Elektronen benutzen (53). 

Nach diesem Modell betrachten wir das System der s-Elektronen im Ferro- 

magnetikum als ein Gemisch zweier ,,Elektronengase‘‘ mit den beiden 

modglichen Spinorientierungen. Die Energie eines s-Elektrons betragt in der 
Naherung der effektiven Masse 


E (ky, ky, k,) =a —a'yo + (6 + Bye) (kz + kj +B). 


Hierbei sind a, a’, f und f’ Parameter, die von den Austauschintegralen der 
s- und d-Elektronen und dem Ubergangsintegral?) des s-Elektrons abhangen, 
fy ist das mittlere relative magnetische Atommoment eines d-Elektrons, @ ist 
der Spinvektor des s-Elektrons. Die Anzahl der s-Elektronen mit ,,Rechts- 
orientierung‘‘ des Spins (s+) in der Volumeneinheit, die eine zur Metall- 
oberfliche senkrechte Quasiimpuls-Komponente zwischen kt und kt + dkt 


1) Fortsetzung und Schlu8 des Berichtes aus Heft 4, S. 115 —148 (1956). 
*) Anm. d. dtsch. Red.: Zu diesem Begriff vgl. etwa S. W. WonssowskI, Fortschr. 
d. Physik 1, 239 (1954); insbes. § 7. 
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» besitzen (bei beliebigen Werten der beiden tibrigen Komponenten kj und kf) 
') wird gegeben durch den Ausdruck 


t dkt 
gyn (hs)dks = oa 
co 2a 
x [ fexp la —a’'y + (B + By) (ki? + 0”) —e4) + 1} edodd = 
00 
“a kT he feh =o a'yy + (6-+ Boy] 5 
Bi anane GED In I + exp ( LT ) Oke 


(6,1) 


| Dabeiist 0? =k} + kz; 0 ist das Azimut um die Normale zur Metalloberflaiche, 
) und ¢% ist das chemische Potential der s+-Elektronen. 

| Den Potentialsprung fiir die s+-Elektronen bezeichnen wir mit W*; ihre 
- effektive Austrittsarbeit wird dann 


yt = Wt — 6. 


4 Analog wird fiir s-Elektronen mit einer ,,Linksorientierung‘‘ des Spins 


4 = W- — 6. 


Es wird also angenommen, daB der Potentialsprung W infolge des Einflusses 


) der Austauschwechselwirkung von der Magnetisierung des Ferromagnetikums 


abhangt. 

Wir bestimmen die Anzahl der s+-Elektronen, die bei einer Temperatur 7’ 
unter dem Einflu8 von Licht der Frequenz v in der Nahe der Grenzfrequenz v, 
aus der Oberflache des Ferromagnetikums austreten. Wir betrachten diese 
Zahl als proportional der Anzahl der s+-Elektronen in der Volumeneinheit 
des ferromagnetischen Metalls, die eine Quasiimpuls-Komponente senkrecht 
zur Oberflache oberhalb einer gewissen kritischen GréBe besitzen; diese 
kritische GroBe ergibt sich aus der Gleichung 


a—ay+(B+ Pyke +hy= We. 


Die Anzahl der Photoelektronen, die wir mit N*, bezeichnen wollen, wird 
gegeben durch den Ausdruck 


Nin = i: n(kt) dkt. (6.2) 


(a—a’y)+ (B+6'y) ki? = Wt —hy 


Beschranken wir uns auf den Fall einer Frequenz in der Nahe der langwelligen 
Grenze (hv ~ y+), so kénnen wir leicht zeigen, da Njy durch die Formel 


i ha 


Mie BE Py (oye OO 


(6.3) 
gegeben wird; hier ist 
hy — xt 


prea 


4=1 fir «zt = 
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und die beiden Funktionen lauten 


Pi (x*) = 167203 fi (2*), 


1 
P2(x*) Ss 167243 fo(2*), 


wobei /, und f, durch die Formeln (2,6) und (2,7) gegeben werden. 
Analoge Ausdriicke, aber mit dem oberen Index — und unter Ersetzung von 
6 + By durch B — f’ y gelten fiir die s~-Elektronen. 
Ferner nehmen wir an, daB die effektive Austrittsarbeit fiir s+-Elektronen 
gleich der effektiven Austrittsarbeit der s~-Elektronen ist, also 

Wit pirat ale Se 4 


ee eS ta ad (6,4) 


Die Gleichheit der effektiven Austrittsarbeiten y+ und xy ergibt sich aus 
thermodynamischen Uberlegungen. Ware auBerdem die Beziehung (6,4) 
auch nur um ein geringes verletzt, so wiirde sich der Photostrom bei einer 
Umkehr der Magnetisierungsrichtung andern, was der Symmetrie des 
Systems widersprechen wide. Aus (6,4) ergibt sich 


yD aly al) 


Unter Benutzung der bekannten Ausdriicke (51, 52) fiir die chemischen 
Potentiale der s-Elektronen mit links- und rechtsorientierten Spins sowie 
der Beziehung (6,4) erhalt man folgende Ausdriicke 


W+=W-+yy, W-= W—yy. (6,5) 
aoe 3 \4/s 
t = 4772 | — 
Hierbei is prasdge (=| Bo 
» / 
und é6= 3 ky + be 


W ist der Potentialsprung ohne Magnetisierung. Die Gesamtzahl der Photo- 
elektronen Np;,(y) ist offenbar gleich der Summe von Nf, und Np. Nach 
einfachen Umformungen erhalten wir fiir die Gesamtzahl der Photoelektronen 


‘Non(y) folgenden Ausdruck: : 
_— (kT) gi [x(y)), 
Non (y) = Sn2a3p's (W — hy) (= Ty"), (6,6) 
ogee i 3 ByB 3 y? LON 
wobei gilt J’ = — EB Wh + 8 (W hyp a ma (5) |: (6,7) 


Im allgemeinen kann I’ sowohl positiv als auch negativ sein, je nach dem 
Vorzeichen der GréBen f, p’, y und W — hy und ihren GréBenverhiltnissen. 
Bei y = 0 ist der Ausdruck (6,6) genau identisch mit der entsprechenden 
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Formel von FOWLER (12). Nimmt man den Photostrom als proportional 
Nyn(y) an, so kann man schreiben 


j= AT? (W —hy)hg,(a) (1 —D'y?). (6,8) 


Dabei ist A eine von y und 7 unabhingige Konstante. 
In der Formel (6,8) interessiert uns nicht der Absolutwert des Photostroms j, 
sondern seine ,,ferromagnetische Anomalie‘‘, also die GroéBe 
A: 
<! = Dy’, (6,9) 
Jo 


wobei j) der Photostromwert bei y = 0 ist und. der Koeffizient D folgende 
Bedeutung hat:. 


yp’ [u(0)] € 6, 

Dice) paket (6,10) 
Der Koeffizient D ist (ebenso wie im Fall einer geordneten Legierung) eine 
Funktion der Frequenz. Eine Anderung der Frequenz des Lichtes, das den 
Photoeffekt hervorruft, bedeutet also eine Anderung von D (das entspricht 
den verschiedenen Photostromkurven bei CARDWELL). In dem Ausdruck (6,9) 
bedeutet 47 die Differenz zwischen dem Photostrom, den man durch Extra- 
polation der Temperaturabhangigkeit oberhalb des CURIE-Punktes erhiilt (j,), 
und dem unterhalb des CURIE-Punktes tatsaichlich zu beobachtenden Photo- 
strom. Die experimentellen Daten von CARDWELL (50) bestatigen qualitativ 
die theoretische Formel (6,9). 
Durch unmittelbare Rechnung kann man zeigen, daf die effektive Austritts- 
arbeit eines ferromagnetischen Metalls eine Funktion der spontanen Magneti- 
sierung ist. Tatsachlich kann man unter Benutzung der Beziehungen fir die 
chemischen Potentiale der s-Elektronen und der Formel (6,4) sowie unter 
Beschrinkung auf die in y quadratischen Glieder leicht die Richtigkeit 
folgender Beziehung nachweisen: 


“(Y) ==. W, == 8p (1 a Ory?) (6,11) 
3 "Is 9 ft 1 
Dabei ist = &g = 40°06 (5) = & BG et Hi). 


Bei y = 0 geht die Formel (6,11) in den tiblichen Ausdruck fiir die effektive 
Austrittsarbeit tiber. Vernachlassigt man in der Formel (6,11) die Temperatur- 
abhingigkeit von W und ¢g, so hangt die effektive Austrittsarbeit von der 
Temperatur nur noch tiber die spontane Magnetisierung ab. Bei positivem 6, 
ergibt sich aus der Formel (6,11), daB die GroBe y mit wachsender Temperatur 
ansteigt, was im Einklang mit den experimentellen Daten von CARDWELL 
steht. 

Mit Hilfe der Formel (6,11) 1aBt sich die ,,ferromagnetische Anomalie“ der 
effektiven Austrittsarbeit eines Ferromagnetikums leicht angeben: 


Ax et 7G 296 oe, €p 0; y?, (6,12) 
Xo Xo W, — € 
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wobei x) der Wert von x bei y = 0 ist. Sehr wiinschenswert ware eine ex- 
perimentelle Nachpriifung der theoretischen SchluBfolgerungen, besonders 
der Formel (6,12). Der Photostrom aus einem Ferromagnetikum muB also 
von dessen spontaner’ Magnetisierung abhingen. In der Nahe der ferro- 
magnetischen Umwandlungstemperatur ist die Abhaingigkeit einfach qua- 
dratisch [vergleiche die Formeln (6,8) und 6,9)]. AuBerdem hat die Theorie 
die Abhangigkeit der effektiven Austrittsarbeit eines Ferromagnetikums 
von der spontanen Magnetisierung und die ,,ferromagnetische Anomalie* 
dieser GroBe geliefert. 


B. Strengere Theorie 


a) Eine konsequentere Theorie des Photoeffekts in ferromagnetischen 
Metallen wurde von WEXLER gegeben. Sie stiitzt sich einerseits auf das 
s-d-Austauschmodell (53), andererseits auf die strenge Theorie vor TAMM- 
ScHUBIN (16), MITCHELL (23). Die Elektronenzustaénde in einem ferro- 
magnetischen Kristall werden in zwei Gruppen eingeteilt, namlich in freie 
und gebundene. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron, das sich in einem 
gebundenen Zustand befindet, in einem sehr groBen Abstand von der Grenze 
Metall-Vakuum im AuBenraum anzutreffen, ist sehr klein, und der Photo- 
strom ist deshalb gleich Null. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron, das sich 
in einem freien Zustand befindet, weit auBerhalb dieser Oberflache zu finden, 
ist nicht gleich Null, und infolgedessen ist auch der Photostrom von Null 
verschieden. Den Elektronen in freien Zustanden entspricht ein reeller Wert 
des Wellenvektors. Die Elektronen in gebundenen Zustaénden haben eine 
imaginére Komponente des Wellenvektors in Richtung einer Koordinaten- 
achse. Ein Photoeffekt tritt nur dann ein, wenn Elektronen sich in freien 
Zustanden befinden. Beim Photoeffekt erhalten die Elektronen die Zusatz- 
energie, die zum Ubergang in den freien Zustand notwendig ist, durch 
Absorption eines Lichtquants. 

Die im Abschnitt A dargelegte Theorie des Photoeffekts, in der das perio- 
dische Potential des Kristalls nicht beriicksichtigt wird, ist inkonsequent, 
weil die Eigentiimlichkeiten der Elektronenbewegung im Ferromagnetikum 
durch ihre Wechselwirkung bestimmt werden; diese ist aber ein ,, Volumen- 
effekt“* und hat deshalb nur geringe Auswirkungen auf die Eigenschaften 
der Oberfliche. Man beschreibt daher die Bewegung eines Leitungselektrons 
in einem ferromagnetischen Metall besser nicht durch eine Wellenfunktion, 
die die Summe zweier ebener Wellen (einer einfallenden und einer reflek- 
tierten) darstellt, wie sonst in der Theorie des Photoeffekts tiblich (16, 23), 
sondern durch eine Funktion, die die Bewegung des Elektrons im periodischen 
Potential des Kristallgitters V(r) = V(r +n) beschreibt. Diese Wellen- 
funktion (BLocHsche Welle) hat die Form 


y(t) = ett tar (x), 
wobei wu eine Funktion von der Gitterperiodizitat ist, also die Relation 


Ur(v + 1) = uz (r) 
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erfillt; n ist ein Gittervektor (ein ganzzahliger Vektor mit der Gitter- 
konstante a als Einheit). 

Kine gleichzeitige Beriicksichtigung des periodischen Potentials des Kristalls 
einerseits, der Potentialschwelle an der Grenze des Metalls andererseits, 
fiihrt auf einen allgemeineren Ausdruck fiir den Strom, in dem der Volumen- 
und der Oberflacheneffekt in einheitlicher Weise beriicksichtigt werden. 
Das Metall erfiille den ganzen Halbraum x < 0, das Gebiet «> 0 sei 
Vakuum. Wir betrachten die Photoemission von s-Elektronen aus dem 
Metall unter dem Einflu8 des elektromagnetischen Feldes einer Lichtwelle. 
Die Eigenfunktion des ungestérten Elektronenzustandes ergibt sich aus den 
Wellengleichungen 


2m 


Ay, + Rp [EZ — Vir)la,—0 - aaa, (6,13) 
2m e 
Ay, + Re E ao is] Yo = Oe > Xo, (6,14) 


wobei —e?/4z das Potential ist, das von der Bildkraft in der Nahe der Metall- 
oberflache im AuBenraum herrihrt. 
Die Lésung der Gleichung (6,13) 1a8t sich folgendermaBen darstellen (22): 


Wy = 2 {On exp [(k, + Ga) (% —-)] + 6, exp [— 2(k, + Gn,) (%@ — Xq)] + 

+ expt [(ky + Yn.) y + (kz + Mn,) 2]}- (6,15) 
Hierbei ist g,, = 2an,/a; n; sind ganze Zahlen, a ist die Gitterkonstante, 
k,, ky, k, sind die Quasiimpuls-Komponenten des Elektrons (1 = a, y, 2). 


Die Gleichung (6,14) la8t sich nach der Methode der Variablentrennung 
lésen, indem man setzt 


: Yo = fi (&) f(y) fs(2)- (6,16) 
Setzen wir (6,16) in (6,14) ein, so ergibt sich 
fe(y) = e'%4, fa(z) = e'%?, (6,17) 
und /, (x) geniigt der Gleichung 7 
Chie). Bef kA 5 e o 
wpe) + SE (am, H+ gq) Ale) =0, (6,18) 
h? 2 oe 2 
mit = 5, G2 t Gy + 92). (6,19) 


Die allgemeine Lésung von (6,14) hat die Form 
Yo(%, Y, z) = DC of (x) ev t a2), (6,20) 


Gy Iz 
Die Koeffizienten C, werden durch die Randbedingungen 
dy, | dys 
Pea aileeqse ets = Ze (6,21) 


et . 
Alex, dx L= Xp 
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bestimmt. Diese Randbedingungen sind nur erfillbar, wenn folgende Glei- 
chungen gelten: 


—k 5 
Jy yt Mn, (6,22) 
Iz = k, “iB Qn; - 
Unter Beriicksichtigung von (6,19) finden wir 
A 2m 
Iz = rT E — (ky a OPA a (k, 5 Is,)°3 (6,23) 


Hieraus folgt, daB die Summation in der Formel (6,20) tiber n, und ng zu 
erfolgen hat; man kann diese Formel also folgendermafen schreiben: 


Wo(%, Y, 2) = > Cumsti(e) exp {i [(ky mak PP es (kz ++ CPA ITE (6,24) 


Na; Ns 
Weitab von der Grenzfliche hat diese Funktion entweder die Form 


We(x, ¥, 2) ~ > Cain, exp {t [G2% + (ky + dn.) ¥ + (he + dn,) 2]} (6,25) 


oder 
Wo (2, Y,z)~ Dy Ci. exp {— ge + 4% [(ky + Yn)¥ = (k, + n;) z}}, (6,26) 
wenn g, imaginar ist mit x, = —1g,. 


Der durch (6,25) beschriebene Elektronenzustand soll als frei, der durch 
(6,26) beschriebene Zustand als gebunden bezeichnet werden. 

Einem freien Zustand entspricht eine endliche, von Null verschiedene Wahr- 
scheinlichkeit, das Elektron in groBem Abstand von der Oberflache des 
Metalls im Vakuum anzutreffen. Fiir den gebundenen Zustand ist die Wahr- 
scheinlichkeit, ein Elektron in groBem Abstand von der Oberfliche im 
Vakuum anzutreffen, klein und geht mit wachsendem x gegen Null. Eine 
Berechnung des Stroms, der dem durch (6,25) beschriebenen Zustand ent- 
spricht, liefert folgenden Ausdruck: 


Ix a Sa a Cals Jx- (6,27) 


Wir betrachten nun den Photoeffekt bei einer Frequenz, die nahe an der 
Grenzfrequenz liegt. In diesem Fall besitzen die meisten das Metall ver- 
lassenden Photoelektronen Energien von thermischer GréB8enordnung. Wie 
in der Arbeit (55) gezeigt wurde, vereinfacht sich dann die Formel (6,27) 
und geht tiber in den Ausdruck 


; Chi 
Ven an |C,0|? x (0): (6,28) 


b) Wir gehen von der ersten Niherung der Stérungsrechnung (3,13) 
aus. Die Lésung dieser Gleichung setzen wir als FourtIEeR-Integral 
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ll (16, 19, 23) mit den Eigenfunktionen des ungestérten Problems als Ent- 
i wicklungsfunktionen an: 


v= [fae dk, { for vit t) dk, + fore ve an,d. (6.29) 
i Dabei ist 
Un ky kz (a Y; 2, as. (as Y, 2, i) = (OES —kz, ky, & Face; Y,2%, by) 


| Setzen wir (6,29) in (3,13) ein und beriicksichtigen, daB U;(r, t) die Lésung 
,2 einer Gleichung von derselben Form wie (3,3) ist, aber mit einer verschwin- 
» denden rechten Seite, so erhalten wir 


II dkydk; [o, ae Ui + [at Ose reel ct (MV) Ue. (6.30) 
0 0 


‘ Wir multiplizieren beide Seiten dieser Gleichung mit Ut, wobei a den Wert + 
{ oder — annehmen kann, und integrieren tiber die Koordinaten: 


if dk, dk, eg [ vror dtdk, {3 [vr Ut drdk,\ = 


= —| Ut (MV) U,dr- (6.31) 
mc 
Durch diese Umformung sind wir zu einer Gleichung gekommen, die nicht 
mehr explizit vom Potential abhingt. Die Amplituden C# (t) sind dann 
| leicht zu bestimmen, wenn wir beachten, daB die Uj (r, t) zueinander ortho- 
gonal sind: 

[ Uf Uide = [Up Up" dt = NP Ott —f), 
(6.32) 

[ UtUy* de = | Ur UF dt = Ny 6 (E—f). 


Hierbei sind N@ und NY Normierungsfaktoren. Die Gleichungen (6,31) 
bekommen also folgende Form: 


+ 
wp 2k, ye t&e _ * pope 7) Uta, 
dt dt — me 
(6,33) 
. is 
v2 ae: 4 No a —— [ Uz" (UY) Utde. 
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Hliminieren wir dC; /dt1) und integrieren iiber die Zeit, so erhalten wir unter 
der Annahme, daB bei t < 0 das Metall nicht belichtet wurde, 


exp EB (EA, + ho — By) —1 
re (E, + ho — By) 


wobei gilt. 


(t]a] f+ = - aya [Vw ae [WE ye" — NP yt]. (6,85), 


me (INP — LPF] 

Bei der Berechnung von C;(t) sind das Glied, das der Emission entspricht, 
und der Faktor exp [tw (x cos 6 + y sin 6)/c] fortgelassen, da es sich um einen 
Fall handelt, wo die Frequenz nahe an der Grenzfrequenz liegt, so daB w/e 
<k ist. Da man die Energie eines st-Elektrons in einem ferromagnetischen 
Metall folgendermafen darstellen kann 


E=A+A'y+(B+ By) (cosk,a + cos kya + cosk,a), (6,36) 
haben die Normierungsfaktoren NV und NV? folgende Form 


Ad 2 
ess ; 
i paket a snes es (2ak, + 2an, + 227) X 


x (Gp Qn’ oy bnpbn’) =F > bCn al age|, (6,37) 


423 h? 
No?) = 
‘ _ m(B-+ By) sin k,a rs 


x Pa (2ak, + 2an, + 22n}) (a,b%- — orby)| d (6,38) 


Das Matrixelement enthalt nur die «-Komponente des Vektorpotentials. 
Die y- und z-Komponenten ergeben Ausdriicke, die infolge der Orthogonalitat 
der Funktionen exp (tk, y) und exp (ik,z) verschwinden. Man hat also fol- 
genden Ausdruck fiir das Matrixelement: 


(£ |a| f)+ = (22) (£ |a,| f)+ d(ky — ky) d(k, — ki), (6,39) 


wobei (£|a,| £’)+ nur das Integral tiber x enthalt. Wir erhalten dame fir die 
Amplituden Of (t) die Formel 


exp + (By + ho — Ey)t)—1 
C¢ (t) = (22)3 nag) ea 


= (Es + hw — E,) 
oe |a,| f')+ b(k, — ky) 6(k, — ki). . (6,40) 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Baw. dC}/dt. 
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inn der Einar vergangen ist, sehr groB ist: 


v= (an | f Ut (Ela, f)* dk, + [ Ur (El ae| ae 
0 0 


exp EB (pie 8) | =i 
se lee GA) 


E, + hw — Ey) 


: a 
7a 
) Fihren wir die Integration aus, so erhalten wir als endgiiltigen Ausdruck 
4 fir v 
3 ¥ yt 
5, eS git os ve (6,42) 
(B+ By) asin fia 


{ Dabei ist f’ der Wert von f’, der durch folgende Bedingungen definiert wird: 


ky p= Kus — nos 
Yz w 2 Inns — nw (6,43) 
Ey = Ey -+ hw. 

{ Das zweite Integral in (6,41) verschwindet ebenso wie in der Arbeit (19); man 
7 kann also das Vorzeichen + fortlassen. Das Matrixelement (f | a| f) zerfallt 
| in zwei Anteile, deren einer dem Gebiet innerhalb des Metalls, deren anderer 
/ dem Gebiet auBerhalb des Metalls entspricht. Integrieren wir iiber das 
/ Grundgebiet, so finden wir fiir den Anteil des Matrixelements, der von der 
) Wellenfunktion des Elektrons innerhalb des Metalls herriihrt : 


ff |a| Dor =a, exe Eearraye 


| An Ay’ ae b, bn. adn’ ss Dray’ | 
In 4° Gag G2 An, Jx + An, + 9x + In: 
a * nr + OR dy: an by 4- si 
Nn > (k, x |e sie Se (6,44) 
iat a a qn) Oe ia In, 924 Qn‘ Gz 2°96 ,= — Unt 


Fir das Gebiet auBerhalb des Metalls ist die Berechnung des Matrixelements 
ziemlich schwierig. Man kann jedoch die Abhangigkeit des Matrixelements 
von g, und damit auch die Temperaturabhangigkeit des Photostroms er- 
mitteln. Zur Berechnung des Matrixelements kann man anstelle der Wellen- 
funktion des gebundenen Zustandes deren asymptotischen Ausdruck (31) 


verwenden : f(a) = bye-** (Qneae)el™, (6,45) 
Dabei ist S = me?/4h? und x = igz. 


Dieser Ausdruck stellt die Wellenfunktion bis zu einem Avetaud von der 
Oberflache von etwa 3 bis 4 - 10-? cm mit hinreichender Genauigkeit dar. Fur 
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die gebundenen Zustinde la8t sich ein solcher Ausdruck nicht anwenden,. 
da fiir das Gebiet in der Nahe der Oberfliche 29,2 < 1 ist. 

Wie in der Arbeit (31) gezeigt wurde, gilt fiir Frequenzen in der Nahe der 
Grenze, d. h. fiir kleine g, 


fog (®) = Cy A(z), 


und dies hingt in erster Naherung nicht von g, ab. Wir erhalten also fir den 
zweiten Anteil des Matrixelements den Ausdruck 


(Elaz|€ joss ase, [vy xP] [a2) |—we-*? (Qxaye* + 


4 2se**(2ux)x|da, (6,46) | 


der nicht von g, abhangt. 
Bei der Herleitung der Formel (6,42) wurde das Glied fortgelassen, das dem | 
Erhaltungssatz des Quasiimpulses in der x-Richtung entspricht: 


k= her Gee See (6,47) 


Diese Bedingung mu8 zusammen mit den Gleichungen (6,43) erfiillt werden, 
und das ist nur méglich, wenn infolge der Anregung das Elektron in ein 
anderes Band iibergeht; innerhalb eines Bandes ist namlich die Energie eine 
periodische Funktion des Quasiimpulses (56): 


E,(t + qn) = Ei (f). (6,48) 


Erfolgt ein Ubergang in ein anderes Band, so sind bei einer bestimmten 
Beziehung zwischen k,, k, und k, die Gleichungen (6,43) und (6,48) vereinbar. 
Dieser Fall entspricht den sogenannten optischen Ubergingen. Die optischen 
Ubergiinge, oder, wie diese Erscheinung nach TAMM und SCHUBIN (16) zu 
bezeichnen wire, der Volumenphotoeffekt, kénnen nur beim Ubergang des 
Elektrons in das nachsthdhere Energieband einen Beitrag zur Photo- 
emission liefern. Bei TAMM und SCHUBIN wird der Volumenphotoeffekt ohne 
Beriicksichtigung des Umstandes behandelt, da8 er nur bei einem Ubergang 
in das néchsthéhere Band méglich ist. Dies ist deshalb méglich, weil fiir die 
Elektronenenergie ein Ausdruck H = h?k?/2m angenommen wurde, d. h. 
die Gitterperiodizitét und der Bandercharakter des Energiespektrums des 
Elektrons nicht beriicksichtigt wurden. Es ist also klar, daB die in der 
genannten Arbeit iiber die ,,langwellige Grenze des Volumeneffektes“ 
gezogenen Schluffolgerungen nicht ganz exakt sind. Dies gilt auch fir die 
Arbeit (44). 

Gewohnlich (16, 19) behandelt man den Volumenphotoeffekt getrennt vom 
Oberflaicheneffekt. Aus den Rechnungen von WEXLER geht hervor, daB eine 
solche kinstliche Trennung nicht erforderlich ist, da beide Anteile.des Photo- 
effekts automatisch als Glieder des Matrixelements herauskommen. Aus dem 
Gesagten ergibt sich, daf die ,,zweite langwellige Grenze‘‘, die dem Volumen- 
effekt entspricht, durch die Energie bestimmt wird, die ein Elektron am 
oberen Rande des teilweise gefiillten Bandes aufnehmen muB8, um in den 


Der Photoeffekt in Metallen QT 


© tiefsten Zustand des anschlieBenden leeren Bandes zu gelangen. Fir Metalle 

ist diese Energie bedeutend gréfer als die zum Ubergang eines Elektrons in 

1) den tiefsten freien Zustand notwendige Energie. 

» Bei der Berechnung des Photostroms ist nur der Strom zu beriicksichtigen, 
» der von dem Anteil v der Wellenfunktion herriihrt, denn der Anteil, der auf 

9 der ungestérten Wellenfunktion (ohne Feld) beruht, verschwindet stets. Die 
| Stromdichte ergibt sich aus der bekannten Formel 


—— eh (5 aa 


2m % OL 1 Oe 


j wobei v durch die Gleichung (6,42) gegeben wird. Um die Stromdichte der 


 Elektronen im Vakuum in groBem Abstand von der Oberflaiche zu ermitteln, 


% benutzen wir fiir die in (6,42) eingehende Funktion U;(x, y, z) den asym- 
J, ptotischen Ausdruck fiir die hypergeometrische Funktion (57): 


; LS F 
Uz(2, y, 2) = Cexp lias sie a In ig. 2)| exp [7(gyy + 9z2)]. (6.49) 


( Die Stromdichte wird dann 


(222)® |(E|a,| £)|% eh 
ma?(B + B’ y)? sin? k,a 


Gee 7. (6,50) 


4) Wie in der Arbeit (55) gezeigt wird, hangt g, | C'|? nicht von g, ab. Bezeichnet 


i man also diese GroBe mit A(k,), so kann man den Strom folgendermaBen 

} schreiben: oee Al 

= amyieh __|(t}a] Bol? A (be) : (6,51) 
m (B+ By)? a? sin? k,a 

| Durch Integration tiber simtliche Anfangszustaénde der Elektronen im 

Metall erhalten wir fiir den gesamten Photostrom 


Js sai dk,. (6,52) 
me oe eer +1 


Iz=0 


7 % 
a a 


Eine Entwicklung der FERMI-Funktion in eine Reihe nach exp (HZ — é)/kT 
fiihrt auf folgende Ausdriicke: 


jexp (“a) + |= 2 (— 1)" exp (- ots), E> &, (6,53) 


[exp zr?) + i] =o (— 1)" exp a) Hi 2: (6,54) 


228 S. W. WonssowskI1, A. W. SoKOLow und A. S. WEXLER 


Zur Durchfiihrung der Integration in (6,52) benutzen wir die zweite Beziehung 
von (6,43), die man auch folgendermaBen schreiben kann 


2 


eo, 


(gz +9, + 93) —ho, 


und gehen zu den neuen Integrationsvariablen 


In OC =Gy +g: und # = are tg g,/9, 
iiber. Die Integration liefert 


__ (22)4 me(kT)? f') |? A(k ks) e+ 2) 
a aa Asc2a3 (B+ i y)? sin? kj, Py, ( i a (6,559 
: a (1)? o : 
mit D, (x) Re area exp (n + 1) fir -a.<.0; 
2 2 a 
@,(x) == Bi Esa miei. exp[—(n+1)a] firx>0. 


ad 6 2 n=0 (n ot (n + 1) 
Der gesamte Elektronenstrom mit beiden Spinorientierungen betragt (im 


Fall eines schwach besetzten Bandes) 


2 
J = (Ay + Boy?) T?O,,, Fees weal (6.56) 


a 162?mek? D 
Dabei ist Ay <i hase M, > | Qn, cel (yy = is In,)> 
1 Ny 


162?mek? D 3 a 
By h2ataels as {ars + (a, EL ve = * Mo) Ye + 
a ny 


(a2) 3S 3 
a IG me ra) M, 5 4; “2 + In, 1 | @n, 0073 
1 


2 a 


M,, M, und M, sind der erste, zweite und dritte Koeffizient in der Entwick- 
lung des Betragsquadrates des Matrixelements nach Potenzen der relativen 
Magnetisierung y: 
[(fa,||2 2 My + Myy + May?; a, = A? + 3B? + e(w) 2B’ + 4’); 

a, = 2B%+ A? + 4/4’ B+ B’(A+2B); y, =are cos &; 

¥2 =P, (1 — &); yg = — ($983 + Bs) (1 — 3)"; 

mre (OO) (ASR 2.B). 2B A Be 

& B ) 2 B i & B ? 
B'2 2 B’ eo A’ , B’ 
Bs = Eo B fe Be B me ZB’ 

2 (Stn) 3 3 py 
By = @ (37? nj)" ky ge eB + 38 ; 


£(w) =a + a? (82?n)’2B + ho; 
a, = 2BB’ + 2e(w) (A’ + 2B’). 


) 
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* Die behandelte Theorie des Photoeffekts 1aBt sich offenbar auch auf nicht- 
9 ferromagnetische Metalle anwenden, wenn man iiberall y = 0 setzt. Die 
| Formel (6,56), welche die Abhangigkeit des Sattigungsstroms von Tempe- 
# ratur und Frequenz angibt, hat die gleiche Form wie (6,8). 

Es besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied zwischen diesen beiden 


+ Formeln: die Parameter in der Formel (6,56) fiir den Strom wurden in ganz 


allgemeiner Weise ohne Benutzung irgendwelcher Zusatzannahmen [bei- 
} spielsweise von Annahmen iiber die Abhiangigkeit des Potentialsprunges von 
| der relativen Magnetisierung wie in der Arbeit (52)] abgeleitet. AuBerdem 


“} besteht ein Unterschied zwischen der vereinfachten Behandlung des Photo- 


 effekts und der konsequenteren Theorie, welche die Periodizitat des Potentials 
innerhalb des Metalls beriicksichtigt, die besonders wesentlich fiir einen 
Vergleich der Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitsverteilung der Photo- 
elektronen ist [vgl. den Integranden in (6,52)]. Diese Abhangigkeit ist 
komplizierter als in der vereinfachten Theorie und scheint der Wirklichkeit 
besser zu entsprechen (54). 

Bei der Behandlung des Photoeffekts, der durch eine Frequenz weit 
oberhalb der langwelligen Grenze hervorgerufen wird, hat man auch die 
zweite Komponente des Matrixelements zu beriicksichtigen, die auf dem 
Volumeneffekt beruht. Ein Vergleich der Formel fiir den Photostrom (6,56) 
mit den bekannten Beziehungen, die seine Temperaturabhingigkeit angeben, 
zeigt, dafX die Austrittsarbeit —e+ — — «, betragt. Dieses Ergebnis laft 
sich nicht nur durch einen solchen formalen Vergleich der Beziehungen, 
sondern auch auf Grund thermodynamischer Betrachtungen, ahnlich den in 
der Arbeit (55) durchgefiihrten, nachweisen. 


§ 7. SchluB 


Wie aus unseren obigen Darlegungen folgt, liefert die quantenmechanische 
Theorie des 4uBeren Photoeffekts in Metallen in der Naherung des Ein- 
elektronenmodells schon eine hinreichend gute qualitative und in vielen 
Fallen auch eine quantiative Erklaérung dieses wichtigen elektronischen 
Effekts in Kristallen. Das Einelektronenmodell hat jedoch einen groBen und 
grundsadtzlichen Mangel, namlich die Vernachlassigung der Wechselwirkung 
zwischen den Elektronen. Eine sehr dringende Aufgabe fiir die Quanten- 
theorie der Metalle ist also die Entwicklung eines Mehrelektronenschemas fir 
die Behandlung der optischen und photoelektrischen Eigenschaften von 
Metallen und anderen Festk6rpern. 

Im Zusammenhang hiermit ist eine Arbeit von SCHUBIN (48) zu erwahnen, 
in der die Methode der DrrAcschen Dichtematrix (des statistischen Operators 
im m-Raum) auf die Theorie der Metalle im Rahmen der Einelektronen- 
naherung angewandt wird. SCHUBIN erhalt folgenden Ausdruck fir die 
elektrische Stromdichte infolge der Einwirkung eines auferen Wechselfeldes 
F cos wt von der Frequenz w: 


; eFa sin wt 24 000 
Sra py, Fe) a P| 6) 0E Se 
2eF . ; Da Say 1(€ |p| €’) |? 74 
Te Fon sin ae [e0() — @o(F)]  (é, &) [ow (é, &) — w] (ERP) 2207] (7,1) 
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Dabei ist € der Quasiimpulsvektor des stationiren Elektronenzustandes im 
Metall, a ist die Gitterkonstante, (€ |p|) und (& |p| &’) sind die Diagonal- 
bzw. Nichtdiagonal-Matrixelemente des Impulsoperators des Elektrons p; 
09 (&) ist der Anfangswert der Dichtematrix im Zustand é, und schlieBlich ist 


of ) => He) — BED) 


wobei EH (é) die Elektronenenergie im Zustand & ist. 

Das erste Glied auf der rechten Seite der Formel (7,1) beschreibt die be- 
schleunigende Wirkung des Feldes F, das zweite Glied die (optischen) 
Quantenitiberginge. Grundsitzlich 14Bt sich diese Formel auch auf den 
Photoeffekt anwenden. 

Die Arbeit (58) lieB sich auch auf den Fall eines Mehrelektronenmodells 
verallgemeinern (59), ohne daB hierzu irgendwelche einschrankenden 
Annahmen iiber die GréBe und die Art der Wechselwirkung zwischen den 
Elektronen notwendig waren!). Ferner gelang eine Ableitung der allgemeinen 
Dispersionsformeln der Quantenoptik der Metalle in einem solchen Mehr- 
elektronenschema (60), wobei in diesen Rechnungen die Wirkung der Elek- 
tronendimpfung phénomenologisch beriicksichtigt werden konnte (67). 

Die Mehrelektronentheorie der Kristalle erdffnet neue Moglichkeiten, auf 
zwanglose Weise eine einheitliche Theorie der optischen und photoelektrischen 
Eigenschaften von Metallen und Halbleitern aufzubauen. 

Wie die ersten Versuche zur Entwicklung einer eingehenderen Mehr- 
elektronentheorie der optischen Eigenschaften zeigen, kann eine Beritick- 
sichtigung der Elektronenwechselwirkung zu einem tieferen und voll- 
standigeren Verstandnis auch fiir den Photoeffekt in Kristallen fiihren. Zur 
Zeit liegen aber noch keine solchen Rechnungen in abgeschlossener Form 
vor. Man kann nur sagen, da in dem Spezialfall des polaren Mehrelektronen- 
modells eines Atomhalbleiters Ergebnisse herauskommen, die von den 
SchluBfolgerungen aus dem KEinelektronen-Baindermodell wesentlich ab- 
weichen. Wahrend z. B. dieses Elektroneniiberginge vom Grundzustand des 
Systems im Kristall nur in den tiefsten Zustand des Leitungsbandes voraus- 
sagt, und zwar unabhaingig vom Anregungstyp (StoBe mit Schallquanten, 
Photonen usw.), verhalten sich im Mehrelektronenmodell diese Ubergange 
fiir die verschiedenen Anregungstypen verschieden. Bei optischer Anregung 
geht das System in einen Zustand iiber, der einem Term in der Mitte des 
Leitungsbandes entspricht, waihrend bei einer Schallquantenanregung der 
Ubergang ebenso wie im Bandermodell in den tiefsten Zustand des Leitungs- 


1) Wir miissen uns hier gegen eine Bemerkung tiber die quantenmechanische Theorie 
der optischen Eigenschaften der Metalle wenden, die in dem Bericht (62, siehe S. 493) 
angefthrt wird *). Dort wird behauptet, da die Herleitung einer Formel vom Typ (7,1) 
mit Hilfe quantentheoretischer Rechenmethoden ,,der Theorie wenig Neues liefert*‘. 
Abgesehen davon, daB aus solchen Formeln deutlich ersichtlich ist, wie die effektive 
Masse der Leitungselektronen (die innerhalb einer solchen Theorie als ein gewisser Typ 
von Elementaranregungen des gesamten Elektronensystems aufzufassen sind) richtig 
zu berechnen ist, gestatten sie auch eine Behandlung aller ,,optischen‘‘ Vorginge im 
Elektronenkollektiv des Kristallgitters unter einem einheitlichen Gesichtspunkt. 

*) Anm. d. dtsch. Red.: Deutsche Ubersetzung in: Fortschr. d. Physik 8, 309 (1955); 
dort S. 331. 
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yfoandes erfolgt. Eine Berechnung des Beschleunigungseffektes durch das 
blektrische Feld des Ultrarotlichtes bei Beriicksichtigung der Elektronen- 
echselwirkung fiihrt zu einer wesentlichen Zunahme der effektiven Masse 
ider Ladungstrager im Kristall (Leitungselektronen, Excitonen usw.). 

/Zum Schlu8 wollen wir noch sagen, daB eine intensivere Entwicklung der 
(Theorie des Photoeffekts in Halbleitern und Halbmetallen sehr wiinschens- 
iwert ist. Wie JOFFE in seiner letzten Monographie (63) hervorhebt, ist iiber 
Sdieses Problem noch sehr wenig gearbeitet worden [siehe auch (1/b)]. Beim 


Wf Aufbau einer Theorie des Photoeffekts in Halbleitern wird es, wie in der 


{Arbeit (64) gezeigt wird, notwendig sein, auch den Einflu8 der Tammschen 
# Elektronenzustande an der Kristalloberfliche (65) zu beriicksichtigen. 


Ubersetzt von H. VOGEL. Deutsche Redaktion: W.. BRAUER. 
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Die TAMM-DANcoFF-Methode 
Von W. P. SILIN und W. J. FAINBERG?) 


Einleitung 


Die Entwicklung der Quantenfeldtheorie hat in den letzten Jahren zu un- 
streitigen Erfolgen der Quantenelektrodynamik gefiihrt. Heute sind alle 
einer experimentellen Nachpriifung zuganglichen Schlu8folgerungen der 
Quantenelektrodynamik vollauf bestatigt, obwohl einer konsequenten Durch- 
fiihrung der Theorie selbst einige Schwierigkeiten im Wege stehen. Die Er- 
folge der Theorie beruhen auf der Kleinheit der Feinstrukturkonstanten e?/ic 
und der Moglichkeit, die Storungsrechnung anzuwenden. Im Gegensatz zur 
Elektrodynamik ist die Storungsrechnung im Fall der Mesontheorie nicht 
brauchbar. Es ist jedoch durchaus méglich, da die heutige Mesontheorie 
sich in einem bestimmten Energiegebiet als zutreffend erweisen wird. Zur Be- 
antwortung dieser Frage miissen Methoden angewandt werden, die nicht auf 
einer Entwicklung nach Potenzen der Wechselwirkungskonstante beruhen. 
Eine dieser Methoden, mit deren Ausbau sich in den letzten 3—4 Jahren 
viele Arbeiten beschaftigten, ist die Methode von TAMM-DANCOFF?). 
Dieser Bericht ist einer Darlegung der Grundziige dieser Methode und ihrer 
Anwendung auf verschiedene konkrete Probleme der Quantentheorie des 
Mesonfeldes gewidmet. Das Hauptgewicht wird auf die allgemeinen Fragen 
der Formulierung dieser Methode und die Analyse der Schwierigkeiten ge- 
legt, die bei einem Versuch auftreten, die Gleichungen, die man nach der 
TD-Methode erhalt, zu renormieren. 

Die TD-Methode wurde urspriinglich (im Jahre 1945) von I. E. TAMM (J) in 
nichtkovarianter Form und spater (im Jahre 1950) von DANCOFF (2) in An- 
wendung auf Probleme der Mesontheorie formuliert 5). Wir weisen darauf hin, 
da8 eine entsprechende Methode schon im Jahre 1934 von Fock auf einige 
Probleme der Quantenelektrodynamik (3) angewandt wurde. Das Wesen der 
TD-Methode besteht in einer Abschneidung des strengen Gleichungssystems 
der Mesontheorie hinsichtlich der Teilchenzahl und in einer anschlieBenden 
exakten Lésung dieses angenaherten Gleichungssystems. Die Probleme, die 
mit der nichtkovarianten Formulierung der alten TD-Methode zusammen- 
hingen, werden in § 1 diskutiert. Die Versuche zur Lésung der Gleichungen 


1) Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 56, 569 (1955). 

2) Im folgenden werden wir die Abkiirzung: ,,TD-Methode“ benutzen. 

3) Nach der iiblichen Terminologie tragt die urspriingliche Formulierung der Methode 
die Bezeichnung ,,alte TD-Methode‘. 
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unmittelbar in der nichtkovarianten Schreibweise stoBen auf Schwierigkeiten 
zweifacher Art: erstens ist nicht klar, wie die Divergenzen vom Typ der 
Selbstenergie eindeutig zu beseitigen sind, und zweitens treten in den 
Gleichungen zusatzliche Divergenzen auf, die Vakuumfluktuationen ent- 
sprechen. Die von CINI (4) vorgeschlagene kovariante Formulierung der alten 
TD-Methode wird in § 2 dargestellt. Hier werden wir auch das Problem der 
Randbedingungen und den Ubergang zur Impulsdarstellung behandeln. 

In § 3 werden am Beispiel der Gleichungen fiir zwei Nukleonen sowie fiir ein 
Nukleon und ein Meson die Schwierigkeiten analysiert, die auftreten, wenn 
man die kovariant geschriebenen Gleichungen der alten TD-Methode zu 
renormieren versucht. Es wird gezeigt, daB die von CINI vorgeschlagene 
Renormierungsmethode (4) nicht richtig ist. Im Fall der Selbstenergie des 
Nukleons (Massenoperator) fiihrt die Methode von C1NI auf falsche endliche 
Zusatzglieder, im Fall der Selbstenergie des Mesons (Polarisationsoperator) 
auf zusatzliche Divergenzen beim Ubergang zur Impulsdarstellung (5). 

Die kovariante Schreibweise der alten TD-Methode kann auch die mit den 
Vakuumfluktuationen verbundenen Schwierigkeiten nicht beseitigen. 

In § 4 werden verschiedene Versuche zur Anwendung der alten TD-Methode 
auf die Nukleonenwechselwirkung besprochen. 

§ 5 ist dem Problem der z-Mesonenstreuung an Nukleonen im Zustand mit 
I = 3/2 innerhalb der alten TD-Methode ohne Beriicksichtigung des Bei- 
trages der Vakuumfluktuationen und der Selbstenergieglieder gewidmet?). 
Dieses Problem wurde in (6) fiir den Fall der symmetrischen pseudoskalaren 
Theorie mit pseudoskalarer Kopplung gelést. Dabei zeigte sich, daB die 
TD-Methode im Gegensatz zur Stérungsrechnung eine gute Uberein- 
stimmung mit dem Experiment liefert. 

In §§ 6—8 wird eine neue Formulierung der TD-Methode behandelt, die von 
DYSON (7—9) angegeben wurde; sie soll die obengenannten Renormierungs- 
schwierigkeiten in der alten TD-Methode iiberwinden?). 

In § 6 wird der Zusammenhang zwischen den Amplituden der alten und der 
neuen T’D-Methode erértert. Es wird gezeigt, wie man ausgehend von diesem 
Zusammenhang die richtigen Randbedingungen fiir die Gleichungen der 
neuen Methode formulieren kann (10); ferner wird eine kovariante Formu- 
lierung dieser Methode angegeben. Ein wesentlicher Vorzug der Gleichungen 
der neuen TD-Methode besteht darin, daB sie keine Divergenzen enthalten, 
die auf Vakuumfluktuationen beruhen. 

In § 7 wird die Renormierung der Selbstenergie des Nukleons in den Glei- 
chungen fiir zwei Nukleonen, die sich in der ersten Naherung der neuen 
TD-Methode ergeben, behandelt. Diese Untersuchung zeigt, daB alle in dieser 
Gleichung auftretenden Divergenzen durch eine kovariante Renormierung 
der Massen beider Nukleonen und der Kopplungskonstante g beseitigt werden 
konnen. Das Problem der Renormierung des Polarisationsoperators, der in 
den Gleichungen fiir das System Meson + Nukleon in der neuen TD-Methode 


*) J ist der Isotopenspin des Systems 7-Meson + Nukleon. Bei der Lésung dieses Problems 
im Zustand mit J = 1/2 treten zusitzliche Schwierigkeiten auf, da der Integralkern un- 
zulassige Singularitaten enthalt (vgl. den SchluB von § 3). 

) Im folgenden werden wir sie als neue TD-Methode bezeichnen. 
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|) auftritt, ist komplizierter. Einer Untersuchung dieses Problems ist § 8 ge- 
) widmet. Obwohl der Polarisationsoperator auf eine kovariante Form trans- 
( formiert wird, fiihrt, wie die Analyse zeigt, eine Abtrennung der unendlichen 
i} GréBen zum Auftreten zweier renormierter Ladungen (11). AuBerdem er- 
@ zeugen die endlichen Zusatzglieder, die nach der Renormierung stehen 
o| bleiben, zusatzliche Pole in der Gleichung, denen kein unmittelbarer physi- 
4 kalischer Sinn zugeordnet werden kann (10, 12). Das Vorhandensein 
/¢ solcher Pole in den renormierten Gleichungen ist eine allgemeine Eigenschaft 
9 der Naherungsgleichungen der heutigen Quantenfeldtheorie und spricht fir 
“9 deren beschranktes Anwendbarkeitsgebiet (73—16). 

4 In § 9 schlieBlich wird kurz das Problem des Zusammenhangs der Gleichungen 
> vom TamM-Dancorrschen Typ mit den kovarianten Gleichungen (17, 18) 
“4 erortert. 


§1. Dreidimensionale Formulierung der alten TAMM-DANcorr-Methode 


1 In diesem Paragraphen werden wir uns kurz mit der urspringlichen (J, 2) 
{) nichtkovarianten Form der alten TD-Methode beschaftigen. Hierdurch wird 
7) einerseits das Versténdnis der weiteren Ausfiihrungen erleichtert, anderer- 


9° seits tragt eine Darstellung dieser alten Formulierung zur Klarung des Wesens 


4 dieser Methode bei, das ja in einer Abschneidung der Gleichungen hinsicht- 


lich der Teilchenzahl besteht; ferner wird die Bedeutung der Amplituden, 


| des Normierungs- und des Orthogonalitatsproblems leichter zuganglich. Wir 


miissen hier betonen, da sich alle konkreten Rechnungen innerhalb der 


) Methode am einfachsten in dreidimensionaler Form durchfiihren lassen, 


wahrend zum Verstindnis der Natur der Schwierigkeiten, die mit der Be- 
seitigung der divergenten Gréfen aus den Gleichungen (der Renormierung) 
verbunden sind, die von CINI (4) angegebene kovariante Schreibweise zweck- 


> miafiger ist. 
' Wir formulieren die TD-Methode am Beispiel der Wechselwirkung eines 


Meson- und eines Nukleonfeldes. Wir gehen dabei aus von der SCHRODINGER- 
Gleichung fiir die stationéren Zustande 


(Hy + H’) Y= Wy. (1,1) 


Dabei sind Hy) und H’ die HAMILTON-Operatoren der freien Felder bzw. der 
Wechselwirkung, V ist der Zustandsvektor (das Zustandsfunktional), W der 
Eigenwert des Operators der Gesamtenergie in diesem Zustand. 

Die Lésung der Gleichung (1,1) setzen wir als Entwicklung nach Eigen- 
funktionen ®,(N) des freien HAMILTON-Operators an: 


¥ = 5'a,(N)®,(N), (1,2) 
WY = > Ba (N)@;(N). 
ah 


Hierbei ist WY der Vektor des physikalischen Vakuums; der Index N kenn- 
zeichnet die Anzahl freier Mesonen, Nukleonen und Antinukleonen im Zu- 
stand ®, (N); A beschreibt die iibrigen Variablen dieser Teilchen (etwa Impulse 
17* 
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und Spins); die Entwicklungskoeffizienten a ,(N) haben die Bedeutung von . 
Wabhrscheinlichkeitsamplituden fir das Auftreten von N-freien Teilchen im | 
Zustand ¥. 
Die Funktionen ®,(N) bilden ein vollstandiges System normierter und 
orthogonaler Eigenfunktionen des Operators Hy. Explizit kann man schreiben 


®,(N) = UT (N)P/ C; (N) ®o- (1,3) 
Hierbei ist C, (N) das Produkt von N-Erzeugungsoperatoren, beispielsweise 
CO; (N) = Q* (Kx) Q* (Ky)... Q* (Kn) B't (D1) BY (p_)... BY» (Pm) 


wobei Q*(k) der Erzeugungsoperator eines Mesons mit dem Impuls k und 
B"* (p) der Erzeugungsoperator fiir ein Nukleon bzw. Antinukleon mit dem 
Impuls p ist. (n = 1,2 entspricht den beiden Spinrichtungen des Nukleons, 
n = 3, 4 denen des Antinukleons.) [7 (N) = (N,!) (Ne!) ... ist die Normie- 
rungskonstante wobei N,, N. usw. die Besetzungszahlen sind. Die Opera- 
toren Q, Q* und B", B”* gehorchen den iiblichen Vertauschungsregeln: 


(Q (kx), Q* (K,)]. = 54,4,3 [B™ (p1), B™? (p2)ls =Omm 5p, — (1,3") 


Dabei bedeutet [ ]+ den Kommutator bzw. den Antikommutator. Ferner gilt, 
wenn @, der Zustandsvektor des Vakuums der nichtwechselwirkenden Felder 


sti Q(k)P, = B(p) Py = 0. (1,4) 
Die Orthogonalitaitsbedingung fiir die ®, (NV) lautet: 
(DF (N’), B, (N)) = 82 70yn’- (1,5) 


Unter Benutzung von (1,3) und (1,5) kann man explizit die Amplituden a, (NV) 
durch die Vernichtungsoperatoren Q und B* ausdriicken: 


a, (N) = [IT (N)}-2 (O*Q (ky)... Q (Ky) B™ (pi)... B™ (Pm) V) = 


= [IT (N)}2 (®§ A,(N) W). (1,6) 
Nimmt man an, daB der Zustandsvektor VY etwa auf Kins normiert ist 
(Ls; YP) = Lie (1,7) 


so ergibt sich unter Beriicksichtigung von (1,2) und (1,5) unmittelbar die 
Normierungsbedingung fiir die Amplituden a, (N): 


iN ee (1,8) 
A, N 


Nun setzen wir die Entwicklung (1,2) in (1,1) ein. Unter Beachtung der 
Formeln (1,3) bis (1,5) erhalten wir dann das folgende unendliche System 
von Integralgleichungen fiir die Amplituden (SCHRODINGER-Gleichung in der 
Darstellung der Besetzungszahlen): 


(W — FE, vy) a, (N) me N|H’ |2’, N’).a,y (N’). (1,9) 
Hierbei ist , 
(A, | H’ |W, N’) = (Gf (N), H’ Dy (N’)) 
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Hy®,(N) = Ei, y O(N) = (3, + 3 Bp) Ox (N), 


=+ Ve +k? bzw. Hyp = + VM? + p? ist die Energie eines freien 
*, Mesons mit dem Impuls k bzw. die Energie eines freien Nukleons (oder Anti- 
‘nukleons) mit dem Impuls p?). 

4 Das Gleichungssystem (1,9) ist das exakte Gleichungssystem der Quanten- 


+} theorie des Mesonfeldes. 


4 Po twandig, eine andere ee ae ‘fiir das System (1,9) zu cence 
1 Eine solche Methode, die grundsitzlich verschieden von der Stérungs- 
9 rechnung ist, stellt die TD-Methode dar. Ihr Wesen besteht in folgendem. 

i) Zur Konstruktion einer Naherungslésung des Gleichungssystems (1,9) oder, 
¥ was auf dasselbe herauskommt, der Gleichung (1,1) nehmen wir an, daB der 
! Zustandsvektor keine unendliche, wie im Fall der exakten Lésung, sondern 
'/ eine endliche Superposition von Zustanden der freien Teilchen darstellt. Mit 
‘ anderen Worten: in der Entwicklung (1,2) werden nur diejenigen Amplituden 
1 a (N) als von Null verschieden angenommen, fiir die die Anzahl N der vir- 
i) tuellen Teilchen kleiner ist als eine bestimmte Zah] No. Man 1aBt also in dem 
) Gleichungssystem (1,9) alle Gleichungen weg, auf deren linken Seiten Ampli- 
) tuden fiir Teilchenzahlen gré8er als Ny vorkommen, und man vernachlassigt 
i diese Amplituden in den tibrigen Gleichungen. 

Vom physikalischen Standpunkt aus laBt sich ein solches Abschneide- 
verfahren durch die Annahme begriinden, da Zustinde mit einer Anzahl 
} virtueller Teilchen, die Mp iibersteigt, einen vernachlassigbar kleinen Beitrag 
- zum betrachteten ProzeB liefern. Vom mathematischen Standpunkt aus bildet 
die TD-Methode eine Anwendung der RITZ-GALERKINschen Methode im 
Funktionalraum auf die Quantenfeldtheorie. 

Tatsachlich wird hier wie in der Methode von RITZ-GALERKIN das exakte 
Funktional (1,2), das durch einen unendlichen Satz von Funktionen a, (NV) 
charakterisiert ist, durch eine endliche Anzahl dieser Funktionen approxi- 
miert. 

Die Frage nach der Konvergenz der sukzessiven Niherungen dieser Methode 
(in der Mesontheorie) ist 4uBerst kompliziert und noch ungeklart. Die physi- 
kalische Bedeutung beruht vor allem auf der erfolgreichen Anwendung der 
Methode auf eine Anzahl konkreter physikalischer Probleme, bei der sich in 
mehreren Fallen eine qualitative und gelegentlich (so im Fall der Streuung 
von Mesonen an Nukleonen im Zustand mit J = %/,) auch eine recht gute 
quantitative Ubereinstimmung mit dem Experiment erzielen lieB (6). 


1) Im folgenden wird iiberall 4 = c = 1 gesetzt. 
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Mathematisch lassen sich die Anwendbarkeitsbedingungen der TD-Methode | 
folgendermaBen formulicren: 


xy [aye <1. (1,10) 


4,N>WNo 


Die Gleichungen (1,9) sind offenbar nicht in relativistisch invarianter Form 
dargestellt. Im Zusammenhang damit treten bei einem Versuch, diese 
Gleichungen nach der TD-Methode zu losen, schon in den ersten Naherungen 
wesentliche Schwierigkeiten auf. Zunichst ist unklar, wie eine eindeutige 
Renormierung der divergierenden Glieder vom Typ der Selbstenergie, die 
in diesen Gleichungen auftreten, vorzunehmen ist. Aus diesem Grunde 
werden in den meisten Untersuchungen tiber konkrete Probleme, die nach 
der alten TD-Methode durchgefiihrt werden, die Selbstenergieglieder einfach . 
weggelassen. Zweitens aber treten in den abgeschnittenen Gleichungen (1,9) 
zusatzliche Singularititen auf, die auf Vakuumfluktuationen beruhen. Im | 
Gegensatz zur Theorie der S-Matrix gelingt es in der alten TD-Methode nicht, 
die Divergenzen von diesem Typ durch eine Renormierung des Zustands- 
vektors des Systems zu beseitigen+). Zur Klarung dieser Fragen gab CINI (4) 
eine kovariante Formulierung der TD-Methode an. 


§2. Kovariante Formulierung der alten TAMM-DANcorr-Methode 


Zur kovarianten Formulierung der TD-Methode geht man zweckmabiger- 
weise von der Wechselwirkungsdarstellung aus. In dieser Darstellung geniigt 
der Zustandsvektor Y (co), der von einer raumartigen Flache o abhiangt, der 
Gleichung 

. OF (a) 


a Sata) == (aa). (2,1) 
oder in Integralform geschrieben 
W (c) = YW (—00) —i [ H (2) V(o')de’, (2,2) 


— oo 


wobei H’ (x) der HAMILTON-Operator der Wechselwirkung ist. 
Im Fall der pseudoskalaren symmetrischen Mesontheorie mit pseudoskalarer 
Kopplung?) ist 


H’ (x) = (ig/2) (Pa (x) pp (x) — yp (®) Ya (2) (Ystidae Pi (%) = 
= 19 Pa (X) (YsTilap po (%) Vi (x)8). (2,3) 
Hierbei sind ys (x) und 9; (x) (i= 1, 2,3) die Operatoren des freien 


Nukleon- bzw. Mesonfeldes; 1; sind die Operatoren des Isotopenspins des 
Nukleons; die Indizes a und f durchlaufen je 8 Werte und kennzeichnen 


1) Siehe auch § 3. 

2) Alle weiteren Rechnungen werden mit dem HaMILTON-Operator (2,3) durchgefihrt. 
*) Das ergibt sich aus dem Umstand, daB Sp (y;Sap (0)) = 0 ist, wobei Sap (x) die Ver- 
tauschungsfunktion fiir das Nukleon ist. 
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} sowohl die Spinor- als auch die Isotopiekomponenten des Nukleonen- 


/ Operators. 
« Die FourRIER-Entwicklung der Operatoren hat die Form 


yP (2) = Dy [ue (p) 6" (p) 5 (p? + M2) ut (p) e'?* d*p = 

- any 3 | “2 (p) B® (p) exp [¢ (pr — Bpt)] dp, 

4 
yo (z)= y ! Ya (p) b" (p)5(p® + M2) q- (p)e'?* dp = 
=o a By Jo (p) B’* (p) exp [—i(pr — Ept)] dp, (2,4) 
o ( ee B (KP + mw) nt (k) eft* dt = 

= oar [Qi (K) (2c,)-/: exp [i (kr — a, t)] BE, 
OP (x hee (k) 5 (? + pe) n> (k)eths d*h = 

= aay [ QF (i) (2a) exp [— 4 (Kr — wgt)] d?k. 


: Dabei ist 


nt (k) =1 n* (k) =0 
nr (k) =0 ED (by ie 


| y+) ist der Vernichtungsoperator des Nukleons, y(-) der Erzeugungsoperator 

des Antinukleons, gy) der Vernichtungsoperator des Mesons, gy‘) der Er- 
| zeugungsoperator des Mesons. Der Index n in den Formeln (2,4) entspricht 
1 der Nummer der Lésung der DIRAC-Gleichung mit gegebenem Wert von Spin, 
| Isotopenspin und Energie. Dabei ist 


un" (p) un (p) == Onn’, yn (p)v’ (p) = Onars 


§ u” ist die Lésung der D1IRAC-Gleichung im Zustand mit positiver Energie, ent- 
' sprechend v” die Lésung fiir das Antinukleon im Zustand mit positiver 
Energie. Ferner gilt 


p (2) = yO) (x) + yO (2); (2) = yp + yO, 
p (x) = — (x) + ~O (2). 
Zwischen den Operatoren bestehen die tiblichen Vertauschungsrelationen (19) 
[Ya (x), yp (2’)], = — tSap (x — 2’), 
[y? (2), pP (2), = (¥@ (#), yP (V1. = —iSaR (@ —2'), | sy 
[yi (x), 9; (a’)]- = 16; A (x — 2’), 
[oP (x), oP (a )J- = 16;; AM (x — a!) = —1d;, AO (x — 2). 
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Die iibrigen Klammern verschwinden. Die in (2,5) auftretenden invarianten 
Vertauschungsfunktionen lauten 


A(x) = — aye [ete o(e + U2) e (k)dtk = 


= mG seth (wy)? sin wyt dk; 


a Fans [ete ouet + wt) OFS ate 


pee: [ (ox)? exp [i (kr F cyt) dh: 


A(x) = Ae (2) + 4° (2), 
) 
8 (2) = (Yn ge —M) 4 (2) 


Sc) — (y, a — at) A\#) (x); 
“ 


€(k) — + if fiir ko Ss 0. 


(2,6) 


Wir schreiben auch die invarianten Funktionen A®), A, A pr, S® Sund Sp auf 
die wir im folgenden brauchen werden: 


AO = aay [et 5(k? + uw) d*k, 


= efi me exp (ik) | 
Bs tes ae ETC pL oe d*k, (2,1) | 
Ap (x) = A® (x) — 2iA (2); 

S® (x) = (y, i — ut) A®) (x) usw. 


Die kovarianten Amplituden in der alten TD-Methode sind folgendermaBen 
definiert !): 


(Do, PO (x) W (a))=< 


gp (x) > 

(Dy, yO (a) ¥ (0) = < yl) (x) >, 
es a ES RED a 
(Do, pO (ay)... pO (en) pO (y,) ... wO (Ym) X Oe 


x GO (4)... @ (%,) F (0) =< 


< nai (RVers yo (2) 
yO (1)... PO (Ym) GO (%) . 


ep) (ZS 


1) Der Zusammenhang der kovarianten Amplituden (2,8) mit den dreidimensionalen (1,6) | 
wird weiter unten in den Gleichungen (2,17) und (2,18) hergestellt 
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WHierbei ist < y+) (x) > die Einmesonenamplitude, <p (x) > die Ein- 
fe o bs o 
inukleonenamplitude; die GréBe 


SV (By) «yO (ey) yO (yy) «= PO (Ym) «GO (ea). PO () > 


i ist die n + m + r-Teilchenamplitude (m Nukleonen, » Antinukleonen und 7 
3 Mesonen). 

) D ist der Zustandsvektor des mathematischen Vakuums. DefinitionsgemaB 
1 gilt rend g 

yo Dy = yp Dy — gy Dy — 0; (2,9) 


YW (oc) ist der Zustandsvektor, der der Gleichung (2,1) geniigt. 


’ Wir weisen darauf hin, daf in (2,8) die vierdimensionalen Punkte 2, .. .%,; 
1 Yy- +. %m, %,...%, im allgemeinen nicht notwendig auf der Flache o liegen 
) mussen 


f Erzeugungsoperatoren y), py) und p“ enthalten, identisch Null. 
| Aus (2,1), (2,2) und (2,8) erhalt man leicht ein unendliches Gleichungssystem 
) fiir die Amplituden vom Typ (2,8): 


yp 
a (24) co. Gt) lay) > = (D,. yO (2) es yo (CPA 
yO (ys)... PO (Ym) GO (ey) «PO (ex) H! (a) Fo), (2,10) 


sa [da (Dy, pO) (ay)... YH (25) H! (2’) F (0’)). (25013) 


] Um die rechte Seite der Gleichungen (2,10) und (2,11) explizit durch Ampli- 
} tuden vom Typ (2,8) ausdriicken zu kénnen, mu8 man unter Benutzung der 
Vertauschungsrelationen (2,5) samtliche Vernichtungsoperatoren auf die 
rechte Seite der Erzeugungsoperatoren bringen (N-Umordnung, 20, 21). In 
den einfachsten Fallen erhalten wir 


= — 9 (ti slop {Sie AM (ay — 2) < YO (2) YP (z) > — 


—i< pO (x) pP (2) PP (am) PP (x) >} (2,12) 
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fiir die Einmesonenamplitude und 
oy) 
pee it tee 
* $0 (2) > pa (2) > 
= 9 (Ti s)ap {S82 (% — 2%) S PP (x) PP (2) > — 
i < yO (2) yP (x) yP (@) PP (2) >} (2,13) 


fiir die Kinnukleonenamplitude. 

In den Gleichungen (2,12) und (2,13) haben wir, um etwas Bestimmtes vor 
Augen zu haben, Spinorindizes (a, 8, 4) und Isotopieindizes (7, &) eingefiihrt. 
Das Gleichungssystem (2,10) [oder (2,11)] zerfallt je nach GréBe der ,,meso- 
nischen Ladung‘“‘ in unabhangige Teilsysteme: die Differenz der Anzahl der 


Operatoren y+) und der Anzahl der adjungierten Operatoren yp‘) in jedem 
Teilsystem ist konstant. 

Um das Abschneideverfahren fiir das Gleichungssystem zu erhalten (vgl. § 1), 
hat man in dem exakten Gleichungssystem (2,10) oder (2,11) alle Amplituden 
mit einer Teilchenzahl, die ein gewisses Ny tibersteigt, fortzulassen. Man er- 
halt dadurch ein vollstindiges Gleichungssystem zur Bestimmung der 
Amplituden vom Typ (2,8) mit einer Teilchenzahl unterhalb von No, das dem 
friiher angegebenen (1,9) aquivalent ist. 

An dieser Stelle ist die Bemerkung wesentlich, da8 viele Autoren (22—25), 
die mit den Gleichungen der alten TD-Methode arbeiten, hierunter eine 
Gleichung fiir eine der Amplituden vom Typ (2,8) verstehen, die einem im 
gegebenen Problem real vorhandenen Teilchensystem entspricht (beispiels- 
weise dem System Nukleon + Meson in der Streutheorie oder dem System 
zweier Nukleonen in der Theorie des Deuterons), wobei diese Gleichung 
sich aus dem Gleichungssystem (2,10) oder (2,11) durch Elimination aller 
Amplituden auBer der gesuchten ergibt!). Diese Elimination lauft im all- 
gemeinen darauf hinaus, daB der Kern der exakten Integralgleichung fiir die 
ausgezeichnete Amplitude in eine Reihe nach Potenzen der Wechselwirkungs- 
konstanten entwickelt und dann bei einer gewissen Potenz dieser Konstanten 
abgebrochen wird. Da jedoch eine solche Entwicklung im allgemeinen diver- 
giert, kann eine derartige Vereinfachung des Systems der abgeschnittenen 
Gleichungen zu falschen Ergebnissen fiihren. Man muB8 also das Gleichungs- 
system vom Typ (2,10), das nach dem Abschneiden auftritt, exakt lésen. 
Diese Forderung ist ein wesentlicher Bestandteil der TD-Methode. Wir weisen 
darauf hin, da in erster Naherung die Gleichungen, die sich mit den beiden 
genannten Verfahren ergeben, identisch sind. 

Wir betrachten nun den Ubergang zur Impulsdarstellung in den Gleichungen 
(2,10) und (2,11). Hierzu benutzen wir die explizite Zeitabhangigkeit von Y (a) 
fir stationére Zustande. Als Fliche o wahlen wir die Flache ¢ = const. 
Die Zustandsvektoren in der Wechselwirkungsdarstellung YW (¢) und in der 


SCHRODINGER- Darstellung y (¢) hangen folgendermaBen zusammen 


§ W (t) = exp [i Hot] F (t), (2,14) 


') Es handelt sich um die sogenannte Methode von LEvI-KLEIN (22, 28). 
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; wobei H, der HAMILTON-Operator der freien Felder ist. 
) Fur den stationiren Zustand mit der Gesamtenergie W (im Schwerpunkts- 
} system) erhalten wir 


Y (t) = exp[—iwe] ¥. (2,15) 
WJ Aus (2,14) und (2,15) ergibt sich 

YW (t) =exp[—i(W — H,)t) (2,16) 
} ¥ ist identisch mit dem Zustandsvektor im HEISENBERG-Bild, mit dessen 
.§ Hilfe urspriinglich [siehe (1,2)] die Amplituden in der alten TD-Methode 
gh definiert wurden. 

# Auf Grund der Formeln (2,4) und (2, 16) kann man die zeitabhingigen ko- 


7 varianten Amplituden (2,8) durch die zeitunabhingigen Amplituden vom 
| Typ (1,6) ausdriicken. In den einfachsten Fallen erhalten wir 


SOP (a) > = 


k 
at =| ons (2 wx) */ exp [ike —i1(W — Wx) et} (Dp, Q; (kK) W), (2,17) 
| yo (2) > fats u" (p) exp (‘px —i(W— E,)t] (Go, B" (p) VY). 
eas (2,18) 


Mit Hilfe von Beziehungen analog (2,17) und (2,18) sowie der Ausdriicke fiir 
die Vertauschungsfunktionen (2,6) laBt sich das System der kovarianten 
Gleichungen (2,10) oder (2,11) in das Gleichungssystem (1,9) fiir die statio- 
néren Amplituden vom Typ (1,6) im dreidimensionalen Impulsraum iiber- 
fihren. So lauten beispielsweise die Gleichungen (2,12) und (2,13) in der 
Impulsdarstellung: 


(W — ox) < Qi(k) > = 


= ig =< § ¥ | 
Sarma > cee tees 


2 


4 
x u" (p) < B” (p + k) B* (p) > + tg (22)°8 a 2 Ler +k’) x 


x (Tj %5) U" (Pp) (Zep)? < BY (p + k’) B" (p) Q; (k) Q; (K’) > dpadk’, = (2,19) 


(W — B,) <= BY (p) > = ig 2 ay* S > fa (p) (757) u” (p —k) x 


nN 


x Beni < Br (p —k) Q; (k) > dk + 


+ ig y Sop YR’) (y5t,) u™ (— p’) (Zope)? x 


n=l n= 


x < BY (p’ + k’) Bm (— p’) B (p) Q; (kK) > dk’ dp’. (2,20) 
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Wir gehen noch kurz auf die Frage nach der Wahl der Randbedingungen fir 
die Gleichungen (1,9), (2,40) und (2,11) ein*). Wir gehen aus von der Impuls- 
darstellung. Im allgemeinen Fall kann man die Lésung einer Gleichung vom 
Typ (1,9) als Summe von Lésungen der homogenen (freien) und der in- 
homogenen Gleichung darstellen. Im Fall gebundener Zustinde scheidet die 
Lésung der homogenen Gleichung aus, da der Faktor W — E;,y bei keinem 
Wert des Teilchenimpulses verschwinden kann; die Division durch W — EF, wy 
ist eindeutig durchfihrbar und man erhalt: 


Di (A, N | H’| K, N’) ay (N’) 
RON? 


a,(N) = (WE) (2,21) 


Im Fall eines Streuproblems mu8 die Lésung fiir diejenigen Amplituden, 
bei denen W — E, y verschwinden kann, auBer einem Glied von der Form 
(2,21) noch einen Ausdruck mit dem Faktor 6 (W — H#,, y) enthalten (26). 
Dieser Term ist so zu wahlen, da die asymptotische Lésung der Gleichung 
im r-Raum neben der einlaufenden ebenen Welle nur auslaufende Kugel- 
wellen beschreibt. ; 

Hieraus geht hervor, da8 in der kovarianten Form die Randbedingungen beim ~ 
Ubergang von (2,10) zu (2,11) folgendermafen zu formulieren sind: Fiir ge- 
bundene Zusténde setze man 


< yO (x)... oO (z,) > = 0. (2,22) 
Formal 1a8t sich dies erreichen, indem man zu W ein positiv imaginares Zu- 
satzglied hinzufiigt. Im Fall von Streuprozessen mu&B <---> die ein- 
laufende ebene Welle beschreiben. ae 


§3. Die Renormierung in den Gleichungen der alten TammM-D ancorr-Methode 


Kine Beseitigung der divergierenden Ausdriicke, die in den Gleichungen der 
alten TD-Methode auftreten, ist mit ernsthaften Schwierigkeiten verbunden. 
Die von CINI angegebene kovariante Formulierung dieser Methode bildete 
einen Schritt voran zum Verstaéndnis der Natur dieser Schwierigkeiten, 
konnte sie aber nicht vollstaéndig beheben. 

Wir betrachten die hier auftretenden Probleme am Beispiel der Gleichung 
fiir zwei Nukleonen und der Gleichung fiir das System Nukleon + Meson in 
der ersten nichtverschwindenden Naherung der Methode. 

Da8 wir uns gerade mit diesen Gleichungen beschaftigen, ist kein Zufall. 
Erstens kommen in diesen Gleichungen die charakteristischen Renormie- 
rungsschwierigkeiten voll zum Ausdruck, und zweitens sind die Systeme 
Nukleon + Nukleon und Nukleon + Meson die einfachsten physikalischen 
Systeme, deren Untersuchung den unmittelbarsten Weg zur Aufklarung so- 
wohl des Wertes der Methode selbst als auch der Anwendbarkeitsgrenzen der 
heutigen Mesontheorie bietet. 

Wir beginnen mit dem Zweinukleonenproblem. 


1) Ausfiihrlicher wird dieses Problem in § 6 behandelt. 
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lf Die Gleichung fir die Amplitude zweier Nukleonen < yp (x1) y$ (2x2) > 
® hat wegen (2,10) folgende Form: 


P (x1) vP (m) > = ig (Ysteap X 
x ( VP (2) (22) se (2) wP (2) pP (2) > — 
— 4882 (2 — 2) S wP (uy) yP (2) OP (2) > + 
+ 4Sy2 (x — 2) < yP (m) ere ) oP (x) >}. (3,1) 


3,0 
Ma aye 


' Ferner schreiben wir die Gleichungen fiir die Amplituden hin, die in (3,1) 


) rechts stehen, und lassen auf der rechten Seite dieser Gleichungen alle Ampli- 
) tuden fort, die mehr als zwei Nukleonen und null Mesonen enthalten. Es er- 


» gibt sich 
a ¢O — ‘ 
a bo) = » (a) pP (x) pS (x) pP (x) p¥ (x) ae = 
ame) (Y5t aur Oni AC) (a ad x) ){— Ss? yu (e — x) Sea. (a x) x 
xX = wD (2) wP (x2) a + S$) (x. — a’) Sip (x’ — a) x 
es a yi (x) pP (# x) > — Sit) (a, — x) SYQ (a — a) x 
x< ys D (2) yP (2) >}; (3,2) 
yO 7 ; 
a 5a (#) <= yD (21) pZ (2) ¢P (2) = — 19 (YsTiduv One AM (x — x’) x 
x {— Seid (2 — a’) < pS (2) yD (2z’) = 5 
+ Si? (2, — 2!) < yp (2) yP (x >); (3,3) 
6 : ; 
Brae ry < yD (xe) pR (x) ¢P (x) < = — 19 (V5Ti)uv On AM (a — 2’) x 
x {— Sit (@ — 2) S w@ (a) yP (2") > + 
+ S52 (%_ — 2’) < p® (x) yP (2’) =, (3,4) 


Integrieren wir diese Gleichungen unter Beriicksichtigung der Rand- 
bedingungen?) 


< pP (a) wP (x2) yO (x) yP (2) ¢P > = 


=F VP (21) vP (2) PP (a) >= < YS (a2) pP (2) PP (2) >= 0  (3,4a) 


und setzen das Ergebnis in (3,1) ein, so erhalten wir die gesuchte Gleichung 
fiir die Amplitude 
‘ <p> (& 21) wpP (a 435) ee 


1) Wir setzen voraus, daB die Gesamtenergie W des Systems nicht zur Teilchenerzeugung 
ausreicht. 
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ns SVP (%) pO (2) > = — 9 fax a (w— 2’) x 
x {—6 Sp (75S) (a — 2") 798 (2 —2)) < yP (a) yP (w) > — 
— 8 (9) (a — 2) p38) (2 — 2) yo S PR (2!) YP (m) > + 
+ 3 (8 (a, — 2') 75 SO (a — 2) yp F WR (x) YB (te) > — 
— 3 (SO) (x. — 2) ysS8O (@ — 2'))oa > VP (a) YP (#) > + 
+ 3 (SO (a — 2) 758O (a! — 2))op > VS (t1) YP (2) > + 
+ SU) (xy — 2) Yote)op (SO (2 — 2) Y5Te)y» S YP (*) pS (#') > — 


— (SC) (ay — 2) ¥5 te)yp (SM (2 — 2) Yste)or X 


xX SVP (2) yS (2) >}. ee) 
XX X, X DOI aX, X> 
x 
() / 
Ix ‘x 
x’ x’ x 
Xx 
(1) (2) (3) (4) 
x, x2 x; Xx, XxX; X> 
x, ‘Xx x 
Bd Xe x’ 
(5) (6) (7) 


Abb. 1. 


Abb. 1 zeigt die Graphen, die den einzelnen Gliedern des Kerns in dieser 
Gleichung entsprechen. 

Das erste Glied im Kern der Gleichung (3,5) [siehe Abb. 1 (Z)] entspricht 
einer Vakuumfluktuation, das zweite und das dritte der Selbstenergie des 
ersten Nukleons, das vierte und das fiinfte der Selbstenergie des zweiten 
Nukleons. Alle diese Glieder enthalten Divergenzen. Das sechste und das 
siebente Glied entspricht dem Austausch eines Mesons zwischen den beiden 
Nukleonen und enthalt keine Divergenzen. 
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{Wir betrachten zunachst die Selbstenergieglieder (wobei wir uns der Einfach- 
Theit halber auf das erste Nukleon beschrinken). In Integralform la8t sich der 


} 


‘Beitrag dieser Glieder zum Kern der Gleichung (3,5) folgendermafBen schrei- 
tben o o” 
3g? [dal [da AW (a — 2’) x 


x {(S) (a — a!) 75S (2 — 2") Ys)yn S yP (2”) yB (a) > — 
— (S64) (a4, — at") 758 (2” — 2) Ys)yn S YP (') yP (m) >}. (8,6) 


{Eine Anderung der Integrationsreihenfolge und eine Vertauschung der 
| Variablen 2’ — x’ im zweiten Glied liefert 


" 30 [dat { da!’ AC (x! — 2!) (SH (x, — 2’) ys SH (a! — 2") ¥5)yp X 


oO = 00) 


o o 
X < yP (2) wD (a) > + fda’ [dx AO (2! — x’) x 


X (8 (a — 2') pS (2 — 2) Pe)yp < WP (2') yP (a) > \. (3,7) 


Von CINI (4) wird versucht, den Ausdruck (3,7) unmittelbar in kovarianter 
‘ Schreibweise zu renormieren. 

| Zu diesem Zweck fiihrt CINI unter Benutzung des Zusammenhanges zwischen 
_ den Kausalfunktionen (4, (x) und S, (x) und den Vertauschungsfunktionen 


Ay (ay — x) = eae = 
—2tA©@) (x, —2,) fiir 2, < 4a, (3,8) 
2tS8C) (2, — 2) fires Sa; re 
Sp (%, — &_) =  - 
— 21S) (%, —a,) ~ far 2, < x, 
[vgl. (2,7)] in (3,7) folgende Substitution durch: 
im ersten Glied (2 > 2”) 
1 , ” , it 
At) (a — a") 8) (x! — a!) durch — 5 Ap(2' — 2”) Sp(x’ —2') (3,9) 
im zweiten Glied (2 < 2’) 


AC) (x’ — a’’) SC) (a”’ — 2’) durch — = Ay (a — 2’) Sp(x’ — x’). (3,10) 


In dem an Stelle von (3,7) herauskommenden Ausdruck 


Sf fax faz’ (SH (2, — a’) Mp (x — x'’)) xX 


X < yP (") yp (x) > + fda’ [da (S@ (x, — 2!) Mp (a — 2''))yg x 


x < yP (2) pH (x2) > \, | (3,11) 
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mit Meg (2 Ap (o> a’) ys Sp (a — 2") ¥5 (3,12) 


fihrt CrnI die Renormierung auf dem iiblichen kovarianten Wege durch: 
3 : 
Mp, (2) = Ad (2) + B (Ye ge +M) (2) + Mee (2). (8,13) 
BL 


Dabei ist M,, (x) eine GréfBe, die keine unzulassige Singularitat mehr be- 
sitzt und endlich bleibt. Wir zeigen nun, daB die von CINI angegebene Re- 
normierungsmethode fehlerhaft ist. Die Substitution von (3,9) und (3,10) in 
(3,7) ist unzulassig, weil die Funktionen 4,(zx) und A‘) (x) [bzw. Sp(x) und 
S‘+) (x)] ganz verschiedene Singularitéten haben, und zwar auch in dem 
Punkt « = 0, der fiir die Divergenz des Ausdrucks (3,7) verantwortlich ist. 
Zum Beweis dieser Behauptung gehen wir in der Gleichung (3,5) zur Impuls- 
darstellung iiber und schreiben dabei nur die uns interessierenden zweiten 
und dritten Glieder explizit hin. Zunachst schreiben wir die FOURIER-Ent- 
wicklung fiir die Amplituden der beiden Nukleonen 


< yD (2, yP ( (x2) )\ == (2 SpA Nes > 4p, dps un (p,) ws? (P2) x 


9 Ny Ne=1 
X exp [¢p, 2 + tp,2%_. —1(W — Ey, — E,,) t] x 
x (Do, B™ (p,) B™ (p,) Y). (3,14) 


Beachten wir dann die Formel (2,6), so erhalten wir aus (3,5) nach einfachen 
Umformungen 


(W — Ey, — Ey,) < B™ (p,) B™ (p.) > = 


2 
= hve. # ™ (p,) MM (py, W — Ep.) wu" (py) X 


x < B (p,) B™ (p,) > + R (p,, Pe). (3,15) 


Hierbei ist M@) (p,, W — Ey,) der Massenoperator des ersten Nukleons 


it dk 
MO (py, W— By) = oe f yo Ys X 


. AY) (p, + k) re 
Ey, +k + WK —(W — E)y,) 


A® (p+ k) 
Ey. 4k + oO, + 25, —(W — #,,) YaYs, (3,16) 


wobei Ax (p) = [Ey + (ap + BM)] (2B) 


ie AY (py +) A® (py +) 
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ein Projektionsoperator ist; R (pj, po) ist der Beitrag der tibrigen Glieder. 


| Der kovariante Massenoperator des Nukleons lautet 


My (p,) = — = [ dhs Sp (py + b) ys Ap (2). (3,17)1) 
(22) 


| Er tritt beispielsweise in der Gleichung fiir zwei Nukleonen in der neuen 
!) TD-Methode auf (siehe § 7). Nach Integration iiber dk, kann man ihn schrei- 
ben (wenn man 71, = W — E), setzt): 


1 dk 
My (p,, W — E,,) =m | ean? 


Tf PRS WT Wie Fd Le (Ae Sew 
Ey.4k + Ox —(W — £,,) eft ( ) 


.) Vergleichen wir die Formeln (3,16) und (3,18), so sehen wir, da8 in M@ (p,, 
) W — E,,) die GréBen p, und (W — E,,) keinen Vierervektor bilden und da8 
} sich infolgedessen der Massenoperator in der alten Methode von TD im 
{ Gegensatz zu M,(p,, W — Ey,) nicht auf eine kovariante Form bringen 
i 1aBt. 

) Wie man leicht nachpriift, fiihrt die Ersetzung (3,9) und (3,10), die Crnr in 
§ seiner Arbeit durchfiihrte, um den Massenoperator auf eine kovariante Form 
/ zu bringen, in der Impulsdarstellung auf folgenden Massenoperator in der 
* Gleichung (3,15): 


~ 


M (p,, W — Ey,) = Mp (Py, W — Ey.) + Mr (Py, — W + £),). (3,19) 


| Dabei ist My der kovariante Massenoperator (3,18). Dieser Operator ist wesent- 
i lich verschieden von demjenigen [siehe (3,16)], den man durch direkten Uber- 
{ gang zur Impulsdarstellung in Gleichung (3,5) erhiilt. 


Wir wollen die Unterschiede zwischen den Ausdriicken (3,16) und (3,19) noch 
mehr hervorheben. Erstens liBt sich (3,16) im Gegensatz zu (3,19) nicht auf 


_ eine kovariante Form bringen; zweitens liefert eine Renormierung der Ladung 


in dem Ausdruck (3,19) Null, wihrend der Ausdruck (3,16) auf eine endliche 
Ladungsrenormierung fiihrt; drittens schlieBlich fithren die beiden Aus- 
driicke auf verschiedene endliche Zusatzglieder. Dieser Punkt soll noch be- 
sonders betrachtet werden: Eine Entwicklung des Massenoperators in der 
kovarianten Form [siehe (3,13)] ist aquivalent einer Entwicklung der GroBe 
M in dreidimensionaler Schreibweise nach Potenzen von W — Ep, — £),. 
Da (3,19) eine symmetrische Funktion von W — £p, ist, verschwindet die 
erste Ableitung 2 
OM 
0(W — £,,) 


W—Ey,= Fp, 


1) Es ist namlich 
A 1 
Sr(p) = ( af u) »  Ap(k) = (2 +47)7 
2 : 
dp (2) = Temi [etka Ap(k) dk. 


18 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘‘ 
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und die Ladungsrenormierung fallt in diesem Fall fort. Fihrt man die Re- 
normierung des Ausdruckes (3,16) in analoger Weise durch, so bleibt, wie 
man leicht sieht, die GroBe 


0M) 
0(W —E),) | W—Ep,=%p, 
endlich. 
Ein Vergleich der Ausdriicke (3,16) und (3,19) zeigt also, daB die von CINI 


pe 


vorgenommene Substitution (3,08) und (3,09) ungerechtfertigt ist und zu 


einem falschen Massenoperator fihrt. 

Wir weisen darauf hin, da hier ein prinzipieller Unterschied zwischen den 
Massenoperatoren des Nukleons in der alten und der neuen TD-Methode zum 
Ausdruck kommt, da im letzten Fall (siehe § 6) die Ladungsrenormierung mit 
der kovarianten identisch ist und unendlich bleibt. 

Wir betrachten nun den Beitrag des ersten (Vakuum-) Gliedes zum Kern der 
Gleichung (3,5). Der entscheidende Unterschied gegentiber der Stérungs- 
rechnung (der Theorie der S-Matrix) kommt hier darin zum Ausdruck, daB 
in der Impulsdarstellung dieses Glied von W abhangt. Der unendliche Bei- 
trag, der diesem Glied entspricht, lat sich deshalb nicht in Analogie zur 


Theorie der S-Matrix mit Hilfe einer unitaéren Transformation (Renor-- 


mierung).der Amplitude 
Sy (3%) yO (ae) > > < yO (a) y (a) > exp [ial] 


beseitigen (hierbei ist a@ eine — im allgemeinen unendliche — reelle Kon- 
stante). Das Streichen der Vakuumglieder in der alten TD-Methode, das in 
allen Arbeiten durchgefiihrt wird, ist eine willkiirliche und eigentlich véllig 
unbegrtindete Operation. 

Die Schwierigkeiten, die auf dem Auftreten von Vakuumdivergenzen in der 
alten TD-Methode beruhen, bilden den empfindlichsten Mangel dieser 
Methode und stellten einen der wichtigsten Anlasse zur Formulierung einer 
von diesen Schwierigkeiten freien neuen TD-Methode dar. 

Wir schreiben nun die Gleichung (3,5) in der Impulsdarstellung. Mit 


a (p) = (Do, B™ (p) B" (— p)¥) (3,20) 


(p Impuls im Schwerpunktssystem) bezeichnen wir die Amplitude der beiden 
Nukleonen im Schwerpunktssystem. Nach einigen einfachen Umformungen 
erhalten wir dann aus (3,5) 


(W —2E,) a (p) = 3g? [uw (p) M® (p, W — Ey) w (p)] + 
+ 3g? [w® (— p) M® (— p, W — E,) u® (— p)] a (p) + 
gr. oe 
sce Liae 
og ert Oe Wee 
(Ey Ste Ey + Sen ee W) 


Hierbei haben wir das Vakuumglied weggelassen. 


a(p+k). (3,21) 
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WWir gehen nun zur Untersuchung der Renormierungsprobleme fiir die 
‘§Gleichung des Systems Meson + Nukleon iiber. 

In Analogie zur Gleichung fiir zwei Nukleonen miissen wir in diesem Fall die 
)Gleichungen vom Typ (2,10) fiir die Amplituden 


< yp (a) ¢P (a9) e < yp (a) a <y? (a) yo (x) yp (x) >, 


o 


t < yp (x) ¢P (x2) ¢P (x) > und < yp (41) yO (2) p® (x) PP (a2) PP (x) > 


¢(%,) > erhalten wir dann folgende Gleichung') fiir das System Meson 
J + Nukleon (in der ersten Naherung der Methode): 


By SV? (a4) PP (aa) > = — GP? [ da’ {— 6AM (x — 2’) x 


x P(x — 2’) < yp (x) oP (4) es 
— 2AM (at. — 2) P(e — 2!) > yp (a1) oP (2') > — 
— 2AM) (a, — a’) P (x — 2!) < yp (a) pP (x) > + 
+ 3AM (@ — a!) SO) (2, — 2') 38 (2 — a) ¥5 J yO (2) GP (2) > — 
— 3A) (2 — x’) SO) (a, — x) ygS (x — 2’) V5 X 
X <p (2) PP (ag) > + 
+ A) (2, — x’) SH(a, — 2’) ys SO (a — x) 5 (ti) X 
x < yp (x) PP (2) Be A) (x, — x) SO) (a, — x) x 
X Ys SO) (a — 2) Ys (TET) = yo (2x) PP (2) 4 + AC (a, -- ) x 
x SO (ay — 2!) yg SO (a! — a) 95 (Tats) S yO (2) PP (2) > — 
— AM (a, — a’) (SO (a, — 2) Y5 gc) (% — 2) 5 Xx 
X (tats) Sy (a') PP (x) >}. (3,21’) 


| Dabei ist 
P (x — 2’) = Sp {S@ (x — 2’) ys SO (x — 2) ys}. 


1) Ebenso wie im Fall zweier Nukleonen nehmen wir an, da die Gesamtenergie W 
des Systems zur Erzeugung neuer Teilchen nicht ausreicht. 
18* 
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Die Graphen, die den einzelnen Gliedern dieser Gleichung entsprechen, sind . 
in Abb. 2 dargestellt. 

Das erste Glied im Kern der Gleichung (3,21) entspricht einer Vakuum- 
fluktuation [Abb. 2 (1)] und ist genau identisch mit dem entsprechenden . 
Glied in der Gleichung fiir zwei Nukleonen. Die Renormierung dieses Gliedes_ 
ist wegen der obengenannten Griinde schwierig ; im folgenden werden wir uns | 
mit diesem Problem nicht weiter beschaftigen. Das vierte und das finfte 
Glied entspricht der Selbstenergie des Nukleons [siehe Abb. 2 (4) und (4)}. 
Diese Glieder sind identisch mit den Selbstenergiegliedern in der Gleichung 
fiir zwei Nukleonen. Alles, was oben gesagt wurde, gilt also auch in diesem 


rave te iX Me Kom 
A x 
x’ x 


(5) 


fil} (8) (9) 


Fall. Dem sechsten und siebenten Glied entsprechen Graphen mit anfing- 
licher Absorption eines Mesons (Absorptionsgraphen), dem achten und 
neunten Glied Graphen mit anfanglicher Emission eines Mesons (Emissions- 
graphen). Fur die Fragen der Renormierung am interessantesten sind das 
zweite und das dritte Glied in der Gleichung (3,21), die der Selbstenergie 
des Mesons [oder der Vakuumpolarisation; siehe Abb. 2 (2) und (3)] ent- 
sprechen. Ein Versuch zur Renormierung der entsprechenden Glieder nach 
der von CINI vorgeschlagenen Methode wurde in einer Arbeit von LEHMANN 
(5) unternommen. In diesem Fall zeigte sich besonders klar, daB es unzu- 
lassig ist, die Vertauschungsfunktionen S(+) (x) [oder A(+) (x)] im Punkt xz = 0 
durch die Kausalfunktionen S, (x) [oder Ay (x)] zu ersetzen. Aus Platzmangel 
k6nnen wir hier nur kurz das Hauptergebnis formulieren. LEHMANN zeigte 
daB die endlichen Zusatzglieder, die nach Renormierung des Massen- (Polari- 
sation-) Operators des Mesons nach der Methode von CINI auftreten, beim 
Ubergang zur Impulsdarstellung auf neue Singularitaten fiihren. Dieses 
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paradoxe Ergebnis beruht im wesentlichen darauf, da8B der endliche Aus- 
? druck : 
[ P(x) eda 


‘¥nach der Methode von CINI durch die unendliche GréBe 


it 
z SP | Sr (a) 75 Sp (— 2) ys ei? * da 


@ersetzt wird. Weiter unten werden wir zeigen, daB die Glieder, die der Selbst- 
1 energie des Mesons entsprechen, in der alten TD-Methode nicht in eindeutiger 
| Weise renormiert werden kénnen. 

i In der Impulsdarstellung l48t sich der Beitrag der Selbstenergieglieder des 


'Mesons in der Gleichung (3,21) (Schwerpunktssystem) folgendermaBen 
) schreiben: 


| (W — By — wy) < B (p) Q(—p) > = (wp) 1g? P (p, W — By) x 
i x < B(p)Q(—p) > + tbrige Glieder. (3,22) 
i Dabei ist 


1 A, (p + p’) Yas A_ (p’) 
| Pp ee he es 
J B ») (2 2)8 pf ‘ee! + By — (W — py) re 


| A +P) ras As (') ly bs 
| Bee By Pog —=(W Bs) foe * 
) der Polarisations- (oder Massen-) Operator des Mesons. 

{ Der kovariante Ausdruck fiir den Polarisationsoperator (vgl. auch § 7) 


(3,23) 


Pp (p) = ——~ Sp [dp' Sp (p +B’) Ys - Sp (p’) (3,24) 
Qa h. 


i betragt nach Integration tiber dp, (in dreidimensionaler Form) 


ns heigl’ ,) A, (P+ Pp’) vars A- (P’) 
Pr (= W — By) = Ge 80 | a rt ben =e) i 


A_(p + p’) Yas As (P’) 
Ee aptly + (W = Ey 


Wir machen auf den Unterschied zwischen (3,23) und (3,25) aufmerksam. 
} Erstens ist der Ausdruck (3,23) im Gegensatz zu (3,25) keine invariante 
} Funktion, wenn man das Argument (p, W — £)) als Vierervektor auffaBt. 
Daher 148t sich die Renormierung nicht kovariant ausfiihren. Zweitens ist 
(3,25) eine symmetrische Funktion von W — £5, wahrend (3,23) keine Sym- 
metrie hinsichtlich dieser GréBe aufweist. Dies verursacht ernste Schwierig- 
| keiten, wenn man versucht, den Polarisationsoperator P (p, W — E,) in der 
alten TD-Methode zu renormieren. Das Wesen dieser Schwierigkeit besteht 
in folgendem. Eine kovariante Renormierung von P, besteht in einer Ent- 
wicklung dieser Gréfe nach Potenzen von 


= pip, = pa (Wo FP 


aL } YaVs- (3,25) 
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im Punkt p? = — 2. In der dreidimensionalen Form (3,25) ist diese Ent- 


wicklung aquivalent einer Entwicklung nach Potenzen von (W — E,)® im 
Punkt (W — E,)? =). Versucht man eine analoge Entwicklung der 
GréBe P (p, W — E,) anzusetzen, so wird das erste Glied der Entwicklungen 
3,23): 
( oe (p, Wp) re Pp (p, Wp)- 
Die erste Ableitung 


OP (p, W —#,) 
d(W—EH,) |W—E,»=o, 


verschwindet aber nicht (da keine Symmetrie vorliegt) und divergiert linear. 
Die zweite Ableitung divergiert logarithmisch (Ladungsrenormierung). Die 
Summe der iibrigen Glieder gibt ein konvergierendes Restglied. Die linear 
divergierende erste Ableitung lé8t sich nicht als Ladungsrenormierung 
deuten. Es ist auch nicht gerechtfertigt, dieses Glied einfach wegzulassen. 
Die Abtrennung des (endlichen) Restgliedes vom Polarisationsoperator in 
der alten TD-Methode 1a8t sich also nicht eindeutig definieren. 

Hierin liegt einer der Hauptunterschiede zwischen der Renormierung des 
Massen- und des Polarisationsoperators in der alten TD-Methode. 

Wir wollen hervorheben, daB zwischen der Renormierung der Gleichungen 
fir zwei Nukleonen bzw. fiir das System Meson-Nukleon ein weiterer wesent- 
licher Unterschied besteht. Im Fall der Gleichung fiir zwei Nukleonen reicht 
die Renormierung der Selbstenergieoperatoren aus, damit die Lésung der 
Gleichung selbst endlich wird. Im Fall der Gleichung fiir das System Meson 
+ Nukleon ist das nicht der Fall. Hier darf man sich nicht auf eine Renor- 
mierung der divergierenden Integralkerne beschranken. Infolge der Feld- 
natur des Mesons divergiert die Loésung der Gleichung fiir das System 
Meson + Nukleon auch bei einem endlichen Kern und erfordert eine zusatz- 
liche Renormierung. Ausfiihrlicher ist hiervon in (27—35) die Rede. 

Hier wollen wir nur darauf hinweisen, da man diesen Unterschied anschau- 
lich verstehen kann, wenn man die Lésung als nach der Stoérungstheorie be- 
rechnete Reihenentwicklung darstellt. Die Lésung der Gleichung fir zwei 
Nukleonen entspricht, nach der Renormierung der divergierenden Kerne, nur 
den endlichen Graphen, die in den héheren Naherungen hinsichtlich g? durch 
Iteration der Graphen (6) und (7) der Abb. 1 herauskommen. Die Lésung 
der Gleichung fiir das System Meson + Nukleon entspricht einer Summe 
aller mdglichen Graphen, die bei der Iteration der Graphen (6) bis (9) von 
Abb. 2 herauskommen. Diese Summe enthalt insbesondere divergierende 
Graphen von komplizierter Knoten- und Selbstenergiestruktur, die einen 
unendlichen Beitrag zur Losung liefern. Fiir die Streuung mit einem Gesamt- 
wert des Isotopenspins J = 3/,, bei dem in Gleichung (3,21) nur ein Emissions- 
graph stehenbleibt, ist die Losung endlich und entspricht vom Standpunkt 
der Storungsrechnung einer Beriicksichtigung lediglich der sogenannten iso- 
baren Graphen. Das Problem der Renormierung der Lésung fiir den Fall 
I = ¥ in der alten TD-Methode ist noch ungelést. 

Die Mangel der alten TD-Methode gaben den Hauptansto8 zur Formulierung 
der neuen TD-Methode, die von Dyson (7—9) gegeben wurde und der die 
§§ 6—8 gewidmet sind. 


| 
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§ 4. Die Nukleonenwedhselwirkung in der alten TammM-Dancorr-Methode 


Die TD-Methode wurde urspriinglich in Anwendung auf das Zweinukleonen- 
® problem, mit anderen Worten auf das Problem der Kernkrafte formuliert. 
© Durch eine Anwendung der ersten Niherung der TD-Methode, wie sie in § 3 
« benutzt wurde, die also auBer den Amplituden der beiden Nukleonen auch 
+ die Amplitude zweier Nukleonen und eines Mesons beriicksichtigt, auf das 
_ Zweinukleonenproblem gelingt es, eine verhaltnismaBig einfache Integral- 
i gleichung fiir die Amplitude der beiden Nukleonen aufzustellen. Diese 
» Gleichung wurde in einer Reihe von Arbeiten fiir die verschiedenen Meson- 
1 theorien untersucht, namlich die skalare (J, 2) und die pseudoskalare mit 
) pseudoskalarer (36, 22) und mit pseudovektorieller Kopplung (36, 37). Falls 
’ man sich bei der Berechnung des effektiven Wechselwirkungsoperators der 
/ Nukleonen auf das erste nichtverschwindende Glied in der Entwicklung nach 
} Potenzen von v/c beschrankt, wobei v die Nukleonengeschwindigkeit ist, so 


i) liefern die pseudoskalare und die pseudovektorielle Kopplung den gleichen 


Ausdruck fiir den Operator der Wechselwirkungsenergie?). 


e7 


2 
V(r) = (595) (ere) (oy) (oy) (4,1) 


r 


V (r) ist der Operator, der bei Benutzung der pseudoskalaren Kopplung auf- 
tritt. Der entsprechende pseudovektorielle Operator unterscheidet sich hier- 
von nur durch den Faktor (2 M)?. 

Die oben angegebene Entwicklung, durch die man auf das adiabatische Po- 
tential (4,1) kommt, ist aber nur fiir groBe Abstande giiltig. Fiir kleine Ab- 
stinde (klein gegen f/wc) unterscheiden sich pseudoskalare und pseudo- 
vektorielle Kernkrafte wesentlich. Die pseudovektoriellen Krafte besitzen 
eine unzulassige Singularitat; die pseudovektorielle Kopplung wird un- 
brauchbar. ’ 
Versuche zum Vergleich der theoretischen Ergebnisse in der ersten Naherung 
der TD-Methode fiir die Kernkrafte im Fall der pseudoskalaren Kopplung 
zeigten eine wesentliche Diskrepanz zwischen Theorie und Experiment. Hier- 
aus ergab sich die Notwendigkeit, hdhere Naherungen zu beriicksichtigen. 
Bis heute ist innerhalb der TD-Methode eine solche Berticksichtigung noch 
nicht konsequent durchgefiihrt worden. Wir werden daher im folgenden nur 
kurz auf einige nicht abgeschlossene Versuche zur Beriicksichtigung der 
héheren Naherungen eingehen. 

Einer der ersten dieser Versuche findet sich in einer Arbeit von LEvy (22), 
in der der Operator der Wechselwirkungsenergie als Reihe nach Potenzen 
von g? angesetzt wird. Es mu8 darauf hingewiesen werden, das das Interesse 
an der TD-Methode in der nichtsowjetischen Literatiir besonders nach den 
Arbeiten von LEvy stark wuchs; dieser erhielt ein Potential der Kernkrafte, 
das mit dem Experiment iibereinstimmte und zu einer starken AbstoBung 
in kleinen Entfernungen fihrte. 

Das Potential von LEvy kommt aber in der von ihm benutzten Naherung 
nicht genau heraus. Die spaiteren Arbeiten von KLEIN (23) und anderen 


1) Im folgenden wird ein MaBsystem benutzt, in dem uw = | ist. 
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(38—40, 42, 43), in denen die notwendigen Prazisierungen vorgenommen 
wurden, fihrten auf ein adiabatisches Potential der Kernkrafte, das von dem 
Levyschen Potential wesentlich verschieden ist. Dieser Unterschied bedeutet 
jedoch nicht, daB eine pseudoskalare Kopplung dem Experiment wider- 
spricht. Zunachst wurde das Potential in den erwahnten Arbeiten in der adiaba- 
tischen Naherung dargestellt, obwohl eine Analyse der nicht-adiabatischen 
Korrekturen hier eine wesentliche Rolle spielt (47, 44—46) und zu einer 
wesentlichen Anderung des Operators der Wechselwirkungsenergie fihrt. 
AuBerdem ist der Ansatz des Potentials in Form einer Reihe nach Potenzen g? 
nur eine grobe Naherung. Es kann sein, daB diese Naherung infolge der 
schlechten Konvergenz der gewonnenen Reihe (47 —48) viel zu ungenau ist). 
Zum Aufbau einer zutreffenden Theorie der Kernkrafte scheint es uns an- 
gebracht, ein System von Integralgleichungen fiir mehrere Amplituden zu 
betrachten oder sich jedenfalls nicht auf die adiabatische Naherung zu be- 
schranken. 

Noch ein weiterer Mangel ist zu erwahnen, der fast samtlichen Arbeiten tiber 
die Wechselwirkung zweier Nukleonen gemeinsam und besonders wesentlich 
fiir das Problem des gebundenen Zustandes, des Deuterons, ist. 

Es handelt sich darum, daB bei der Normierung der Wellenfunktion und auch 
bei der Berechnung der Mittelwerte oder der Matrixelemente in den meisten 
Arbeiten nur die Amplitude der beiden Nukleonen beriicksichtigt wird, 
wahrend etwa der Beitrag der Amplitude zweier Nukleonen und eines Mesons 
vernachlassigt wird. Fiir die Norm ist dieser Beitrag unendlich. Um also eine 
richtige Normierung der Funktionen durchfihren zu kénnen, mu8 man eine 
Regel zur Beseitigung der auftretenden Divergenzen formulieren. In letzter 
Zeit sind Arbeiten erschienen, in denen eine Lésung dieses Problems versucht 
wird (54, 55). Das ganze Problem ist aber bei weitem noch nicht ab- 
geschlossen. 


§5. Die Wechselwirkung von x-Meson und Nukleon nach der alten 
TamM-DaAncorr-Methode 


Wie oben erwahnt, ist der Erfolg der Meson-Theorie in der Erklarung der 
experimentellen Daten bei der Streuung von z-Mesonen durch Nukleonen, 
den man mit Hilfe der TD-Methode erzielen konnte, eine der Hauptstiitzen 
fir die Hoffnung, daB sich die TD-Methode auch mit Erfolg auf andere 
Probleme anwenden lassen wird. In diesem Paragraphen wollen wir die An- 
wendung der TD-Methode auf die Streuung von z-Mesonen durch Nukleonen 
ausfithrlich behandeln. Von gré8ter Bedeutung sind in diesem Zusammen- 
hang die Ergebnisse von DYSON u. a. (6), die wir ziemlich ausfithrlich dar- 
legen wollen. In dieser Arbeit wird die Streuung der z-Mesonen nach der 
symmetrischen pseudoskalaren Theorie mit pseudoskalarer Kopplung be- 
handelt. Eine analoge, allerdings grébere Behandlung wurde in (56) durch- 


1) Im Zusammenhang damit sind andere Naherungsmethoden zur Konstruktion des 
Wechselwirkungsoperators zweier Nukleonen von Interesse, die der TD-Methode ahneln, 
also keine Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskonstante benutzen (41, 49—53). 
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® gefiihrt. SchlieBlich wurden in (57—65) die Streuung von z-Mesonen und 
i} einige andere Probleme nach der symmetrischen pseudoskalaren Theorie mit 
‘@ pseudoskalarer Kopplung behandelt. 


Wt Bevor wir zur Darlegung der theoretischen Ergebnisse tibergehen, wollen wir 


i die Hauptergebnisse der Experimente iiber die Streuung vonz-Mesonen durch 
/) Nukleonen im Energiegebiet bis 200 MeV kurz ins Gedachtnis zuriickrufen 
f [naheres siehe (66—68)]. Zunachst stellt es sich heraus, da die Experimente 
(9 der Hypothese der Ladungsunabhiangigkeit nicht widersprechen, so daB man 
“) die Zustande des Systems z-Meson + Nukleon durch die Eigenwerte des 
{ Operators des Isotopenspins kennzeichnen kann, die gleich 1/2 oder 3/2 sind. 
| Zweitens lassen sich die Winkelverteilung und die Energieabhingigkeit der 
1 Mesonenstreuung gut dadurch deuten, da8 man nur Zustande mit den Bahn- 
‘§ momenten Null und Eins, d.h. S:),-, Ps),- und Ps;,-Zustande beriicksichtigt. 
{ Da das System zwei verschiedene Werte des Isotopenspins haben kann, ist 
| die Gesamtzahl der Zustinde, die bei der Deutung der experimentellen 
4 Daten zu beriicksichtigen sind, gleich sechs. Drittens ist im Energiegebiet 
) zwischen 150 und 200 MeV die Phasenverschiebung der Zustinde mit dem 
_Isotopenspin 3/2 und dem Drehimpuls 3/2 wesentlich groBer als die Phasen- 


4 verschiebung aller anderen Zustinde; bei Energien um 195 MeV geht diese 


Phasenverschiebung durch den Wert z/2 und erreicht also in diesem Punkt 
eine Resonanz (69, 70). Diese Tatsache ist das klarste und, wenn man so 
will, das wichtigste Ergebnis der Experimente tiber die Mesonenstreuung, die 


) vor der Entstehung der verschiedenen phanomenologischen und _halb- 
i) phanomenologischen Theorien der Streuung des z-Mesons angestellt wurden 


4 [siehe z. B. (71—73)]. 

| Ferner miissen wir auf folgendes hinweisen. Die symmetrische pseudoskalare 
') Theorie liefert sowohl mit einer pseudovektoriellen als auch mit einer pseudo- 
! skalaren Kopplung in der nichtrelativistischen Naherung dasselbe Ergebnis 
} fir die Wechselwirkung in den P-Zustéinden. Hierbei fiihren fiir den Zu- 
) stand ‘/:Ps,, im Gegensatz zu den tbrigen bei der Deutung der Streu- 
+ experimente herangezogenen Zustanden die verschiedenen Naherungs- 
/ methoden auf ein Anziehungspotential (74—77). Das berechtigt zu der Hoff- 
i nung, daB man im Zustand */P:;, eine Resonanzstreuung erhalten kann. 

| Die Stérungsrechnung liefert jedoch bekanntlich keine solche Resonanz 
)) (78—81). Diese Tatsache zwingt vor allem zur Heranziehung von Methoden, 
| die von der Stérungsrechnung wesentlich verschieden sind. 

Die in (6) durchgefiihrte Behandlung der z-Mesonenstreuung [siehe auch 
, (82—85)], entspricht der Naherung, die in § 3 zur Beschreibung des Systems 
} z-Meson + Nukleon benutzt wurde. Bei dieser Darstellung werden wir also 
die Ergebnisse jenes Paragraphen verwenden. Zunachst lassen wir in An- 
betracht der Renormierungsschwierigkeiten in der alten TD-Methode ent- 
/ sprechend (6) die Ausdriicke ganz fort, die den Graphen der Selbstenergie 
( des Nukleons, der Vakuumpolarisation und der Selbstenergie des Vakuums 
entsprechen. Die Gleichung fiir die Amplitude von Meson und Nukleon 
nimmt dann folgende Form an: 


) 


is CHORE < yO (x) PP (m) > = gy [ae {A(+) (a. — x) x 


—oo 
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x SH) (a, — 2) v5 SH (x4 — 2) gM, = pO (x’) oP (z’) 
— A+) (a, — 2’) SH) (x, — 2’) yp SO (a’ — 2) ¥5 Np X 
x -< yl (2) gP (x) > + 
+ At) (x, — 2’) SO) (a, — x) 75 SH) (a — 2’) 5 Ny X 
x < yO (2) PP (2) > — 
— A) (#7, — x) SC) (a, — 2’) ys SO (x’ — x) ¥5, Ny Xx 
x < yl (x) p® (2) >}. (5,1) 


Dabei sind N, und N, Operatoren im Raum des Isotopenspins: 


Av “vp? dy ‘vp 
und haben die HKigenwerte 


Nisa to RNG Setar al 


: (5,3) 
Ne = 2; Noe ee cae 
wobei J den gesamten Isotopenspin des Systems z-Meson + Nukleon be- 
deutet. Weiter unten werden wir Zusténde mit bestimmten Werten des 
Isotopenspins betrachten, in denen die Operatoren N, und N, diagonal sind, 
und werden dann die Isotopieindizes 4 und 7 nicht ausschreiben. 
Die Gleichung (5,1) analysiert man am besten in der Impulsdarstellung im 
Schwerpunktssystem. Zu diesem Zweck mu8 man nach den Formeln (2,18) 
eine zeitunabhingige Amplitude der beiden Teilchen Meson und Nukleon 


einfihren : < Bn (p) Qo) (— P) > =a, (p). (5,4) 


Hierbei entspricht der Index n den beiden Lésungen der DirrAG-Gleichung 
mit verschiedenen Spinwerten und positiver Energie. Im folgenden werden 
wir die PAULI-Matrizen o,,, benutzen, die auf a, wie auf einen gewohnlichen 
Spinor wirken. Dann 1a£t sich in der Impulsdarstellung die Gleighung (5,1) 
folgenderma8en schreiben 


2 
(W —H —o)a(p) = 35 [dp Bp, p) a(p'), (5,5) 


R (p, p’') = 9 (p, p') {NS (p, p’) + No T (p, p’)}. (5,6) 
Hierbei ist 


1 E+ M) (#’ MV 
eer) => + M) (#' + YU) 


2 EE wa’ i 
S(p.p)=(W—-M)m+ (E+E +o+o0' —M—W)n)+ 
seed a aes x 


X[(W+ My m+ (ELE +o+o +M—W)n), 6,7) 
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} 2 2 op op’ 
Pp ’ eee es or Ooh aS 
P= vle t+ Wow T+ MP SM’ 
m = {E,(E, + E+ BF’ —W)}, n= {By (Ey +o + 0! — W)}4, 
E,=Vp+p)? + Me. 
i Fir das uns interessierende a Ap ey verhalt sich a (p) asymptotisch wie 
a (p) = (Pp — po) + f(p)d. (H + w — W), (5,9) 
6, (x) = iw (x) — a7} 


fund po der Impuls der einfallenden Welle ist, der Ly + wo = W entspricht. 
Fir die Amplitude der auslaufenden Welle erhalten wir dann folgende 
A Gleichung: 


(5,8) 


4 g 
Ui (P) = soa = i a ieee [av vf) 8 (8 + of — Wr) + 


ee gy fa R (p, p’) f (p’) . (5,10) 


Bae fe? We as 
Zur Lésung der Gleichung (5,10) miissen wir die Winkelvariablen ab- 


j separieren. Zu diesem Zweck entwickeln wir die Amplitude der auslaufenden 
) Welle in eine Reihe nach Drehimpulseigenfunktionen: 


f(p) = Li (. Be) Nae. (5,11) 


| Eine analoge Entwicklung ist auch fir den Kern R (p, p’) anzusetzen. In der 
6 Beziehung (5,11) hat Z+ die Form (73): 


Lj (n, n’) = (I + 1) P;(cos 0) — io [nn’] P} (cos 8) 


fir j =1 + zs 
(5,12) 
Ly (n, n’) = 1 P, (cos 6) + to [n, n’] P} (cos 6) 
1 


| fate kt 
Url 5 

| 
 Damit erhalten wir folgende Gleichung fiir die Amplitude der auslaufenden 
) Welle im Zustand mit gegebenen Werten 7, / des Gesamt- und des Bahn- 


drehimpulses?): 


Leon? w 
{ fii(p) = seo R (p, Po) f = Fa) Z = Bee jue} + 
2 2 dy! ilR (p, : 
. +i/? Da eee (5,13) 


| 4) Anm. d. dtsch. Red.: Der Bahndrehimpuls ist in diesem Fall ebenfalls eine Konstante 
ij der Bewegung wegen der Erhaltung der Paritat. 


¥ 
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In der Gleichung (5,13) hangt der Kern ”R mit “S und “7 durch die 
Formel (5,6) zusammen. Hierbei ist 


ig =((W —M)J,, (E+ # —W)+ 
+(E+ ERE +o+o0' —M—W)J;,(o +o —W))+ 


Pp p are 
| Fa eee i ee ee W) + 
+(F2+2 +o+o +U—W)J;,,(o +0’ — W)), (5,14) 
. 1 il i 
aT O5,.0 7, 6150 W+HM at: O551/, Otr4 W—M ae (5,15) 
mit 
aus] 
1 dx Teen Sree) Oe 
PCA Nes Pu(®) Bo ay’ E,=YVM + p* + p* + 2pp' 2, 


=< 
P,, (a) ist ein LEGENDREsches Polynom. Fir den Zustand 


y] = ila: t=0 (S1),) ist k, => 0, k, = he 
fiir den Zustand 

pfeil th CBs ish keels ks a0: 
fiir den Zustand 

j = 4, l= 1(Ps),) ist ky = 1, ky =2 


usw. Der Kern “7 entspricht einem Graphen mit Absorption. Dieser Kern 
besitzt fiir groBe p-Werte eine unzulassige Singularitat, die, wie in § 3 er- 
wahnt, zur Folge hat, daB es keine endlichen Lésungen gibt. Entsprechend (6) © 
beschranken wir uns also auf die Betrachtung von Zustanden, fiir die der > 
Kern 7 keinen Beitrag liefert. Wir weisen darauf hin, da8 der Kern 7 nur 
in Zustinden mit einem Isotopenspin und einem mechanischen Dreh- 
impuls 1/2 auftritt [siehe (5,2) und (5,15)]. 

Man kann von (5,13) zu einer Gleichung fiir eine reelle Funktion w;; tiber- 
gehen. Zu diesem Zweck fiihren wir folgende Transformationen durch?): 


Uji = fir E ner igs 5 pee ey ftv] : (5,16) 


Fir die Funktion u;; erhalten wir dann die Gleichung: 


Joe. g° p? dp’ i] , , 
Uj1(p) = 32 73 R (p, Po) + a Wt ee "R (Pp, p’) uj (p'). (5,17) 


1) Die so eingefithrte Funktion u hangt mit der Funktion f aus (6) folgendermaBen zu- 
sammen: | 


oy Boy Ve j 
E,+% } E+M 
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| Die GréBe Uj, (Po) bestimmt den Wert der Phasenverschiebung 4; bei der 
} Streuung eines z-Mesons an einem Nukleon: 


4n 7” Dy ne 


6; = — are tg Fw Uj1 (Po) « (5,18) 


In (6) wurde die Gleichung (5, 17) numerisch fiir die Zustinde mit dem 
z Isotopenspin I =/, und mit j=1/,, 1=0 (*/+8:,,-Zustand) und mit 


ij= 3/,, l= 1 (’/+Ps),-Zustand) gelést. Bevor wir aber die Ergebnisse dieser 


; 
. 


| numerischen Lésung angeben, wollen wir noch einige Bemerkungen beziig- 


lich der Gleichung (5,17) machen. Eine nichtrelativistische Behandlung der 


'D Gleichung (5,17) fahrt zu dem Ergebnis, da8 fiir I = Jy und die Zustinde 


*I81,, und */:P., das effektive Wechselwirkungspotential zwischen Nukleon 


‘ und Meson einer AbstoBung der Teilchen entspricht. Dagegen entspricht fiir 
' den Zustand *:P:), das effektive Potential einer Anziehung; dies steht im 
# Kinklang mit den Ergebnissen, die zu Beginn dieses Paragraphen erwahnt 


wurden. Wir weisen auch darauf hin, daB das erste Glied auf der rechten 


© Seite der Gleichung (5,17) die BoRNsche Naherung der Funktion w;; (p) dar- 
+ stellt. Wir fiihren also folgende Bezeichnung ein: 


2 

wh (p) = s5—q MR (Ps Bo) - (5,19) 
In den Zusténden mit einem effektiven Anziehungspotential ist R negativ, 
dagegen im Falle einer AbstoBung positiv. Ferner ist der Nenner des Inte- 
granden in der Gleichung (5,17) fiir die meisten Werte von p’ negativ. Dies 
hat zur Folge, daB fiir Zustande mit AbstoBung die Lésung der Gleichung 
(5,17) kleiner ist als die BoRNsche Naherung, dagegen fiir Zustinde mit An- 
ziehung groBer als diese. 

SchlieBlich wollen wir angeben, auf welche Weise man das asymptotische 
Verhalten der Lésung der Gleichung (5,17) ermitteln kann. Als Beispiel 
hierzu betrachten wir nach (84) das asymptotische Verhalten der Lésung der 
Gleichung (5,17) fiir den Zustand *P:;,. Im Gebiet p > M 14Bt sich die 
Gleichung (5,17) naherungsweise folgendermaBen darstellen: 


p cs) 
g” 2 , 
g dp oy, , 
or pl . (6,20 
Was (P) = r+ ast dp Oh 7, Was (p) + wal eR? Was (p'). (5,20) 
Pp 


Dabei ist p >q> M: ; C ist eine Konstante, die von dem BorNschen Glied 
und von dem Integral iiber p’ von Null bis g herrihrt. Die Gleichung (5,20) 
14Bt sich leicht in eine Differentialgleichung umwandeln: 


Liges 3 4 3g? tas 
—— /2 f = — —___. —_,, 521 
& (D's Was) ) 32 2? p’l Pe 


Wie man leicht einsieht, ist 
~ p", 


wobei n=—1+ ee 30 — (5,22) 
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ist. Die Lésung, die dem positiven Vorzeichen in (5,22) entspricht, ist aus- 
zuschlieBen, da die Wellenfunktion sonst nicht mehr normierbar ist. Damit 


Abb. 3. Wellenfunktion (6) und ihre BORNsche 
Naherung fur Sy, I=/, mit g?/42z=10. 
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Abb. 5. Abhangigkeit der Sy, Phasenverschie- 


bung vom Impuls P, im Schwerpunkt- 
system; g?/4n=13. 


Abb. 4. Wellenfunktion (6) und ihre BOR Nsche Nahe- 
rung fiir Ps), I =3/, fir g?/42=4,6 ” und 
P, =0,22 M 
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Abb. 6. Abhangigkeit der Ps), Phasenverschiebung 
von der kinetischen Energie des Mesons 
im Labor-System. 


Eine analoge Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der Wellen- 
funktion lat sich auch fiir die anderen Zustande durchfihren. 

Durch numerische Rechnungen wurden in (6) die Wellenfunktionen in den 
Zustanden */+S:,, und */:Ps,, und die entsprechenden Phasenverschiebungen 
in Abhangigkeit von der Energie gewonnen (Abb. 3—6). Fir die tibrigen Zu- 
stande liefern die Abschitzungen kleine Phasenverschiebungen, die nicht 
mehr als einige Grad betragen. Aus Abb. 3 geht hervor, daB die exakte 


ren 
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Wellenfunktion des Zustandes */:S.;, kleiner ist als die Wellenfunktion der 
-Bornschen Naherung. Wie oben erwiahnt, hangt dies damit zusammen, da 
in diesem Zustand ein effektives AbstoBungspotential vorliegt. Im Gegensatz 
dazu ist die exakte Wellenfunktion des Zustandes */:P:,, gréBer als die 
Bornsche Naherung (Abb. 4), was Anziehungskraften entspricht. 

Ein Vergleich mit den experimentellen Daten fiir den Zustand ‘/:Ps), zeigt, 
wie aus Abb. 6 hervorgeht, da die Theorie einen durchaus befriedigenden 
' Verlauf der Phasenverschiebung gibt. Die beste Ubereinstimmung erhalt man 
fiir g?/4 = 16. Komplizierter liegen die Dinge bei dem Zustand */S1),. Die 
-experimentelle Energieabhangigkeit der entsprechenden Phase (63) JéBt sich 
bei Energien oberhalb 60 MeV durch folgende Formel wiedergeben?): 


ones nme ery (#): (5,24) 


Die Theorie liefert fiir g?/4 = 13 (vgl. auch Abb. 5): 
— _ 160° (2 
GOD (5 : (5,25) 


Das vom Impuls linear abhangige Glied in Formel (5,24) ist also nahezu 
gleich dem aus der Theorie gewonnen. Das energieunabhangige Glied dagegen 
wird von der Theorie nicht wiedergegeben. Dieser Unterschied beruht darauf, 
da der Wirkungsradius der Krafte, die der Gleichung (5,25) entsprechen, 
wesentlich kleiner als f/uc ist und einem AbstoBungspotential entspricht. 
Im Gegensatz dazu entspricht (5,24) Anzichungskraften fir groBe Abstande 
(~ h/jc), was ein energieunabhiangiges Glied ergibt, und fiir kleine Abstande 
AbstoBungskraften, die zu einer Energieabhangigkeit fiihren. Wir weisen 
darauf hin, daf der experimentelle Wert fiir den Wirkungsradius der Ab- 
stoBungskrafte 4,8 - 10-14 cm, der theoretische 5,9 - 10-14 cm betragt. Man kann 
also sagen, daB die AbstoBungskrafte im Zustand */+S:), richtig von der oben 
dargelegten Theorie beschrieben werden, wahrend zur Gewinnung von An- 
ziehungskraften in diesem Zustand offenbar eine eingehendere Behandlung 
notwendig ist (86, 87). 

Einer Untersuchung der Frage nach dem Verhalten der S-Phasen der z- 
Mesonenstreuung unter Benutzung der TD-Methode ist die Arbeit (88) ge- 
widmet; es wird die nichtrelativistische Naherung betrachtet. Fir zwei 
Varianten des Abschneideverfahrens (bei » = M und bei p = 2 M) werden 
die S-Phasen berechnet. Die Phasenverschiebung fiir den Zustand ‘:S1,, 
wechselt im Gebiet kleiner Energien ihr Vorzeichen. 

In dieser Arbeit wird jedoch keine Renormierung durchgefiihrt, und deshalb 
kénnen sich die Ergebnisse fiir den Zustand mit dem Isotopenspin 1/2 bei 
einer solchen Renormierung noch wesentlich andern. Ahnliche Rechnungen 
finden sich in den Arbeiten (89, 90). 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Die experimentelle Energieabhangigkeit der S-Phase ist selbst 
in ihrem qualitativen Verlauf noch nicht sichergestellt. Formel (5,24) entspricht der 
Analyse von BETHE und DE HOFFMANN (69), die auf Grund der neueren Experimente 
in bezug auf die S-Phasen etwas an Wahrscheinlichkeit verloren hat. 


264 W. P. SILIN und W. J. FAINBERG 


Die TD-Methode wurde ferner in den Arbeiten (57—65) auf die Mesonen- 


a 


streuung in der symmetrischen pseudoskalaren Theorie mit pseudovektorieller 


Kopplung angewandt. Wie zu Beginn dieses Paragraphen erwahnt, liefern 
die nichtrelativistischen Naherungen fiir die pseudoskalare und die pseudo- 
vektorielle Kopplung identische Ausdriicke fiir die Wechselwirkung im P- 
Zustand, und wir werden deshalb auf diese Arbeiten nicht naher eingehen?). 
Zusammenfassend kann man itiber die Anwendung der TD-Methode auf die 
Mesonenstreuung sagen, dafs die heutige Mesontheorie dem Experiment nicht 
widerspricht und da& ihre Méglichkeiten jedenfalls bei weitem nicht er- 
schopft sind. 


§6. Die neue Tamm-Dancorr-Methode 


Zur Uberwindung der Schwierigkeiten, die fiir die urspriingliche Formu- 
lierung der TD-Methode charakteristisch sind (vgl. § 3), gab Dyson (7—9) 
eine Variante dieser Methode an, die in der Literatur als ,,Neue Methode von 
TAMM-DANCOFF“ (NTD) bezeichnet wird. Das Wesen der NTD besteht darin, 
daB sie gewisse Vorstellungen tiber die Zusténde des Vakuums der wechsel- 
wirkenden Felder benutzt. Statt, wie in der alten Methode von TAMM- 
DancorF (ATD), die Amplituden (1,6) zu benutzen, betrachtet Dyson 
Matrixelemente von folgender Form: 


a (N, N’) = (N)IT(N')b"h (WF C (N) A (N’) Y). (6,1) 


Dabei ist, wie friiher, C(N) ein Produkt von N freien Erzeugungsoperatoren, 
A(N’) entsprechend ein Produkt von N’ freien Vernichtungsoperatoren. Der 
wesentliche Unterschied gegentiber (1,6) beruht darauf, daB an Stelle des 
wechselwirkungsfreien Vakuums @, das physikalische Vakuum Yo verwendet 
wird. Dies hat zur Folge, daB man nun auch Matrixelemente braucht, die 
Erzeugungsoperatoren C(N) enthalten, wihrend diese Glieder in der ATD- 
Methode verschwinden, wenn man alle Operatorprodukte in der Normal- 
ordnung (20, 21) schreibt (Erzeugungsoperatoren links, Vernichtungs- 
operatoren rechts). 

Der Ausdruck (6,1) stellt also ein Matrixelement des V-geordneten Produkts 
der Feldoperatoren dar. Die Matrixelemente (6,1) bezeichnen wir ent- 
sprechend der in der Literatur tiblichen Terminologie als Amplituden der 
Neuen Methode von TAMM-DANCOFF oder kurz als NTD-Amplituden. Die 
Bedeutung der NTD-Amplituden ist nicht so offensichtlich, wie die der 
ATD-Amplituden. Wir betrachten deshalb zunichst den Zusammenhang 
zwischen diesen beiden Amplituden. 

Setzen wir die Ausdriicke (1,2) als Zustandsvektoren in die Formel (6,1) ein, 
so erhalten wir leicht 


a, W) = SR* (NV + Maw’ + M) ( (6,2) 


N + M\' (N’ + MV! 
x) Cx) 


1) Wesentlich ist, da8 alle Rechnungen im Fall der pseudovektoriellen Kopplung mit 
Hilfe einer Abschneidung bei hohen Impulswerten durchgefiihrt werden miissen. 
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| ’ N 
‘nit (33) <a) UT My, — YP. (6,3) 
\uf Grund der Beziehung (6,2) kann man die NTD-Amplituden durch die 
TD-Amplituden ausdriicken. Die inverse Beziehung lautet, wie man leicht 
lurch unmittelbares Einsetzen nachpriift, folgendermaBen?): 


B* (N,) a (N,) = (— 1)" aN, + M,N, + M) x 
Ni, + a N, + M\" 

x ( u ( Mu : (6,4) 
‘Hierbei bedeutet (— 1)” den Ausdruck (— 1)*”, und 2M ist die Summe der 
Besetzungszahlen M. Mit Hilfe der Beziehung (6,4) kann man, sofern man 
alle a (N, N’) kennt, die dem betreffenden Zustand entsprechen, simtliche 
ATD-Amplituden dieses Zustandes sowie simtliche ATD-Amplituden des 
physikalischen Vakuums bestimmen. Kennt man also die NTD-Amplituden, 
so kann man sowohl den Zustand Yals auch den Zustand YW vollstandig fest- 
legen. 
DYSON erhielt folgende Normierungsbedingung fiir die NTD-Amplituden: 


| 22, |a (N, N’) |? = const. (6,5) 


Ks ist jedoch zu beachten, da8B bei der Ableitung der Formel (6,5) die Voraus- 
setzung benutzt wurde, daB die Summen 


Daren) > und 2 |B (W) |? 


beschrankt sind. 

In der heutigen Feldtheorie ist dies nicht der Fall. Um konvergierende Aus- 
driicke zu erhalten, hat man also die Amplituden a (N) und f (N) zu renor- 
mieren. Dieses Renormierungsproblem ist noch ungelést. Die Normierungs- 
bedingung (6,5) wurde weiter unter der Voraussetzung abgeleitet, da die 
ATD-Amplituden fiir das Auftreten einer Teilchenzahl oberhalb einer ge- 
wissen endlichen Zahl (etwa N,) sowohl fiir den Zustand V als auch fiir Y% 
verschwinden. Diese Voraussetzung wird in der ATD stets gemacht, wie in 
§ 3 ausfiihrlich auseinandergesetzt wurde. Sie entspricht infolge der Be- 
ziehung (6,2) der Bedingung 


a (No > Ni.N > N,) = 0: 


Ganz analog wie in der ATD wird auch in der NTD fir jede konkrete 
Naherung angenommen, daX die NTD-Amplituden fiir Besetzungszahlen, 
die héher sind als gewisse Werte, verschwinden. Die Konvergenz der Lésun- 


1) Hierbei hat man zu beachten, daB8 fiir einen festen Wert M + M’ die Summe 
M+ ™' 
__1)M 
Bien je") 


stets verschwindet, auBer wenn M + M’ = 0 ist. 
19 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘‘ 
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gen, die man durch soJche sukzessiven Approximationen erhalt, ist bisher 
ebensowenig untersucht worden wie fiir die alte Methode [vgl. (91)]. : 
Wir behandeln nun die allgemeine Frage nach den Rand- (bzw. Anfangs-) 
Bedingungen fiir die NTD-Amplitude (9, 10). Hierbei betrachten wir zuerst 
die nichtkovarianten Bewegungsgleichungen. Gegeben sei ein stationarer! 
Zustand mit der Energie W. Dann haben die Bewegungsgleichungen fiir de 
Amplitude a (N, N’) folgende Form: 


(W + Ey — Ey) a(N, N’) = [IT (N) I (N’)" x 
x (Po [C (WY) A (N’), H] ¥). (6,6) 


Die Lésungen dieser Gleichung kann man folgendermaBen allgemein dar- | 
stellen [vgl. z. B. (26)]: 
{ (N, N’) 


+ ¢é6(W + Ey — Ey’). (6,7) 


Dabei bedeutet P, daB die Singularitat im Sinne des Hauptwertes zu ver- - 
stehen ist; ¢ ist eine unbestimmte Konstante, die aus den Randbedingungen 
des Problems bestimmt werden mu8. Diese Aufgabe ergibt sich im all-— 
gemeinen auch fir die ATD-Amplituden, 1iBt sich aber dort bedeutend 
leichter lésen. Das Auftreten einer 6-Funktion entspricht namlich beispiels- 
weise im Fall der Streuung einer aus dem Unendlichen einfallenden ebenen 
Welle sowie [in einer entsprechenden Kombination mit dem ersten Glied 
der rechten Seite von Formel (6,7)] einer auslaufenden Kugelwelle. Das Vor- 
handensein oder Nichtvorhandensein einer 6-Funktion hangt in erster Linie 
von den energetischen Verhaltnissen ab: Die Energie muB ziemlich groB sein, 
damit titberhaupt eine 6-Funktion auftreten kann. 

Im Fall der NTD-Amplituden tritt eine Komplikation ein, die auf den 
Amplituden der ,,Minusteilchen“ beruht, d. h. den Amplituden, fiir die in 
der Formel (6,2) N von Null verschieden ist. In diesem Fall kann man auf 
Grund energetischer Uberlegungen das Auftreten einer 6-Funktion nicht 
immer ausschlieBen. Die Lésungen sind also nicht mehr eindeutig. Um diese 
Mehrdeutigkeit zu beseitigen, kehren wir zur Formel (6,2) zuriick, aus der 
sich ergibt, daB mit einer Angabe der Randbedingungen fiir a und f auch 
die Randbedingungen fiir a (NV, N’) festgelegt sind. Von den Randbedingun- 
gen fiir a war schon die Rede (§ 3). Nun gehen wir auf die Frage nach den 
Randbedingungen fiir die Vakuumamplitude ein. Man kann behaupten, daB 
fiir die Vakuumamplituden keine 6-Funktion auftreten kann. Hierfir spricht 
folgende Uberlegung. Auf Grund von relativistischen Invarianzbetrach- 
tungen kann man zuniachst zeigen, daB die Energie Wy des Vakuumzustandes 
- verschwinden mu&. Infolgedessen tritt bei der Lésung des Gleichungssystems 
fiir die Amplituden f (N) keine Mehrdeutigkeit auf. 

Aus dem eben Gesagten eae sich, daf nach Formel (6,2) eine 6-Funktion 
von der Form 6 (W + Ey — Ey’) nicht auftreten kann, wenn WN nicht ver- 
schwindet. Ist NW = 0, so kann eine 6-Funktion auftreten; ob das der Fall 
ist, hangt hierbei von den tiblichen Randbedingungen ab. 

Wir gehen nun zur kovarianten Formulierung der NTD tiber. Um die Mehr- 
deutigkeit in der Abtrennung der divergierenden Gré8en zu umgehen, werden 
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wir die Gleichung in der Koordinatendarstellung betrachten und die Matrix- 
elemente der Operatoren in der Wechselwirkungsdarstellung mit Hilfe der 
Wellenfunktionale in dieser Darstellung aufbauen (vgl. § 2). 

m folgenden werden wir also Matrix-Elemente der N-geordneten Operator- 
rodukte von folgender Form betrachten [vgl. auch (92)]: 


(Lo (0) W fp», (2) ©. Pon (Zn) Pur (Ys) «+» Pum (Ym) X 
x Pa, tea » Da, (z,)} we (c)) = : 
= < Pr, (41) - Pou (@n) Yur (Yr) ©» + Pun (Ym) X Par (%) +++ Fa, (%) >- (6,8) 


‘Da die Wellenfunktionale ¥ (c) und Y% (c) der Gleichung (2,1) geniigen, er- 
halten wir fiir das Matrixelement (6,8) folgende Bewegungsgleichung: 


0) 
IG (PF (0) NW { }  (0)) = (Yo (2) [(N { }, H(4)] ¥ (0). (6,9) 
Das gesamte Gleichungssystem fiir die so miteinander verkniipften Ampli- 
tuden ist unendlich. Wir werden dieses Gleichungssystem unten ganz ahn- 
lich behandeln, wie das Gleichungssystem fiir die ATD-Amplituden im vorigen 
Abschnitt, werden also in jeder konkreten Naherung nur 

gewisse Amplituden als von Null verschieden ansehen und 

die Gleichungen fiir diese Amplituden exakt lésen. 

SchlieBlich weisen wir noch auf den Unterschied zwischen 

der Gleichung (9,6) und der entsprechenden Gleichung (2,10) 

hin, die sichin der ATD ergibt. Da die Gleichung (6,9) einen 

Kommutator enthalt, kann die Anzahl der Operatoren im Abb. 7. 
N-Produkt auf der rechten Seite nur um Eins gr6oBer sein als 

die Anzahl der Operatoren in dem N-Produkt auf der linken Seite (fir H ~ 
yO yp). Dies hat zur Folge, daB ein Graph, der geschlossenen Vakuumzyklen 
vom Typ der Abb. 7 o. 4. entspricht, nicht auftreten kann (7). Tatsachlich 
missen drei Teilchen entstehen, nimlich ein Feldquant und ein Paar, damit 
ein solcher Zyklus auftritt. Im Fall der Gleichung (2,10) der ATD ist ein 
gleichzeitiges Auftreten dreier Teilchen méglich, und deshalb konnten dort 
auch Vakuumdivergenzen auftreten. DafX in der NTD solche Divergenzen 
nicht vorkommen, ist ein wesentlicher Vorzug dieser Methode. Entsprechend 
unseren Ausfihrungen fiir die nichtkovarianten Bewegungsgleichungen 
kénnen wir die Randbedingungen fiir die Gleichung (6,9) formulieren. Am 
einfachsten geschieht dies durch einen Ubergang von (6,9) zu einer Integral- 
gleichung, in der die Randbedingungen schon berticksichtigt sind. Diese 
Gleichung hat folgende Form 


i (WF (oz) N{ } W (az) = [ d&e (w — &) x 
PaO) INA he (2) Y (a2) 4-6 (24..- «5 2)’ (6,10) 


Die Integration erfolgt hierbei tiber die gesamte Raumzeit, und es ist 
€ (x) = + 1/, (fiir x 2 0). Das Integral ist so aufzufassen, daB bei f = + oo 
der Integrand hinreichend schnell gegen Null geht. 

In der Impulsdarstellung erstreckt sich das Integral von —oo bis + oo, 
und ¢ (a — é) fiihrt zu einem singularen Nenner, genauer zum Auftreten des 
19* 
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Hauptwerts dieser Singularitét. Die Funktion a (2, ... , 2r) entspricht den 
6-Funktionen der Impulsdarstellung. Auf Grund des oben Gesagten kann 
man im Fall der Minusteilchen a (x,,...,2,) fortlassen. Im Fall der Plus- 
teilchen dagegen hingt das Auftreten dieser Funktion von den energetischen 
Verhaltnissen und den Bedingungen des Problems ab’). 

Zum Abschlu8 dieses Paragraphen beschaftigen wir uns noch mit dem Zu. : 
sammenhang zwischen den Amplituden (6,8) der Koordinatendarstellung 
- und den zeitunabhangigen Amplituden der Impulsdarstellung. Der Einfach- | 
heit halber betrachten wir den Fall von Flacheno, die t = const entsprechen, | 
Da die Zeitabhangigkeit der Zustandsvektoren durch folgende Formeln ge- | 
geben wird [vgl. Formel (2,16)]: 


Wo) = e(Fo—Et W und Y (a) = el(4e—B)! Wh, (6,11). 


wobei HZ und Ey die Energie des betrachteten Zustandes bzw. die Energie | 
des physikalischen Vakuums darstellen, so kann man beispielsweise die 
Amplitude eines Nukleons folgendermafen schreiben: 


—W)t 


1 n ipa, +i(po ) 
< v(m) > = py DY wa (p) PT" < By (p) >. (6,12) 
n p 


Analog erhalt man fiir die Amplitude eines Mesons folgende Darstellung: 
1 1 

7 

Ups k V2 Wr 


< 9 (%)) > = etn to-wit <Q, (Kk) >. (6,189 


In diesen Formeln ist W = H — E, die beobachtbare Energie des Systems. 
Die in den Gleichungen (6,12) und (6,13) eingefiihrten Amplituden < B > 
und <@ > sind zeitunabhangig und bedeuten: 


<B, (p) > = (YF Bale) Y), <Q(kK) > = (WFO (K)Y). (6,14) 


Fir kompliziertere Amplituden kann man ebenfalls nach Formeln analog 
(6,12) bis (6,14) zeitunabhangige GréBen einfihren. 

Fir die zeitunabhangigen Amplituden fiihrt schlieBlich die Gleichung (6,7), 
wie aus der Form der Funktionen ¥/(c) und Yo (o), gegeben durch (6,11), sofort 
hervorgeht, zur Bewegungsgleichung (6,6). 

In den nachsten beiden Paragraphen behandeln wir konkrete, Probleme, 
namlich die Wechselwirkung zweier Nukleonen sowie eines Nukleons und 
eines Mesons in der symmetrischen pseudoskalaren Theorie. Hierbei werden 
sich die Vorztige der NTD, aber auch die Schwierigkeiten zeigen, die der 
Anwendung der Methode noch im Wege stehen und die sich bisher noch 
nicht beseitigen lieBen. 


1) Wir weisen noch auf folgendes hin: In der TD-Methode kann man bei der Behandlung 
von Sto8problemen (oder Wechselwirkungs problemen allgemein) von Teilchen die Auf- 
gabe so formulieren, da beispielsweise zwei sto Rende Teilchen nicht miteinander wechsel- 
wirken, wennsie weit genug voneinander entfernt sind, wohl aber mit ihrem Eigenfeld. Mit 


anderen Worten kann man die Wechselwirkung realer und nicht ,,nackter‘‘ Teilchen 
betrachten. 


Die TamM-DANcoFF-Methode 269 


§7. Die Wechselwirkung zweier Nukleonen nach der neuen 
TamM-Dancorr-Methode 


jn diesem Paragraphen behandeln wir die Wechselwirkung zweier Nukleonen 
mach der NTD. In der Naherung, die wir benutzen werden, lassen sich die 
ewonnenen Gleichungen vollsténdig renormieren; dies ist natiirlich ein 
“wesentlicher Vorzug der neuen Methode. AuBerdem kann man durch Be- 
}ricksichtigung der ,,Minusteilchen“ auf einfache Weise eine héhere Naherung 
Hhinsichtlich der Teilchenzahl erhalten als in der alten Methode. 

! Zur Beschreibung der Wechselwirkung zweier Nukleonen nehmen wir folgende 
1 Amplituden als von Null verschieden an: 


<p (%) p (2) >, < w (%) v (2) Pa (#2) >. (7,1) 


| Die ubrigen Amplituden vernachlassigen wir in dieser Naherung. Nach 
» Gleichung (6,9) erhalten wir dann 


ab) 
UB (x) < Wo (%) pa (%2) = = 9 (S (%_ — 2%) Ys5Ta)ay X 


X < Pa (XL) Po (1) Yu (Z) a og (S (ey — 2) V5 tele 


x= Pa (x) Wu (z) Wr (Xz) AL (7,2) 
8 ae 
‘ 5a (x) < Pa (X) Wo (X1) Py (x) 3 = 
= — tg (28 (x — 2’) A (x — %) ¥sta)ux < Yo (Zi) Wx (2) seis 
+ tg (ZS(a, — x’) A(x’ — 2) Ys Talon < Pu (2X) px (2') >. (7,3) 


Das Symbol Z hat folgende Bedeutung: 
(ZEAL Waar) (a AC) (a lp SC (ae) AC) (7 ). (7,4) 


Bei der Ableitung der Gleichung (7,2) wurden keine Vernachlassigungen ge- 
macht, dagegen wurden in der Gleichung (7,3) die Matrixelemente vernach- 
lassigt, die vier Feldoperatoren enthalten. Das gewonnene Gleichungs- 
system sollte nun exakt gelést werden. Oben bei der Behandlung der ATD 
sagten wir, daB es ein Naéherungsverfahren zur Elimination aller Amplituden 
auBer einer gibt (22 —25) (die sogenannte Methode von LEVY-KLEIN). Die rela- 
tive Einfachheit dieses Verfahrens veranlafte die Entstehung einer Anzahl von 
Arbeiten, in denen mit Hilfe der NTD die Potentiale der Kernkrafte kon- 
struiert wurden (93—95). Wegen der schlechten Konvergenz der sich er- 
gebenden Reihe ist aber die Berechtigung fiir ein solehes Vorgehen zweifel- 
haft (23). 

Wir beschranken uns auf Energien, bei denen eine Bremsemission von 
Mesonen durch die stoBenden Nukleonen unmédglich ist. In diesem Fall 
kann man bei der Integration der Gleichung (7,3) entsprechend der Be- 
ziehung (6,10), wie oben gesagt, das Glied weglassen, das a (x ,.. .) entspricht. 
Integrieren wir die Gleichung (7,3) und setzen die so bestimmte Amplitude 
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fiir zwei Nukleonen und ein Meson in die Gleichung (7,2) ein, so erhalten wir | 
folgende Gleichung fiir die Amplitude der beiden Nukleonen: 


° a) , , 
2 eres hea pa (%2) > = — 39 [dex € (% —2') x 


x (8 (ay — 2) Ys [ZS (x — a!) A (2 — 2)] Ys)an < Yo (1) yx (2) > + 
+ (S (x, — 2) 75 [ZS (x — a!) A (2 — 2)] Y6)on < Yu (2) pa (%2) >} + 
+ g? [ da! e(m — 2’) {—(S (a — 2) 75 Talon ((ZS (a — x’) A(x’ — x)] x 
X V5 Tadan + (S (%2— ©) Ys Ta)au [ZS (x, — 2’) A(x’ — &)] Ys Talgnf X 
x < py (2) yy (2) >. (7,5) 


Die beiden Summanden im ersten Integral auf der rechten Seite von (7,5) 
entsprechen den Graphen der Nukleonenselbstenergie (Abb. 8a und b). Das 
zweite Integral entspricht einem Streugraphen (Abb. 8c, d). 


x! xe 
XxX x 
xX x 
x cs ox Xs ROX Nem ae a 
Vai Cb ye ie) : eae agt 
Abb. 8. 


Die Ausdriicke, die den Graphen a und b entsprechen, sind unendlich und 
mussen renormiert werden. Wir beschaftigen uns also zunaichst mit diesen 
beiden Ausdriicken. 

Mit Hilfe der Formeln (2,7) erhalt man folgende Beziehung 


M (x — x’) = —é& (x — a’) y; [ZS (x@ — 2’) A(x’ — 2) ¥5= 
1 
= 9 {— 75 Sp (x — 2’) 73 Ap (u — x’) + [Yas Sp (x — 2) ¥5 74 X 
x Ap (a! — 2))*%, (7,6) 


wobei das Zeichen * die hermitesch Adjungierte andeutet. Damit kénnen 
wir M(x) durch die singularen Funktionen ausdriicken, die in der tiblichen 
Stérungstheorie auftreten. Zur Beseitigung der divergierenden Ausdriicke 
aus M(x) kann man also die in der Stérungstheorie entwickelten Verfahren 
benutzen. Es ist 


M (x) = Ay 6( x) + By & Re + m) 6(x) + M, (x). (7,7) 
“ 
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dierbei sind Ay und By unbestimmte (unendliche) Konstante; M(x) enthalt 
ceine divergierende Gré8en mehr und hat folgende Gestalt: 


1 ; 
M,(x) = On oar |e p= M,(p)dp (7,8) 
mit M, (p) = (tp + M) A (p?) + B (p?), (7,9) 
1 

- i 2M2u2 | 
A) =— ig [ au —w | op eS 
. 0 
| yw? (1 —u) + Mew? 


Lite anil \, (7,10) 


y2(1— wu) + Mew 
2 (1 —u) + p?(u —u®) + uM? | 


B(p) = — | “ens Ps (7,11) 


Mit Hilfe der Beziehungen (7,6) und (7,7) kann man das erste Integral auf 
der rechten Seite der Gleichung (7,5) folgendermaBen darstellen: 


) 
[39° Aw Sin — x) + 39° By (s (ee (r, Ox ), ) : 
7 x, 


x < Yo (2) vx (2) > + [30 Ay Sox (2, — 2) + 


+ 36°By (8 (2 — 2) (ru go +) | < wale) yn (a) > + 


+ 39? [ da! {(S (ay — 2) My (2 — 2'))ae < Yo (2) Yu (2) > + 
+ (8 (1, — 2) My (@ — 2'))on < pu (2) pa (2) >}. (7,12) 


Der Operator y, 0/0 x, wirkt nicht nur auf y,(x), sondern mu8 auch auf o 
angewandt werden. In dem Spezialfall einer Fliche o, die ¢ = const ent- 
spricht, bedeutet die Anwendung von y,0/0xz, auf o eine Anwendung des 
Operators y, 0/0 x4. 

Die divergierenden Glieder in (7,12), die Ay enthalten, lassen sich durch eine 
Renormierung der Nukleonenmasse beseitigen. Fiigt man zu dem HAMIL- 
TON-Operator (2,3) den Ausdruck 6 Myy hinzu, so erhalt man nach Formel 
(6,9) in der Gleichung (7,2) und damit.auch in der Gleichung (7,5) Aus- 
driicke, die ahnlich den Gliedern in (7,12) proportional zu Ay sind. Setzt man 
hierbei 6 M = 3ig?Ay, so kann man die unbestimmte Konstante Ay eli- 
minieren. Die Elimination von By erfolgt durch eine Renormierung der 
Ladung. Da fiir den Operator y,,(x) die Wechselwirkungsdarstellung benutzt 
wurde, haben wir (wenn wir der Einfachheit halber eine Flache o nehmen, 
die ¢ = const entspricht): 
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Der Differentialoperator auf der rechten Seite wirkt nur auf das Argument ; 
der Zustandsvektoren, nicht aber auf das Argument der p(x). Integrieren 
wir nun beide Seiten der Gleichung (7,5), iiber den dreidimensionalen Raum | 
der Ortsvektoren 9, so tritt auf der linken Seite die zeitliche Ableitung auf, 
wihrend auf der rechten Seite die Glieder mit By folgenden Ausdruck : 
liefern: 


Bg By i [ax (YE (ON {pe (24) (S (za — 2) 4 y (a + 


+ (S (a — 2) Yap (Do pa (2)} Y (0). (7,14) 


In dem Ausdruck (7,14) hat der Operator 0/0¢ denselben Sinn wie in der 
Formel (7,13), d. h. er wirkt nur auf die Argumente der Zustandsvektoren. 
Beachten wir die Beziehung 


y (2) = | Sle — 2’) yay (2’) dx’, (7,15) 


so erhalten wir an Stelle von (7,14) folgenden Ausdruck: 


x: 
69? By t at < Wo (41) pa (Xo) a (7,16) 


Wir kénnen also die unbestimmte Konstante By durch Einfiihrung der re- 
normierten Ladung 


) g° 
g? = iki 8 Go Be (7,17) 


eliminieren. Nach Renormierung der Nukleonenmasse und nach Renor- 
mierung der Kopplungskonstanten nimmt also die Gleichung fiir die Ampli- 
tude zweier Nukleonen die Form an: 


= 0 

5a (2) < Wo (%1) Wa (Xp) a = 
= 39? [ da’ (S (xy — x) M, (t — 2'))an< Yo (21) Px (x) > + 
+ 39"? [de (S (a, — x) M, (a — 2'))on < y, (2’) Wa (x2) > as 


+ ge [da'e (x a x’) {= (S (x, ri 7) Yevalon x 
X ([ZS (a, — 2") A (a! — &)] Ysta)an + (S (42 — %) Y5Ta)au X 
xX ([ZS8 (x, — x’) A (x — x)] VsTadony <p (a) P(e (7,18) 
Diese Gleichung enthalt keine divergierenden Groen mehr und 1]a8t sich 
zur Analyse der Wechselwirkung zweier Nukleonen verwenden. Figentlich 
stellt (7,18) ein System von 4 Gleichungen fiir die 4 Amplituden 
= yo (2) lg (x2) a 


dar, wobei €, und &, die Vorzeichen + bzw. — bedeuten. Ohne Vernachlassi- 
gungen ist es praktisch unmdglich, aus diesem System drei Amplituden zu 
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eliminieren und so auf eine Gleichung fiir eine einzige Amplitude zu kommen. 
Jedoch ist diese Elimination mit Hilfe der St6rungstheorie durchfiihrbar. 
Die Stoérungsrechnung, d. h. eine Iterationsmethode, die den effektiven 
Wechselwirkungsoperator zwischen zwei Nukleonen als Potenzreihe in der 
Kopplungskonstante liefert, wird in der Methode von LEVy-KLEIN benutzt. 
In nullter Naherung kann man hierbei die Amplituden fiir die Minus- 
teilchen und die Gleichungen fiir diese Teilchen vernachlassigen. An Stelle 
von (7,18) ergibt sich dann 


0 

v 3a (z) < yp? (4%) yP (x9) ee = 
= 39? [ da! (SM (a, — x) M.(« —2'))an< YP (a) yP (2) > + 
+ 39’? [dal (SC) (a, — 2) M,(% — 2’ ))gn < pP (2!) pP (a) > + 


+g? [da'e (x — 2!) {(SC) (a, — 2) Ys Talon X 
xX (SH (x, — 2’) AM (% — 2") Y5Ta)an — (SO (a — £)Y5Ta)au X 
xX (SH (a — 2!) AM (% — 2") YeTalon < YR (x) pO (a!) >}. (7,19) 


Das letzte Integral in der Gleichung (7,19) ist vollig identisch mit dem 
Wechselwirkungsoperator der beiden Nukleonen, den man in der Gleichung 
fiir zwei Teilchen nach der ATD erhalt. Der einzige Unterschied besteht 
darin, daf in der Gleichung (7,19) vor dem entsprechenden Glied die re- 
normierte Konstante steht, wahrend sie in der Gleichung (3,5) nicht renor- 
miert wurde. Ein weiterer Unterschied zwischen den Gleichungen (7,19) und 
(3,5) besteht in den verschiedenen Selbstenergiegliedern. In der ATD waren 
diese Selbstenergieglieder unendlich und wurden nicht renormiert. In den 
Gleichungen der neuen Methode ist die Renormierung durchgefithrt, und 
(7,19) enthalt nur endliche Ausdriicke. ) 


§8. Die Wechselwirkung eines x-Mesons und eines Nukleons nach der 
neuen TamM-Dancorr-Methode 


Mit Hilfe der NTD kann man grundsiatzlich in der Untersuchung der Streuung 
von z-Mesonen durch Nukleonen etwas weiter vordringen als mit der alten 
Methode. Wie im folgenden gezeigt werden soll, liefert aber die NTD trotz 
gewisser Erfolge in der Behandlung der Selbstenergieglieder noch keine voll- 
staindige Lésung der Renormierungsprobleme. Wertvoll ist aber, da8 man 
mit Hilfe der neuen Methode eine héhere Naherung behandeln und so die 
Richtigkeit der Ergebnisse der alten Methode in Anwendung auf die Me- 
sonenstreuung abschatzen kann. 
In der ersten Naherung der NTD fiir die Streuung eines z-Mesons an einem 
Nukleon betrachten wir als von Null verschieden nur die Amplituden 

<< wy (x) os <y (x) Pa (25) i <y (2) Qa (x) Pp (a3) a 


< p(X) yp (Xo) yp (x3) > (8,1) 


° 
o 
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Infolge der Beriicksichtigung der Minusteilchen erfaBt diese Naherung be- 
deutend mehr Amplituden als die erste Naherung der ATD. 

Mit Hilfe der Gleichung (6,9) erhaélt man dann leicht folgendes Gleichungs- 
system 


see) < yp (x) > = 98 (@ — #') ¥5T. < w (x) Wn (x) >, (8,2) 
isos Za (21) Pa (2) > — —ig (ZS (x, — x) A (x — %)) X 
X (Y5Talos < Yo (2) eg (S (2 — X) V5Ta)o5 < po(X) p(X) Pa (X2) a 
ia gA (Xp aia x) (YsTaled = We (x) Wo (x) Wo (2) aa (8,3) 
6 55 tary < (2) Oo (2) alte) > = ig [ZS (x — 21) A ( — 2) x 
X Ysta < p (2") pp (x) > —tg [ZS (x — 2’) A(x’ — 2)] x 
X ¥ste < p (2%) Pa (%2) >, (8,4) 
6 
SF aCg) < We (L) Ys (X) Po (%) aie 
= — ig [ZS (x — 2!) ¥stq 8 (2' — x\loe < yo (a) Pa (a’) > + 
+ tg [ZS (a — 2) Y5ta S (x’ — 2) Joe < Po () Pa (x') >. (8,5) 


In dem Gleichungssystem (8,2—8,5) sind die Gleichungen (8,2) und (8,3) 
exakt, dagegen die Gleichungen (8,4) und (8,5) angenihert; sie ergeben sich 
bei Vernachlassigung der Vierteilchen-Amplituden, mit anderen Worten der 
Matrixelemente, die ein N-Produkt von vier Operatoren enthalten. Im Sinne 
der TD-Methode ist nun das Naherungssystem (8,2—8,5) exakt zu lésen. 
Es miissen noch die Randbedingungen des Gleichungssystems (8,2 —8,5) an- 
gegeben werden. Betrachtet man ein Energiegebiet, in dem eine Erzeugung 
von Nukleon-Antinukleon-Paaren unméglich und ferner eine Erzeugung 
von Mesonen auszuschlieBen oder zu vernachlassigen ist, so kann man beim 
Ubergang von den Gleichungen (8,2), (8,4) und (8,5) zu den pean pee 
Integralgleichungen gemaB (6,10) die inhomogenen Glieder a(2,, . . . z,) fort- 
lassen. Dann kann man die Amplituden 

< yp (x) ae < y (2) Pa (x5) Pp (23) oy =< yp (2) y (x5) yp (23) a 


o 


durch SMC AO Ce 


o 
ausdriicken. 


Man erhalt also eine Gleichung fiir die Amplitude < y (2) Qa (2) >. Diese 
Gleichung hat folgende Form: 


ee 
5a (a) ~ Y (#1) Pa (m2) > = 9? | da! e (w — 2’) x 


x {Nyy + NeoVYe + Yy + Yy}, (8,6) 
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obei 


7, = 8 (x, — x) y5 (ZS (% — 2’) A (2, — 2')) ¥5 < yp (2') Mp (x) Fi = 


— A (x, — x) (ZS (x, — 2’) ys S (a" — x) ¥5) < p(x) yp (2’) > (8,7) 

V2 = (ZS (x, — x) A (a, — 2)) ¥5 8S (x — 2’) 5 < yp (2') yp (2') > (8,8) 

Py = 38 (x, — 2) y5 (28 (x — 2’) A(x’ — 2)) 95 < p (2') Ga (Xp) >, (8,9) 
Yu = — 2A (x, — x) Tr [ZS (x’ — x) v5 S (x — 2) ys] X 

x <  (%) Pa (2') >. (8,10) 


Das Symbol ,,Tr‘‘ bedeutet die Spur hinsichtlich der Spinorindizes. N, und N, 
ind die Operatoren (5,2) im Raum des Isotopenspins mit den Eigenwerten 
5,3). I ist der gesamte Isotopenspin des Systems Meson + Nukleon. Im 


Y, ib 


Abb. 9. 


olgenden werden wir die Zustinde dieses Systems bei gegebenem Wert des 
xesamtisotopenspins betrachten. Da in diesen Zustanden die Operatoren N, 
ind N, diagonal sind, werden wir die Isotopieindizes nicht ausschreiben und 
inter den Operatoren N, und N, ihre Eigenwerte verstehen. Die Ausdriicke 
8,7 —8,10) lassen sich durch folgende Graphen (Abb. 9) veranschaulichen. 
Die ersten beiden Ausdriicke entsprechen der Streuung eines Mesons an 
inem Nukleon, und zwar Y, einer Streuung, bei der zunachst ein Meson 
mittiert wird (,,Emissionsgraph‘), Y, einer Streuung, bei der zunadchst ein 
Meson absorbiert wird (,,Absorptionsgraph‘‘). Yy und Y,y entsprechen der 
Selbstenergie von Nukleon und Meson. Diese beiden Ausdriicke sind un- 
ndlich und miissen renormiert werden. Zum Auftreten von Divergenzen 
tiuhrt aber auch Y, (siehe weiter unten). Eine konsequente Beseitigung der 
livergierenden Glieder in der Gleichung (8,6) ist mit einer Reihe von 
schwierigkeiten verbunden; erstens fiihrt eine Renormierung der Selbst- 
mergiekerne zum Auftreten zweier renormierter Ladungen (JJ); zweitens 
iefern die endlichen Zusatzglieder, die nach der Beseitigung der Divergenzen 
us den Selbstenergiegliedern iibrig bleiben, in den Gleichungen zusatzliche 
ole (10, 12), und drittens schlieBlich zeigt es sich, daB fiir Zustande mit dem 
sotopenspin 1/2 der Kern der Gleichung (8,6) eine Singularitat besitzt, die 
o beschaffen ist, daB keine endlichen Lésungen existieren; infolgedessen 
nuB man noch eine zusatzliche Renormierung durchfiihren (27 —84, 68). 
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Wir beginnen mit den Kernen Yy und Yy. Der Kern Yy, der dem Selbst. 
energieoperator des Nukleons entspricht, ist identisch mit diesem Operator 
in der Gleichung zweier Nukleonen. Die Renormierung der divergierende 
Ausdriicke in dem Kern Yy erfolgt also ganz analog wie im Fall zwei 
Nukleonen. Infolge dieser Renormierung hat man in der Gleichung (8,6) 


folgendermafen zu substituieren: 
2 


eee ee. Sues 
i= Sara (8,11) 
[da'e (x — 2) Yy > 3 [da S (x — x) M,(x — x’) x 
x < (2) Pa (%2) >. (8,12) 


Die Renormierung der Divergenzen im Polarisationsoperator, der Y y ent- 
spricht, wurde oben nicht behandelt. Wie sich zeigt, ist in unserer Naherun 

eine solche Renormierung mit gewissen Schwierigkeiten verbunden. Ahnlich’ 
wie im Fall des Selbstenergieoperators des Nukleons kann man unter Be- 


nutzung der Formel (2,7) folgende Beziehung erhalten: 


P (a — 2’) =e (x — a’) Tr (Zy, 8 (#’ — 2) y,S(x —2’')h= 
a , , 2 
me. Im Tr {Sp (a! — x) y; Sp(z — 2 ) Ys}. (8,13), 


Damit ]4Bt sich P(x) durch den Polarisationsoperator ausdriicken, der: 
iiblicherweise in der ersten nichtverschwindenden Naherung der Stérungs-. 
theorie auftritt. Zur Beseitigung der Divergenzen kann man also die Ergeb-: 
nisse der Storungstheorie benutzen. P(x) hat dann die Form: 


P (x) = Ay 6 (x) + By (CO — Pv) 6 (x) + P, (2), (8,14) 
wobei Ay und By unbestimmte (unendliche) Konstante sind. P,(x) enthalt 
keine divergierenden Gré8en mehr und lautet folgendermaBen: 

1 


~ (2a)8 [elv* P, (p*) dp, | (8,15) 


1 
Pap ie aa fem {(32* (wu — u?) + M*]In M? — pe? (wu — u?) 
0 


pin Ge 90 00 So eae (8,16) 


M? — uw? (wu — u?) 


Ay bedingt eine Renormierung der Mesonenmasse. Fiigt man also zum 
HAMILTON-Operator den Ausdruck du? 9,9, hinzu, so kann man aus der 
Gleichung (8,6) die divergierende Konstante A y beseitigen. Zu diesem Zweck 
setzt man 


bu? — ig Ay. 


Die Rolle der unbestimmten Konstanten By 1aBt sich einfacher in der Impuls- 
darstellung verstehen. Nach den allgemeinen Formeln (2,18) fiithren wir 


} 
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inter Benutzung des Ruhesystems des Schwerpunktes folgende zeit- 
inabhaingige Amplituden ein: 

l—e 
€ 0 <r & 
< B(p) @(—p) > = 58 (p= (PE) * ahh. (8.17) 
YUL 
Jer Index € nimmt fiir » = 1,2 -(Plusnukleonen) den Wert +1 und fiir 
b= 3,4 (Minusantinukleonen) den Wert —1 an; é ist +1 fir Plus- bzw. 
inusmesonen; »v kennzeichnet die Richtung des mechanischen Spins des 
Nukleons (oder Antinukleons); a ist der Isotopie-Index; o,, sind die PAULI- 
chen Spinmatrizen. Wie oben gesagt, werden wir Zustaénde mit bestimmtem 
Vert des Isotopenspins betrachten und kénnen deshalb den Index «@ fort- 
assen. 
Die Gleichung (8,6) 14Bt sich dann folgendermaBen darstellen: 
W — cE)? —w? ae 
ae [bres bee leg? Vion. 
(8,18) 


Dabei enthalt die GroBe Ve endliche Glieder, die von Yy und Y y herriihren, 
erner die entsprechenden Ausdriicke von Y, und Y». Durch einfache Um- 
ormungen kann man (8,18) auch schreiben: 


W — cH — Ew)! = Eg? By 


| 5 Sea's. W—ceH—§&o _, 5 ets 
HW — el — Eo) b* = gi, Ve ae ‘tare (931 — 9%) [Ve se UNG ] 
(8,19) 
2 2 
mit 1 g (8,20) 


Ue AGB Ee 18g) By nog UD i, 


Man sieht also, daB bei einem Versuch, By zu beseitigen, zwei renormierte 
Kopplungskonstanten g, und g,, auftreten. Man kénnte dies auch so aus- 
iriicken: die GroBe By ist beobachtbar. Oder man kann sagen, da die betrach- 
sete Naherungsgleichung fiir Meson und Nukleon nichtrenormierbar ist. Im 
folgenden werden wir bei der Betrachtung des Kinflusses der Selbstenergie- 
ylieder den Unterschied zwischen diesen beiden Kopplungskonstanten ver- 
nachlassigen. Eine solche Vernachlassigung ist nur dann zu rechtfertigen, 
wenn in den betrachteten Gleichungen von Anfang an alle Glieder weg- 
yelassen werden, die zu Kernen héherer Ordnung als g? fiihren. Wie dem 
Leser aber sicherlich schon klar geworden sein wird, erfordert eine Durch- 
‘tihrung des konsequenten Renormierungsprogramms fiir das Problem des 
Systems Meson + Nukleon noch eine spezielle Untersuchung. 

[In einer Reihe von Arbeiten (1/2, 31, 32) titber die Gleichungen wechsel- 
wirkender Teilchen wird mit den divergierenden Konstanten vom Typ Ay, 
By, Ay und By noch wesentlich freier verfahren als in unserer obigen Dar- 
stellung. Unter einer Renormierung versteht man haufig einfach das Abtrennen 
und Fortlassen dieser Konstanten. Dieses Verfahren scheint uns aber nicht 
uusreichend begriindet zu sein. Man kann jedoch dafiir folgendes Argument 
unfiihren. In einer renormierbaren Theorie miissen alle divergenten Kon- 
stanten letzten Endes durch eine Renormierung der Kopplungs- und der 
Massenkonstanten der Teilchen zu beseitigen sein, so da8 alle beobachtbaren 
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GréBen der Theorie richtig herauskommen miissen, wenn man fir die: 
Kopplungs- und Massenkonstanten ihre experimentellen Werte einsetzt und 
die divergenten Konstanten dann weglaBt. 
Das Gleichungssystem fiir die vier Amplituden zweier Teilchen (Meson und 
Nukleon), das entsteht, wenn man die divergenten Konstanten weglaBt oder 
die oben geschilderte Renormierung durchfiihrt und dann den Unterschied 
zwischen g, und g,, vernachlassigt, hat in der Impulsdarstellung folgende 


Form: j g? Z 4 
dre a!) = soe Dy [av Ree Pare (), (Biel 

E if M la Ua 
ry = dee dee {(W — eB — Ew) [1 + A’ (6)] — e | B (8) + EC (e)} + 
+ Ore Os, EC’ (e) + 6,—e 6,2 B’ (4), (8,22) 


RE » (p, p’') = 9 (p, BAN, See (pW) + Ma TEy (p. PP. (8,28) } 
Dabei ist 
A’ (é)e=r80g? Anip? AW iasnd @)); 
; 31g? 
Beye 
() i 
CG () = 2097 Pip? — (W —=28)*), 


B (p? —[W — éo)?), (8,24) | 


» 1 yf#t Me +H) 
PODS ee (8,25) 
p ees , wees 
Sie (p, p’) = ee! a ee 
fe (pp) —= ee (gag) 7 (gr eeap) © 20 me + 
+(¢E+ eH + w+ Fo’ —M —W) gy] + 


l—e —eé 
an (== =) 2 (H+ he op op 
p | p' Pe MO Mh 


X(W+ M) me + (eh + & Hh + Ew + Fw + M—W) my], (8,26) 


x 


l—e 1—e’ 
Ty (p.»') = Ue eee 
bY) + Ogg (Oo . 
l—e 1—-¢ 
1 E+ M\3- (/H’+M\-3 op op 
+ peng terger foal ecraea 
W—M\ > Fi Feu FiLul Om 


Mee = {E, (eH + eH — ce Hh’ = Wy} 
ney = {E, (EE, + Ew + Fo’ — W)¥}, (8,28) 
Ey=V(p+p)? + Me. 


Die Matrix ree in der Gleichung (8,21) rithrt von der Beriicksichtigung der 
endlichen Glieder der Selbstenergieintegrale her. Vernachlassigt man diese 
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— so wird die Matrix r diagonal, und zwar gleich 
One Ore’ (W — 6h — Eo). (8,29) 


Wir miissen darauf hinweisen, daB eine Vernachlassigung der endlichen 
eee ae encoder und der Amplituden der Minusteilchen zu der in (6) ge- 
‘Osten Gleichung der ATD fiihrt. 

Unsere Ausfiihrungen iiber die Wahl der Randbedingungen in § 6 sind auf 
den Fall der Streuung eines z-Mesons an einem Nukleon so anzuwenden, daB 
man als asymptotisches Verhalten der Funktionen a(+>+) (p) eine einfallende 
ebene und eine auslaufende Kugelwelle ansetzt. Es mu8 also sein 


alt-+) (p) = 6 (p — po) + f*-* (p) 6, (2 + w — W), (8,30) 
wobei gilt 6, (x) =1206 (x) — = 
und fiir die tibrigen Funktionen 
f* (p) 
e€ eee Eee es Bae BS 
a®* (p) a BR (8,31) 
Fir die Funktion f** erhalten wir aus a das ieee Gleichungssystem 
eg tere! g° E 
dy Ace t ED) eerap as FS. (Py Po) + 35 73 7 [ap R= (Pp, p’) X 
x Sie (p’) d(H Ws sy ap 
R. zie » aan pee) 
cme ale ae a (882) 
mit At oy yes (W— — fw)! (8,33) 


Eine Abseparation der Winkelvariablen ist méglich unter Benutzung des 


in der Arbeit (73) betrachteten Orthogonalsystems Lj‘ (siehe weiter oben, § 5). 
Setzen wir die Entwicklung 


fee (p) = L# é. Pe) ff (p) (8,34) 


in die Gleichung (8,32) ein und eliminieren die Winkelvariablen, so erhalten 
wir ein Gleichungssystem fiir die Amplituden /f*', die einem gegebenen Wert 
des Gesamtdrehimpulses (j) und des Bahndrehimpulses (/) des Systems 
Meson + Nukleon entsprechen. Die so hergeleiteten Integralgleichungen sind 
nur noch eindimensional, da die Funktionen Bs nur von dem Betrage p ab- 
hangen: 


9 
a 


€ e754 g il De 
AS () fi" (P) = goa MRE, (Ps Po) x 


“9s jen pt) 


9 


g p> dp nt te 
+55 {? ee (8,35) 
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Die Kerne “/R hangen mit den Funktionen ““§ und #7’ nach der Formel (8,23) 
zusammen, wobei gilt 


seals , ‘Boge 
P om 1 
19% ett (et) (pee) x 
x [e(W — M) J,, (BE 4+ ee’ —eW) + 
+&(cE +E’ + éw+ Fo’ —M —W)J,, (w+ Fw — EW)] + 


Lh oh halle satel 
2 2 
aed eed . 
x [e(W + WM) Jy, (E + ce’ E’ — eW) + 
+é&(eH+ ¢€F’ + éw+ fo +M—W) Jy, (@ + Ef a’ — pals (8,36) 


= ; 1 M E M E 
NDS ¢ — 0j,1/, 61,0 (€ a a; cs (SP 


W+mM p 
1 l+e ; 1+e’ 
P oS P 2 7) 
+ 9y da + gma (seg)? (Gree) (8,37) 


In (8,36) ist folgende Bezeichnung benutzt (vgl. § 5): 


+1 d 
1 Ay 
n@=5 | Plaga. 
eT 
By = VM + p+ p? + 2pp'a, (8,38) 


wobei P;,(x) die LEGENDREschen Polynome sind. Fir den Zustand 81), (7 = 1/5, 
1 = 0) hat man zu setzen k, = 0, k, = 1; fiir den P1,-Zustand ist k, = 1, 
k, =0; fiir den P; ,-Zustand k, = 1, k, = 2. Die Kerne ”7 sind von Null 
verschieden nur fiir die Zustande mit einem Gesamtdrehimpuls !/, also fiir 
die Zustande S:;, und P:,,. Das entspricht dem Umstand, da8 der Kern 7 
von einem ,,Absorptionsgraphen* herriihrt (siehe Abb. 9). Dabei ist in dem 
Zwischenzustand nur ein Nukleon vorhanden, das natiirlich im Schwer- 
punktssystem ruht und infolgedessen einen Gesamtdrehimpuls j = !/. be- 
sitzt. Aus demselben Grund ist der Kern N,7' nur fiir Zustande mit einem 
Isotopenspin !/, von Null verschieden. 

Wir wollen nun noch auf den physikalischen Sinn der Amplituden f (p) ein- 
gehen. Die oben benutzten Randbedingungen bedeuten, da lediglich die 
Amplituden des Nukleons mit positiver Energie und des Mesons mit positiver 
Frequenz einer aus dem Unendlichen einfallenden bzw. dorthin auslaufenden 
Welle entsprechen. Infolgedessen sind, wie ganz deutlich aus den Be- 
ziehungen (6,4) hervorgeht, die einfallende und die auslaufende Welle fiir die 
Amplituden der alten und der neuen TD-Methode identisch. Da aber das 
Quadrat der entsprechenden Amplituden der alten Methode den Streu- 
Querschnitt liefert, mu das auch fiir die Amplitude f(*.*) (p) gelten. 
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Die Gleichungen (8,35) fiir die Funktionen fy enthalten imaginire Koeffi- 
zienten. Mit Hilfe der Transformation 


57 PoHo C+) ( ey 
U;i = fii ifa+ *o Ey + Gi (8,39) 


kann man aber zu Gleichungen mit reellen Koeffizienten fiir die reellen 
| Funktionen us gelangen. Diese Gleichungen unterscheiden sich von (8,35) nur 
durch die Ersetzung der Gré8e f durch w und durch das Fortfallen des 
imaginéren Summanden in den Klammern. 

| Die Phase fiir die z-Mesonenstreuung an Nukleonen in einem Zustand mit 
» gegebenen Werten j, J, I wird, wie man leicht einsieht, durch die Formel 


4 2? Dy Wy Hy | ee 
a ET) ufir (po) (8,40) 


_ gegeben. Das Integralgleichungssystem, dem die Funktionen uss gentigen 
missen, laBt sich analytisch nicht losen, ebenso wie die Gleichungen fiir Meson 
und Nukleon in der ATD. AuBer dieser rein technischen Schwierigkeit stehen 
aber einer Untersuchung der Gleichungen fiir die Funktionen wu oder, was 
auf dasselbe herauskommt, der Gleichungen (8,35) auch ernstere Hinder- 
nisse im Wege. 

Zuniachst beschaftigen wir uns mit einem Mangel der behandelten Gleichun- 
gen fiir Meson und Nukleon, der sowohl in der alten als auch in der neuen 
TD-Methode auftritt. Wie in § 3 erwahnt wurde, fiihrt ein ,,Absorptions- 
graph“ in der ATD auf divergierende Ausdriicke. Dasselbe gilt auch im Fall 
der neuen Methode. Dies ergibt sich schon daraus, dai 7} genau identisch 
mit dem entsprechenden Kern der Gleichung der alten Methode ist. Praktisch 
ist die Renormierung der dabei auftretenden divergierenden Ausdriicke noch 
nicht gelungen. Eine soleche Renormierung ist jedoch offenbar im Sinne der 
in den Arbeiten (27—34) entwickelten Gedankengange tiber die Renor- 
mierung kovarianter Gleichungen mdglich. 

Ein anderer Nachteil der Gleichung (8,35) beruht auf dem eigenartigen Ver- 
halten der Matrix A‘'-. Die Determinante dieser Matrix hat fiir groBe Werte p 
im Fall hinreichend kleiner g? folgenden Wert: 


3g? 4 11g? 2 
Aw (1 Serer ») (1 — 39 2 5 In P). (8,41) 


16;, = —arctg 


322 


A kann also verschwinden; das gilt auch bei groBen Werten von g?. Mit 
wachsendem g? nimmt hierbei der Wert p ab, bei dem die Determinante 
gleich Null wird. Die gleiche Situation ergibt sich auch in der Naherung, in 
der alle Amplituden au8er a‘*>+) vernachlassigt werden (12). 

Das Verschwinden der Determinante A entspricht dem Auftreten zusatz- 
licher Pole in der GREENschen Funktion der Teilchen (13, 14), die keine un- 
mittelbare physikalische Bedeutung haben und jedenfalls auf das beschrankte 
Anwendbarkeitsgebiet der Naherungsgleichungen hindeuten. Man kann an- 
nehmen, da8 eine Beriicksichtigung der héheren Naherungen die GréBe A 
wesentlich beeinfluBt. Um dies zu klaren, ist aber eine besondere Unter- 
suchung erforderlich. 
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Infolge der genannten Schwierigkeiten ist es ebenso wie im Fall der ATD 
zweckmaBig, sich zunachst auf eine Betrachtung der Zustande zu be- 
schranken, fiir die der Operator 7' verschwindet, und auBerdem die endlichen 
Zusatzglieder, die von den Selbstenergiegliedern herrtihren, zu vernach- 
lassigen. Die Bedeutung einer solchen Naherung besteht in folgendem. Wie 
oben erwihnt (siehe § 1), 1ABt sich die TD-Methode gegenwartig nur dann in 
ihrer Giiltigkeit abschitzen, wenn man geklart hat, ob es geniigt, sich bei 
der Liésung des gegebenen physikalischen Problems auf eine geringe Anzahl 
virtueller Teilchen zu beschranken. Die erwahnte Naherung kann also zeigen, 
ob es im Fall der Streuung von z-Mesonen an Nukleonen tatsachlich méglich 
ist, sich auf die in der alten Methode betrachteten Naherung zu beschranken, 
oder ob das Ergebnis der Arbeit (6) rein zufallig ist. Numerische Rechnungen 
in einer Naherung, in der die Selbstenergieglieder vernachlassigt werden, 
lassen sich heute schon durchfihren. 


§9. Der Zusammenhang der TamM-Dancorr-Methode mit den 
kovarianten Methoden 


AuBer der TD-Methode wurde in den letzten Jahren eine andere Naherungs- 
methode zur Untersuchung der Gleichungen der modernen Feldtheorie viel 
beachtet, die ebenfalls keine Entwicklung nach Potenzen der Kopplungskon- 
stante benutzt. Es handelt sich um die Methode der Konstruktion angenaherter 
kovarianter Gleichungen vom Typ der BETHE-SALPETER Gleichung (96—98). 
Zunachst wurde eine kovariante Gleichung fiir zwei Nukleonen abgeleitet (96), 
spiter wurde die Methode auch auf das System Meson + Nukleon aus- 
gedehnt (18). AuBerdem leiteten mehrere Autoren ein unendliches System 
kovarianter Gleichungen sowohl fiir die GREENsche Funktion der Teilchen 
(99, 100, 103) als auch fiir die kovarianten Wellenfunktionen (101) ab, indem 
sie die Gleichungen vom Typ BETHE-SALPETER vVerallgemeinerten. Eine 
Abschneidung dieses Systems liefert ein angenihertes System kovarianter 
Gleichungen (99, 100—103, 108). Der Zusammenhang zwischen diesem 
Naherungssystem kovarianter Gleichungen und den Gleichungen vom Typ 
BETHE-SALPETER ist analog dem Zusammenhang zwischen der TD-Methode 
und den Gleichungen von LEVY-KLEIN (siehe § 2). 

In diesem Paragraphen beschaftigen wir uns kurz mit dem Zusammenhang 
der TD-Methode mit den kovarianten Methoden. Eine Untersuchung dieses 
Problems ist von groBer Bedeutung, da beide Methoden gewisse Vorziige be- 
sitzen, die einander erganzen. In der TD-Methode ist im Gegensatz zu den— 
kovarianten Methoden die Bedeutung der Wellenfunktionen vollig klar, und 
die Lésung des Gleichungssystems ist einfacher ; wie wir in den §§ 3, 7 und 8 
sahen, ergeben sich aber bei dieser Methode ernsthafte Schwierigkeiten bei 
der Renormierung der divergierenden GréBen, wahrend sich fiir die ko- 
varianten Gleichungen die Renormierung in allgemeiner Form durchfiihren 
laBt (104, 105). 

Mit der Frage nach dem Zusammenhang der beiden Methoden haben sich 
schon zahlreiche Autoren beschaftigt (22, 24, 101, 106, 107). Die meisten 
von ihnen betrachten aber das Problem der Gewinnung dreidimensionaler 
Gleichungen in der Naherung von LEVy-KLEIN aus den kovarianten Gleichun- 
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gen. Das Problem einer Herleitung eines Gleichungssystems vom Typ 
TAMM-DANCOFF aus dem kovarianten Gleichungssystem in_ beliebiger 
Naherung ist bis heute noch ungelést. Wir werden darum den Zusammenhang 
dieser Methoden in der niedrigsten Naherung am Beispiel der Gleichungen 
fiir zwei Nukleonen und fiir das System Meson + Nukleon behandeln. 

Die Gleichung fiir die GREENsche FunktionG (2, y; x’, y’)1) zweier Nukleonen 
in der niedrigsten Naherung ohne Beriicksichtigung der Selbstenergieglieder 
hat die Form (96): 


/ /, 1 / , 
G(x,y, x Y) = 7 SP (e —#) SP (y —y) + 


[ (Sp (% — %) TeVs5)6) (Sp (Y — Y) Vstx)™ Ap (X, — Y;) X 


J 


g? 
Dag 


XE (a, yey) dady. (9,1) 
Hierbei sind 8S, und A, die Ausbreitungsfunktionen fiir ein freies Nukleon 


bzw. ein freies Meson [vgl. § 2, Formel (2,7)]: die Indizes (1) und (2) geben die 
Nummer des Nukleons an. 


Abb. 10. 


Vom Standpunkt der Storungsrechnung beriicksichtigt die Gleichung (9,1) 
alle FEYNMANschen Diagramme vom ,,Leitertyp‘‘ (Abb. 10). 

Die Wellenfunktion w(x, y) fiir die beiden wechselwirkenden Nukleonen laBt 
sich mit Hilfe der GREENschen Funktion folgendermaf8en ausdriicken: 


y(a,y)=— fA (a, y5 2, 9') (ya) (Ya) yo (2, y') da’ dy’. (9,2) 


TS em 
| Di A cd 


Dabei ist yy (x, y) die Wellenfunktion fiir zwei freie Nukleonen. 


1) Die Greensche Funktion fiir zwei Nukleonen ist folgendermafen definiert (98): 
G(x, y3 x’, y’) = (Po, T [y(x) v(x’) vy) v(y’)] Po). 


Dabeiist y der HEISENBERGsche Feldoperator und ¥% der Zustandsvektor des Vakuums 
im HEISENBERG-Bild. 
20* 


284 W. P. Si1ttn und W. J. FAINBERG 


Aus (9,2) und (9,1) ergibt sich (96) als Gleichung fir y (z, y) 


2 " . 
y (2,9) = po (x y) + © J (Sp (% — a) Yst0) (Se (y — rn) Yt) X 

x Ap (2%, — 41) Y (4%, Yi) Id 1, (9,3) 
’ oder in der Differentialform 


a rane 0 pais ay’ 
(vm 55 + ee ) yp (x,y) = 


2 
= —F tysta) (vst) Ar (2 — 9) (2 9). (9,4) 
Die Lésung der Gleichung (9,3) kann man in der speziellen Form 
y (x, y) =e P* y (é) (9,5) 


hat | 

2 
gemeinerten Schwerpunktes“‘ bzw. die relativen Koordinaten der beiden 
Teilchen sind. Im Schwerpunktssystem ist 


P= (0, 0,0 W), 


ansetzen, wobei X = und ¢ = x — y die Koordinaten des ,,verall- 


wobei W der Energie-Eigenwert des Problems ist. 
Fir gebundene Zustinde ist W < 2 M, fiir die Streuung W > 2 M. Im ersten 
Fall ist in der Gleichung (9,3) wp (2, y)-= 0, da dieses Glied die freie Be- 
wegung der Teilchen darstellt (96). 
Wir beschranken uns auf den Fall der gebundenen Zustande und entwickeln 
wy (¢) nach den freien Lésungen: 
1 : : 

v (2) = apa | ue? (p) us? (P) y** (p) exp (ipl) dp. (9,6) 
Hierbei bezeichnen die Indizes ¢ und o die Lésungen der DIRAC-Gleichung 
mit positiven (€,0 = + 1) bzw. negativen (¢,o = — 1) Energieeigenwerten. 
Bringt man die Gleichung (9,3) mit Hilfe von (9,5) und (9,6) auf die Impuls- 
darstellung, so findet man 


% ig? PEI Ap (p —p' rae 
y = Zan | cee p) 7 ye (p') dp’. 
(*B» — ms — 2) (o#, Hess, 2) (9,7) 
Dabei ist 


Dee = Ue” (p) (Yate) us? (py; FS). = uP (—p) yet uo (— p’). (9,8) 


AuBerdem haben wir folgende bequeme Darstellung von Sy (p) benutzt: 


She 
BI 9) 


(9,9) 
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} Die dreidimensionale Funktion a (€) im Schwerpunktssystem definieren wir 
als (22, 96): 

a (&) = y (6, 0). > (9,10) 
In der Impulsdarstellung ist 


a? (p) = | y*? (p)dp. (9,11) 


Wie man leicht einsieht, 14Bt sich die Gleichung (9,7) nicht unmittelbar in 
eine Beziehung fiir a*? (p) tiberfiihren, da der Kern der Gleichung (9,2) von 
, abhangt. 

Eine soleche Reduktion ist nur angenahert méglich1). In der nullten adia- 
batischen Naherung, in der keine Retardierung beriicksichtigt wird, mu8 man 
anstelle von 4p in den Kern der Gleichung (9,7) die GréBe 


1 
err ae (p) dp, 


einsetzen. In diesem Fall ist die Abhangigkeit der Funktion y*? (p) von pp 
proportional zu 


Ws W\ 
(<z, — Dy — 3) (ox, + 2) — 5) , also 
As? (p, W) 


a at (p),. (9,12) * 
W W 
(eB ato S, (cz, Sk an =) 


ye? (p) = 


Der Proportionalitatsfaktor A*?’ stammt aus der Bedingung (9,11) und be- 
tragt (bei der Beseitigung der Pole kommt zu den Teilchenmassen noch ein 
negativ imaginires Zusatzglied hinzu): 


At (p, W) = beg (2 By — EW) (2 271). (9,13) 


Setzen wir (9,12) in (9,7) ein und integrieren iiber dp, und dj, so erhalten 
wir als Gleichung fiir a*° (p) in erster Naiherung (unter Beriicksichtigung des 
RiickstoBes) 


2 
(2H, — Wap = > aos | 


e’ 


dy’ 


Wp—p’ 


Dee Dee: Ke (p, p’) a (p’) (9,14) 
mit dem Kern 
€ , é SF é = 
Ke (p, p) = — (»—» + By + Hy — oOo W) (9,15) 
Wie wir sehen, ist in dieser Naherung?) 
a*- (p) = a~* (p) =0. (9,16) 
1) Falls man sich in dem Kern der Gleichung fiir a(p) auf Glieder von der GréBen- 


ordnung g? beschrankt. 
2) Der EinfluB der negativen Komponenten wird in (109) behandelt. 
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Vernachlissigen wir in (9,14) die Zusténde mit Nukleonen von negativer 
Energie, setzen also a~~ (p) = 0, so erhalten wir 


2 dv’ 
(—2#, + W) a** (p) = E i Z Te 


(2 x) Wp —p’ 
X (@p—p + Ep + Hyp — WY* a** (p’). (9,17) 


Diese Gleichung ist genau identisch mit der Gleichung (3,21) fiir zwei 
Nukleonen, die sich in der ersten Naherung der ATD ergeben hat. 

Vom Standpunkt der Stérungsrechnung besteht die Bedeutung der 
Naherung, durch die man von Gleichung (9,7) zu den Gleichungen (9,14) und 
(9,17) kommt, in folgendem. Die Gleichung (9,7) beriicksichtigt simtliche 
in Abb. 10 dargestellten Graphen. Jeder dieser Graphen ist 4quivalent n! 
(wobei n die Ordnung des Graphen ist) zeitlich geordneten Graphen (vom 
Typ der in den Abb. 1 und 2 dargestellten Graphen). Insbesondere kann ein 
Graph n-ter Ordnung einen geordneten Graphen enthalten, der einem gleich- 


Be re ee 


Abb. 11. 


zeitigen Vorhandensein von 7/2 virtuellen Mesonen entspricht. Vernach- 
lassigt man in der Gleichung (9,7) den Beitrag aller geordneten Graphen, die 
gleichzeitig mehr als ein virtuelles Meson enthalten, so kommt man zur 
Gleichung (9,14). Vernachlassigt man auBerdem noch die Moglichkeit einer 
Bildung virtueller Paare, so kommt man zu der Gleichung (9,17) oder ATD. 
Man kann [siehe (24, 101)] eine Gleichung vom Typ LEVY-KLEIN fiir a** (p) 
ableiten, die streng aquivalent der kovarianten Gleichung (9,7) ist. Der Kern 
dieser Gleichung stellt aber eine unendliche, im allgemeinen divergierende 
Reihe nach Potenzen der Kopplungskonstanten g? dar. 

Wir wenden uns nun der Gleichung fiir das System Meson + Nukleon zu. 
In diesem Fall liegen die Dinge etwas komplizierter, da man in der niedrigsten 
Naherung mehrere verschiedene Gleichungen fiir die Greensche Funktion des 
Systems Meson + Nukleon erhalten kann (18, 99, 102). Wir gehen aus von 
der Gleichung, die MARTIN und DESER (18) vorgeschlagen haben. Der Vor- 
teil dieser Gleichung besteht darin, da sie im Sinne der Stérungstheorie die 
endlichen Ketten von der Form der Abb. 111) beriicksichtigt, die zur Streuung 
bei einem Gesamtwert.des Isotopenspins J = 3/, den Hauptbeitrag liefern. 

In der niedrigsten Naherung hat diese Gleichung (ohne Beriicksichtigung der 
Selbstenergieglieder) die Form 


Ge (005 aC) = 5 bin Sp (@ — 2!) Ap (0 —0) + 


+E & | Se (2 — 21) (st) Sp (a4 — 2) (¥574) X 


1) Dies sind die sogenannten ,,isobaren Ketten‘‘. 


neues 
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X Gye (0203 1 CY Ap (ey —C) dx, dx, + 
a a Ess, (@ —2y) (75%) Sp (a — ®z) (Pst) X 
x Gy (225.24; © C) Ay-lrs =) da, dae. (9,18) 


Hierbei ist G;, (~¢; x’ ¢’) die GREENsche Funktion der Gleichung des Systems 
9 Meson + Nukleon?). 

/ Das erste Glied im Kern dieser Gleichung entspricht einer Absorptionskette, 
fdas zweite einer Emissionskette. 

tIm Gegensatz zu (9,2) hingt die Wellenfunktion 9, (xf) fiir das wechsel- 
i wirkende System Meson + Nukleon mit der GREENschen Funktion G;, (xf; 
Hx’ C) ee sta zusammen *): 


oi me | E a (403.0 OC) Va, al p(w, C)dx’dZ. (9,19) 


Boils = 00 


i Dabei ist gy? (x, y) die Wellenfunktion fiir das freie System Nukleon + Meson. 
| Die Gleichung fiir ¢; (x, y), die sich aus (9,18) mit Hilfe von (9,19) ergibt, hat 
| die Form 


| 
i 


GN) = Py (E50) =2 ays (x — 2) (V5 Ti) X 
j 
x Sp (#1 — 2X2) (¥5t;) Ap (x — C) Pj (%_%) day dry + 


2 
a oa a il Sp (" — 2) (V5T;) Sp (% — Xe) (Y¥5T:) Ar (x —¢)x 
) 
X Pj (y, %) day dae. . (9,20) 


Die Gleichung fiir das System Meson + Nukleon wird gewohnlich zur Unter- 
| suchung des Streuproblems benutzt. Der Ubergang zur dreidimensionalen 
' Gleichung fiir Meson + Nukleon wird daher am besten unmittelbar in der 
| Gleichung (9,18) fiir die GREENsche Funktion des Systems Meson + Nukleon 
ausgefihrt 3). 
| Gehen wir in (9,18) zur Impulsdarstellung tiber, so erhalten wir im Schwer- 


Gp, 1s Wie bn Op 8 @ —P) + 
+ 12 (p, W) S | {lysti) Se (P) (957) + 
7 
+ (¥5t) Srp tp) (Yt) Carlos > W)dp’... (9,21) 


1) Definitionsgema® ist 
Gin (ws, 2S") = (Mo, T Ly (x) v(x’) 94 (5) OM (6')] PM). 
*) Dieser Unterschied beruht darauf, daB die Wellenfunktion des Mesons einer Gleichung 
zweiter Ordnung geniigt. 
3) Der Ubergang zur dreidimensionalen Gleichung fiir die Wellenfunktion des Systems 
Meson + Nukleon 148t sich analog zu dem oben behandelten Fall zweier Nukleonen 
durchfiihren. 
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Dabei bedeuten p und p’ den Anfangs- und den Endwert des relativen Vierer- | 


impulses des Systems Meson + Nukleon; W ist die Gesamtenergie des 
Systems; P P tg? 
2 (p, W) = 8, (p+ 5) oe (»— 5); Aa 


Analog zur dreidimensionalen Wellenfunktion [vgl. (9,14)] wird die drei- 
dimensionale GREENsche Funktion durch die Beziehung 


Gin (DBs W) = | Giz (p, p's W) dp dp = 
= [Gi (p, p's W) dp, (9,22) 


mit Giz (p, Bs W) = [@ (p, p's W) dp 

gegeben. 

Auf Grund der gleichen Uberlegungen wie im Fall zweier Nukleonén finden 
wir fiir die erste Naherung 


Gir (p, Bs W) = 5 (Zep) 2 (p, W) (A. (p) (W — Bp — @) + 
+ A_(p) (W + Ep + p)) 7s Gix (P,P); W). (9,23) 


Ferner fihren wir die Projektionen der GREENschen Funktion gemaB der ver- 
schiedenen. Energievorzeichen ein: 


Eo , oA, W , 
Gif (p83 W) = SEP (wy — po +) Gav vs W), (0.28 
dabei kénnen € und o die Werte + 1 annehmen. Definiert man ferner 


Ge (p, ps W) = [ G° (p, p's W) apo, (9,25) 


so erhalt man auf dieselbe Weise wie im Fall zweier Nukleonen fiir G*¢ folgende 
Gleichung 


[W —& (Ep + wp)] Gix (p, p's W) = oe Oix Ac (P) V4 (2@p)? X 


, W—y,M 
d(p — eS foams 
ORT eae ee oe 10) (ip ae} 
MCE a) ” . A, 


Net 
A_.(p + Get (p” 
a Lae a =e Gx (P", Ps W) + 


Ey +p" Op + Wp 


+ ( A.(p+p’)  _—— A (p +p”) Ps 
By + Wp + Hye By yp + Wp + By 


GR ip pe w)| dp’. (9,26) 


ener 
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‘in der hier betrachteten Naherung [siehe (9,16)] ist 
Gp. Desi = GUD. p's: W):—= 0: (9,27) 


iy ernachlassigt man in (9,26) die Zusténde mit negativer Energie und fihrt 
wnstelle von Gjt die Streuamplitude 


(W — Ey =a Wy’) + uit (p, W) = 

a 
= 5 Git (p, W) (W — By — wp) — 6:48 (p — p') (2op)-4A, (P) 74 
Jein, so stimmt die Gleichung fiir u*++ genau mit der Gleichung (5,5) fir das 
“System Meson + Nukleon in der ATD iiberein. 
Die Gleichung (9,26) wurde in nichtrelativistischer Naherung in der Arbeit 
1 (110) abgeleitet. Das interessanteste Ergebnis dieser Untersuchung besteht 
idarin, da8 in dem Zustand mit IJ = 3/, und 1 = 5 (i Bahndrehimpuls) das 
¥ System z-Meson + Nukleon bei g? 2 13 und W — M — yu & 35 MeV einen 
i virtuellen Zustand mit einer Lebensdauer von etwa 10°? sec bildet, was 
) groBenordnungsmaBbig mit der Lebensdauer des A°-Teilchens tibereinstimmt?). 
) Die Rechnung ist jedoch zu grob und bedarf einer Verfeinerung. 
/ Zum AbschluB dieses Paragraphen befassen wir uns noch mit dem Zusammen- 
§ hang der Gleichungen (9,3) und (9,21) mit den entsprechenden Gleichungen 
) der NTD. 
/ Die Regel zur Umgehung der Pole bei der Integration iiber dp, in den 
) Formeln (9,11) und (9,22) ergibt sich aus der FEYNMANSchen Regel; zu den 
» Teilchenmassen kommt also ein negativ imaginares Zusatzglied hinzu. Wir 
) definieren neue dreidimensionale Funktionen fiir zwei Nukleonen und fir 
| ein Meson und ein Nukleon durch die Beziehungen (9,11) und (9,22), wobei 
} wir annehmen, daB bei der Integration iiber dp, zur GréBe W ein positiv 
) imaginires Zusatzglied hinzutritt?) (26). 
In der ersten Naherung haben dann die dreidimensionalen Gleichungen fir 
diese Funktionen, die sich aus den Gleichungen (9,3) und (9,21) ergeben, 
| folgende Form: 
im Fall zweier Nukleonen 


2 , 
[W—(e +o) Blow) =a 5 > ? dP pay 7, x 


(2 x) 6’, 0° 2 Wp —p’ 
: + 
éE 
ee ABs 9,28 


im Fall Meson + Nukleon 
(W — ey —owy) Gi (p, p's W) = ( ) bun. (p) 4 (Zep)? x 


; g A. (p) wy a es 
3 6(p — Pp’) Oo + (2x) aan im {a (t; T;) (Fe) x 


22 
a 


1) Siehe auch (111). 
2) Es handelt sich um die sogenannte Dysonsche analytische Fortsetzung (112). 
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x [Ge (p’, Yr; W) dp’ Pe. 
re | \Epspy + Ep + €8’ Bp —EW 


974 Wa (p + Pp’) ) 28 eth ” 
Gix Ps W)i dp’. 9,29 
ii oe aan (p’, ps W)) dp (9,29) 


Die Gleichungen (9,28) und (9,29) sind identisch mit den entsprechenden 
Gleichungen der NTD. 

Wir heben noch einen wesentlichen Unterschied zwischen den Gleichungen 
(9,3) und (9,21) einerseits und den Gleichungen (9,28) und (9,29) andererseits 
hervor. Erstens sind in den Gleichungen (9,3) und (9,21) nur die (+ +)- und 
(——)-Komponenten der Wellenfunktionen von Null verschieden, wahrend 
in den Gleichungen (9,28) und (9,29) alle Komponenten von Null verschieden _ 
sind. Zweitens treten in den Gleichungen (9,28) und (9,29) die sogenannten 
falschen Pole‘‘ auf (9)1). Das Vorhandensein solcher ,,falscher Pole“ in den. 
Gleichungen der NTD bedingt zusatzliche Schwierigkeiten bei ihrer Re- 
normierung. In den Gleichungen (9,3) und (9,21) treten keine ,,falschen Pole“ 
auf. 

Oben haben wir an den einfachsten Beispielen den Zusammenhang der 
Gleichungen vom Typ TAMM-DANCOFF mit den kovarianten Gleichungen 
vom Typ BETHE-SALPETER untersucht. Hierbei haben wir zwei wesentliche 
Einschrankungen gemacht: erstens haben wir in den kovarianten Ausgangs- 
gleichungen (9,1) und (9,18) die Selbstenergieglieder fortgelassen und zweitens 
‘haben wir uns auf die erste nichtverschwindende Naherung fiir diese 
Gleichungen beschrinkt. Durch eine Beriicksichtigung der Selbstenergie- 
glieder in den Gleichungen (9,1) und (9,18) kann man nach Ausfiihrung der 
Renormierung aus den kovarianten Gleichungen die dreidimensionalen re- 
-‘normierten Gleichungen vom Typ TAMM-DANCOFF erhalten. Durch das Auf- 
treten von Zusatzpolen in den renormierten Ausbreitungsfunktionen [siehe 
(10, 12)| wird aber das Anwendbarkeitsgebiet dieser Gleichungen (und zwar 
sowohl der kovarianten als auch der daraus hervorgehenden dreidimensio- 
nalen Gleichungen) stark eingeschrinkt. Eine Untersuchung der hierbei auf- 
tretenden Fragen ist heute zweifellos von gré8tem Interesse. 

Zum Schlu8 mochten wir sagen, daB die Mesontheorie zwar immer noch von 
einer vollstandigen quantitativen Beschreibung der Kernprozesse weit ent- 
fernt ist, daB man aber aus der qualitativen Ubereinstimmung zwischen den 
Voraussagen der Mesontheorie und den experimentellen Daten der Kern- 
physik die Hoffnung ableiten kann, durch den Aufbau zutreffender mathe- 
matischer Losungsmethoden fir die Gleichungen des Mesonfeldes (méglicher- 
weise in einem begrenzten Energiegebiet, etwa unterhalb Mc?) eine quantita- 
tive Theorie der Kernprozesse entwickeln zu kénnen (118). 


Ubersetzt von H. VOGEL 


1) Die ,,falschen Pole“ treten auf den rechten Seiten der Gleichungen (9,28) und (9,29) 
auf, wenn eins der Produkte ee’, oo’, eo’ oder ae’ gleich —1 wird. 


Die Tamm-DANcorF-Methode 291 


Literatur 


(1) I. J. Tamm, Journ. of Phys. 9, 445 (1945). 

(2) S. M. Dancorr, Phys. Rev. 78, 382 (1950). 

(,(3) W. A. Fock, Sow. Phys. 6, 425 (1934). 

(4) M. Cin1, Nuovo Cimento 10, 526 u. 614 (1953). 

| (5) H. Lenmann, Z. Naturforsch. 8a, 579 (1954). 

| (6) F. Dyson, M. Ross, EK. E. Satpeter, S. 8S. ScHwEBER, M. K. SUNDARESAN, 
; W. M. VisscuHeEr u. H. A. BETHE, Phys. Rev. 95, 1644 (1954). 

7) F. J. Dyson, Phys. Rev. 90, 994 (1953). 

(8) F. J. Dyson, Phys. Rev. 91, 421 (1953). 

9) F. J. Dyson, Phys. Rev. 91, 1543 (1953). 

0) W.P. SiLin, I. J. Tamn u. W. J. FaInBERG, Zurn. eksper. teor. Fiz. 29, 6 (1955). 
11) W. 

2) W. 

3) 


P. Srxin, Zurn. eksper. teor. Fiz. 27, 754 (1954). 
M. VisscHER, Phys. Rev. 96, 788 (1954). 

L. D. Lanpau, A. A. ABRIKosSSow u. I. M. CHALATNIKOW, Doklady Akad. Nauk 
SSSR 95, 497, 773, 1177 (1954); ibid. 96, 469 (1954). 
1(14) H. A. ABRIKossow, A. D. GALANIN u. I. M. CHALATNIKOW, Doklady Akad. Nauk 
| SSSR 97, 793 (1954). 
4(15) J. S. Frapxin, Zurn. eksper. teor. Fiz. 28, 750 (1955). 
§(16) L. D. Lanpau, I. J. POMERANTSCHUK, Doklady Akad. Nauk SSSR 102, 489 (1955). 
}(17) E. E. SALPETER u. H. A. BETHE, Phys. Rev. 84, 1232 (1951). 
(18) S. DEsER u. P. MartTIN, Phys. Rev. 90, 1075 (1953). 
§(19) J. ScHwInGER, Phys. Rev. 74, 1439 (1948); ibid. 75, 651 (1949); siehe auch den 
f Sammelband ,,Die neueste Entwicklung der Quantenelektrodynamik‘‘, IL Moskau 
1954. 
}(20) G. C. Wick, Phys. Rev. 80, 268 (1950); siehe auch den Sammelband ,,Die neueste 
Entwicklung der Quantenelektrodynamik‘’, IL Moskau 1954. 
/(21) A. I. AcHIESER u. W. B. BERESTEZKI, Quantenelektrodynamik, Gostechizdat 
Moskau 1953. 
) (22) M. Levy, Phys. Rev. 88, 72, 725 (1955). 
| (23) A. Kern, Phys. Rev. 90, 1101 (1953). 
| (24) W. Mackg, Z. Naturforsch. 8a, 594, 599 (1954). 
| (25) J. C. Taytor, Phys. Rev. 95, 1313 (1954). 
(26) P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford 1947. 
(27) 8. Fusrnt, Nuovo Cimento 10, 851 (1953). 
| (28) J. C. TAyLor, Nuovo Cimento 12, 148 (1954). 
(29) M. Levy, Phys. Rev. 94, 460 (1954). 
(30) T. Josuimura, Progr. Theor. Phys. 11, 224 (1954). 

(31) S. Curpa, Progr. Theor. Phys. 11, 494 (1954). 

(32) D. Iro u. H. Tanaka, Progr. Theor. Phys. 11, 501 (1954). 

(33) K. Isuipa u. A. TAKAHISHI, Progr. Theor. Phys. 11, 611 (1954). 

(34) R. Karpius, M. KIvELson u. P. MartTIn, Phys. Rev. 90, 1072 (1953). 

(36) J. Tam, W. P. SILin u. W. J. Farnsera, Zurn. eksper. teor. Fiz. 24, 3 (1953). 

(37) D. Baroncin1, Nuovo Cimento 10, Suppl. 296 (1953). 

(38) K. Nisuijrma, Progr. Theor. Phys. 6, 911 (1951). 

(39) T. Hamapa u. M. Sucawara, Progr. Theor. Phys. 9, 55 (1953). 

(40) K. A. BRUECKNER u. K. M. Watson, Phys. Rev. 90, 699 (1953). 

(41) K. A. BRUECKNER u. K. M. Watson, Phys. Rev. 92, 1023 (1953). 

(42) M. RupERMAN, Phys. Rev. 90, 183 (1953). 

(43) A. KLEIN, Phys. Rev. 89, 1158 (1953). 

(44) G. Eprr, Z. Naturforsch. 9a, 565 (1954). 

(45) I. Sato, Progr. Theor. Phys. 10, 323 (1953). 


292 W. P. SILIN und W. J. FAINBERG 


(46) E. A. PowEr, Nuovo Cimente 12, 323 (1954). 

(47) A. KLEIN, Phys. Rev. 91, 740 (1953). 

(48) A. KLeIn, Phys. Rev. 92, 1017 (1953). 

(49) A. Krern, Phys. Rev. 91, 1285 (1953). 

(50) A. KLEIN, Phys. Rev. 94, 195 (1954). 

(61) M. Cini u. S. Fusin1, Nuovo Cimento 10, 1695 (1953). 

(62) S. Tani, Progr. Theor. Phys. 12, 104 (1954). 

(53) N. Fuxupa, K. Sawapa u. M. TaKeTanl, Progr. Theor. Phys. 12, 156 (1954). 


(54) A. M. SESSLER, Phys. Rev. 96, 793 (1954). 

(55) D. S. TSCHERNAWSKI, Dissertation, FIAN 1955. 
(56) S. FuBin1, Nuovo Cimento 10, 564 (1953). 

(57) G. F. CHew, Phys. Rev. 89, 591 (1953). 


(58) J. S. BLarrE u. G. F. CHEw, Phys. Rev. 90, 1065 (1953). 

(59) G. F. CHEw, Phys. Rev. -94, 1748 (1954). 

(60) G. F. CHEw, Phys. Rev. 94, 1755 (1954). ? 

(61) G. F. CHEw, Phys. Rev. 95, 285 (1954). 

(62) G. F. CHEw, Phys. Rev. 95, 1669 (1954). 

(63) J. L. GAMMEL, Phys. Rev. 95, 209 (1954). 

(64) F. F. SALZMANN u. J. N. SNYDER, Phys. Rev. 95, 286 (1954). 

(65) K. Sawaba, Progr. Theor. Phys. 9, 455 (1953). 

(66) W. P. SiLtn u. W. J. FatnBerc, Uspechi fiz. Nauk. 50, 325 (1953). 

(67) Sammelband von Ubersetzungen und Berichten: ,, Probleme der modernen Physik“, 
Heft 8, IL 1954. 

(68) R. H. Daitz, Progress in Nuclear Physics 4, 95 (1955). 

(69) H. A. BETHE u. F. DE HoFFMANN, Phys. Rev. 96, 1100 (1954). 

(70) F. DE HorrMann, N. METROPOLIS, E. F. Atal u. H. A. BETHE, Phys. Rey. 98, 
1586 (1954). 

(71) K. BRUECKNER, Phys. Rev. 86, 106 (1952). 

(72) S. Minamt1, T. NAKANO, K. NisHij1ma, H. OKONOGI u. E. YAMADA, Progr. Theor. 
Phys. 8, 531 (1952). 

(73) I. J. Tamm, J. A. GOLFAND u. W. J. FAINBERG, Zurn. eksper. teor. Fiz. 26, 649 
(1954). 

(74) G. WENTZEL, Phys. Rev. 86, 437 (1952). 

(75) D. DRELL u. E. M. HENLEY, Phys. Rev. 88, 1053 (1952). 

(76) W. P. Stin, Zurn. eksper. teor. Fiz. 24, 389 (1953). 

(77) J. W. NowosHIiLow, Westnik LGU (Nachrichten der Leningrader Staatl. Univ.), 
Nr. 11, 47 (1954). 

(78) W. L. GinsBurG, Zurn. eksper. teor. Fiz. 12, 449 (1942). 

(79) I. J. POMERANTSCHUK u. W. B. BERESTEZKI, Zurn. eksper. teor. Fiz. 21, 1313 
(1951). 

(80) W. B. BERESTEZKI u. I. M. SCcHMUSCHKEWITSCH, Zurn. eksper. teor. Fiz. 21, 
1321 (1951). 

(81) I. ASHKIN, A. Stmon u. R. Marsuak, Progr. Theor. Phys. 5, 634 (1950). 

(82) F. J. Dyson, 8S. 8S. SCHWEBER u. W. M. VisscHER, Phys. Rev. 90, 372 (1953). 

(83) M. K. SunpaREsaN, E. E. SALPETER u. M. Ross, Phys. Rev. 90, 372 (1953). 

(84) H. A. BETHE u. F. J. Dyson, Phys. Rev. 90, 372 (1953). 

(85) Proceedings of the Third Annual Rochester Conference, Dez. 18.—20., 1952. 

(86) M. Ross, Phys. Rev. 95, 1687 (1954). 

(87) A. N. Mitra u. F. J. Dyson, Phys. Rev. 90, 372 (1953). 

(88) M. M. Levy u. R. E. Marsuak, Nuovo Cimento 11, 358 (1954). 

(89) N. Fuxupa, S. Goto, S. OkuBo u. K. Sawapa, Progr. Theor. Phys. 12, 79 (1954). 

(90) F. Ax1BaA u. K. Sawapa, Progr. Theor. Phys. 12, 94 (1954). 


- 


Die TaMM-Dancorr-Methode 293 


q (91) M. Cin1, G. Morpurco u. B. F. TouscHEek, Nuovo Cimento 11, 316 (1954); 


G. MorpurGo u. B. F. TouscHEk, ibid. 10, 1681 (1953); G. MorPuRGO, ibid. 11, 
103 (1954). 


2 (92) S. S. ScoweseEr, Phys. Rev. 94, 1089 (1954). 
) (93) J. C. Tayior, Phys. Rev. 96, 1438 (1954). 
) (94) A. Kietn, Phys. Rev. 95, 1676 (1954). 
| (95) B. Kursonoctv, Phys. Rev. 96, 1690 (1954). 
(96) E. E. SALPETER u. H. A. BETHE, Phys. Rev. 84, 1232 (1951). 
(97) J. ScHWINGER, Proc, Nat. Acad. Sci. 87, 455 (1951). 
» (98) M. GELL-Mann u. F. Low, Phys. Rev. 84, 350 (1951). 
(99) B. L. JoFFE, ae Akad. Nauk SSSR 95, 761 ee) 


pe) R. ARNOWITT u. Ss: Gaziorowicz, Phys. ia 95, 538 (1954). 
) (103) R. T. MaTTHEWS u. A. SALAM, Proc. Roy. Soc. 221, 128 (1954). 
) (104) J. S. Frapkin, Zurn. eksper. teor. Fiz. 26, 751 (1954). 


) (105) A. D. Gavanin, B. L. Jorre, I. J. PoMERANTSCHUK, Doklady Akad. Nauk 
SSSR 98, 361 (1954). 


) (106) B. Kursunoctv, Phys. Rev. 92, 1069 (1953). 

) (107) A. Kier, Phys. Rev. 94, 1053 (1954). 

) (108) K. Irasasut, Progr. Theor. Phys. 11, 227, 228 (1954). 

) (109) R. ARNow1TT u. S. Gastorowicz, Phys. Rev. 94, 1057 (1954). 

} (110) R. ARNowiTT u. S. DESER, Phys. Rev. 92, 1061 (1053). 

| (111) B. P. Nica, Phys. Rev. 98, 914 (1954). 

) (112) F. J. Dyson, Phys. Rev. 82, 428 (1951). 

1 (113) H. A. BETHE, Journ. Washington Acad. Science 44, Nr. 4, 97 (1954). 


Berichtigungen 


zu dem Bericht von H. STEINWEDEL, Teilchenbahnen in Zirkularbeschleu- 
nigern, Fortschritte der Physik 3, 271 (1955). 


_ §. 277, Formel (27): Im mittleren Ausdruck der Gleichung ersetze im Zahler 
@p durch w,/w’; auf der rechten Seite ersetze im Zahler w’ durch 1. 
Formel (28) und (29): Ersetze das tiber dem Bruchstrich stehende q’ 
durch 1. 


S. 278, Formel (34): Ersetze % = Wy, + BW, durch W = W,+ W,. 
Formel (36): Ersetze auf der rechten Seite der Gleichung den ersten 


Summanden 74 W, durch wa (W, Sige 
(60) Wo 


0 


S. 279, 1. Zeile von oben: Ersetze (32) durch (35). 
S. 281, Textzeile nach Formel (50): Ersetze dg durch dq. 


294 H. STEINWEDEL 


. 288, Formel (67): Auf der linken Seite ersetze 0 durch 6. 
Formel (69): Ersetze vy vor dem +-Zeichen durch v5. 


. 289, Formel (77): Ersetze aR yBy | = dg, durch eRiB | = Apo. 
0 0 


. 290, Formel (80): Die rechte Seite des Ausdrucks fiir P(n) ist mit dem 


Faktor 27 zu versehen. 
Formel (81): Ersetze 


. 0 8 
Wo (2K (n) + P() 5—R omy WP Mak 
0 Tr 
durch 
es 6 
W vo [ex + P(n)) WY? Kim) W2 na 1 Mw? 
0 ue 


Anmerkung !), 1. Zeile: Ersetze W,/w ) durch — W,/a. 


. 291, 5. Zeile von oben: Ersetze ,,einen‘‘ durch ,,eines“ und ,, Dampfungs- 


moment‘ durch ,, Dampfungsmoments“. 
Formel (84): Ersetze die geschweifte Klammer durch 


d Woo Wo 
te Os nee [oxi )+ P(n)) oe : § y, 
Anmerkung 1): Ersetze VK(n)W, durch VK(n 
. 295, Formel (103): Ersetze die 2te Zeile der Formel durch 


R2 (2K(n) + P(n)+1)W2—Wz 8 
° Me K (n) (W2 — W?) are 
Wk W? 


—W 


. 299, 22. Zeile von oben: Ersetze ,, Hinschieben ‘‘ durch ,,KinschieBen“. 
3. Zeile von unten: Ersetze ,,GRAFF‘ durch ,,GRAAFF“. 


. 303, unterste Formel: Der Zahler des Ausdrucks fiir P(n) muB lauten 


an o (1 —2n) - dq. 


0 


. 304, 5. Zeile von oben: Streiche die beiden Textzeilen von ,,Daraus 


folgb sists Dis {oust 


Formel (113): Ersetze rechts — Hot durch —— Eo. 
oF Sn 


. 305, 3. Textzeile tiber Formel (114): ersetze sin #) durch sin @. 
Formel (116): Ersetze rechts Y2 +1 durch V2 +4 1. 
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4%. 306, Formel (118): Ersetze die geschweifte Klammer durch 


fue _ Wr 


dt Mw 


w2 
; jexin + P() eK my t i} 


Formel (119): Ersetze die 2te Zeile der Formel durch 


Woo (2K (n) + P(n) + 1)W3 — K(n) W 
Wo K (n) (We — W;) 


Formel (121): Ersetze den 2ten Summanden der Formel durch 


Woo (2K (n) + P(n) + 1) Wi + K(n) Wi? 
Wo K (n) (Wy — W;) ; 


6. Zeile von unten: Im AnschluB an ,,... gedimpft‘‘. Fiige folgende 
Anmerkung ein: ,,Die Ausstrahlung bewirkt natiirlich noch eine zu- 
sitzliche Dampfung. 


||,,Fortschritte der Physik Bd. 4, 8. 297356, 1956 


Das optischhe Kernmodell*) 
Von F. M. MEDINA und G. SUSSMANN 


1. Die Compound-Kern-Theorie 


| In-den ersten Jahren der nach der Entdeckung des Neutrons méglich ge- 
' wordenen Quantentheorie des Kernaufbaus rechnete man zunachst stets 
— nach dem Vorbild der Elektronenhiille — mit nahezu individuellen 
| ,,Nukleonenbahnen“, d.h. man setzte die gesamte Wellenfunktion 
| W(r,,...,t4) des Kerns in erster Naherung gleich einem antisymmetrisierten 
1 Produkt von Einteilchenfunktionen g; (r,) mit i =1,..., A und y= 
1,..., A. Jeder Wahl der 9; (1) entspricht dabei ein bestimmtes mittleres 
_ Potential, in dem sich das Nukleon in der ersten Naiherung bewegt. Die 
| individuelle Wechselwirkung zwischen den Nukleonen wird als kleine Stérung 
/ betrachtet. Diese auch als Schalenmodell bezeichnete HARTREE-FockKsche 
Naherung wurde oft — wie in der Elektronenhille — durch weitergehende 
statistische Annahmen zu der THOMAS-FERMIschen Naherung spezialisiert. 
Dabei wird der Atomkern als ein stark entartetes Gemisch zweier FERMI- 
DrrAc-Gase behandelt, die sich in einem 4uBeren Kraftfeld befinden. Das 
mittlere Feld ist in guter Naherung durch ein Kastenpotential vom Radius 
R=r,A'!s mit r)9 = 1,4 - 10-13 cm gegeben; die Kastentiefe V) betrigt un- 
gefahr 30 MeV. Diese Einteilchen-Modelle waren besonders geeignet zur 
Diskussion der Bindungsenergien (J). 

In der Theorie der Streuung an Atomkernen (und der erzwungenen Kern- 
reaktionen) entspricht dieser Naherung das sogenannte ,,optische Modell‘ 
(2)—(5). Dabei nimmt man als erste Naherung an, daB der Kern auf das ge- 
streute (bzw. absorbierte) Teilchen durch ein mittleres Potential V°?*(r) 
wirkt, das mit dem Potential des Schalenmodells im wesentlichen tiber- 
einstimmen muB. Diese Vorstellung hatte sich bei der Behandlung der 
Streuung (bzw. Absorption) von Elektronen durch Atom- bzw. Ionenhiillen 
als sehr erfolgreich erwiesen. Die Streuung ist danach im wesentlichen auf 
einen von 1 verschiedenen (relativen) Brechungsindex fir die Materie- 


wellen zuriickzufihren: Kq) Tver) 
rE == t 

== SSS —- R thet 

n(r) i E ; (1,1) 


hier ist HE = #2k2/2m die Einfallsenergie!). Der Mehrkérper-Charakter des 
Problems wird dabei als unwesentlich angesehen. Insbesondere diirfen, 


*) Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung fiir theor. Physik in Oberwolfach, 


April 1956. 
1) Rein imaginares » (im Teilchenbild: negative kinetische Energie) bedeutet Total- 


reflexion; die ,,gebrochene‘‘ Welle klingt dabei exponentiell ab. Bekanntlich ist eine 
, total"-reflektierende Schicht nicht ganz undurchsichtig (Tunneleffekt), solange ihre 
Dicke nicht sehr groB gegen die Wellenliinge ist. 

21 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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wenn dieses Modell angemessen sein soll, die Kernreaktionen im Vergleich 
zur elastischen Streuung nicht zu haufig sein. 


Durch die Messungen von FERMI und Mitarbeitern (6) stellte es sich jedoch 
bald heraus, daB diese Bedingungen beim Beschu8 durch langsame Neutronen 
(E <1 keV) keineswegs erfiillt sind. Bei vielen verschiedenen Kernen fand 
man in den Einfangsquerschnitten als Funktion der Eimfallsenergie sehr hohe 
und sehr scharfe Maxima. Ihre Breite (J’ = 6#) betragt oft nur 0,1 eV, und 
ihre Hohe erreicht manchmal die GréB8enordnung von 10°? cm?, ist also 
~ 10000 mal gréBer als der geometrische Querschnitt (7 R*) des Kerns. Die 
Wirkungsquerschnitte fiir die (elastische) Streuung zeigen ahnliche Maxima: 
sie liegen bei denselben Energien und haben gleiche Breiten, sind aber bei 
den schweren Kernen meist viel niedriger (bis zu 1000mal). Diese ,,Reso- 
nanzen“ stellen offenbar einen typischen Quanteneffekt dar, bei dem der 
Wellencharakter des einfallenden Neutrons evident wird: die Wirkungs- 


querschnitte erreichen die GroBenordnung 2/?, wobei 274 = hly2 mE die 
DE BROGLIE-Lange der auffallenden Neutronen ist (4 = 1/k). BETHE (2) 
konnte zeigen, da das optische Modell prinzipiell in der Lage ist, Wirkungs- 
querschnitte dieser GroBenordnung zu erklaren; in drei Punkten zeigte sich 
jedoch ein krasser Widerspruch zwischen der Theorie und dem Experiment: 
t. Nach dem optischen Modell mtBte die Breite der Resonanzen die GréBen- 
ordnung 2A?k/mR haben. Da die Abstinde zwischen ihnen durch Ak ~ a/R 
bestimmt sind, erhalt man fiir die Energiebreite im allgemeinen die GroBen- 
ordnung h?/mkR? ~ 1 MeV. Die wirklichen Breiten I’ dagegen sind (im ganzen 
Bereich der R-Werte) oft um mehrere Zehnerpotenzen kleiner als dieser Wert. 
2. Es werden sehr viel mehr Resonanzen beobachtet als nach dem einfachen 
optischen Modell zu erwarten ist. 3. Nach der Abschaétzung von BETHE ist 
im optischen Modell der Wirkungsquerschnitt o, fiir den Einfang eines 
Neutrons (mit anschlieBender y-Emission) ungefaihr 2mal kleiner als der 
Querschnitt o, fiir die elastische Streuung; inelastische Streuung kommt 
bei diesen geringen Einfallsenergien natiirlich nicht vor. In Wirklichkeit ist 
aber o, fir schwere Kerne bis zu 1000mal gréBer als o, (6). 


Dieser Sachverhalt fihrte BOHR (7)—(9) dazu, das optische Modell (in seiner 
urspriinglichen einfachen Form) abzulehnen und an seiner Stelle die Theorie 
vom ,,Zwischenkern (compound-nucleus) aufzustellen. Danach sind bei 
den meisten Kernreaktionen alle Kernnukleonen wesentlich beteiligt. Das 
einfallende Teilchen verschmilzt mit dem beschossenen Kern und bildet den 
angeregten, metastabilen Compoundkern. Dessen mittlere Lebensdauer 
ot ergibt sich aus der Resonanzbreite J’ = 6H nach der HEISENBERGschen 
Unscharferelation 6 #6t X h fiir quasistationére Zustande. Aus der groBen 
Scharfe der Resonanzen folgt damit, daB die Lebensdauer des Zwischen- 
kerns sehr viel gré8er ist als die Zeit, die ein Kernnukleon zum Durchlaufen 
des Kernradius bendtigt (dt > Rm/h Ky = R/v) mit Vy = h? K?/2m =4mv2?). 
Das 1aBt sich nur verstehen, wenn man annimmt, daB die Anregungsenergie 
des Zwischenkerns (~ 10 MeV) auf viele Nukleones verteilt ist. Man muB 
dann so lange warten, bis sich die gesamte Anregungsenergie durch eine ,,zu- 
fallige statistische Schwankung“ auf einen Freiheitsgrad konzentriert; erst 
dann kann ein Kernteilchen oder cin y- Quant emittiert werden. Durch diese 
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“Annahme wird auch die relativ groBe Wahrscheinlichkeit fir den Einfang 
Jerklart: Fir die y-Ausstrahlung steht namlich die lange Zeit df ~ 10-4 sec 
“zur Verfiigung und nicht nur die Zeit R/v ~ 10-®? sec. 

Die Verhaltnisse im Kern sind also véllig verschieden von denen in der Hiille, 
wo alle metastabilen Zustande schon nach verhaltnismaBig kurzer Zeit durch 
| Emission von AUGER-Elektronen zerfallen. Dieser Unterschied hat folgende 


a 


i zwei Ursachen, die jedoch zum Teil nur zwei verschiedene Seiten derselben 


*Sache sind (10). 
) 1. Inder Atomhiille ist ein starkes CouLOMB-Potential — Ze? /r, fest vorgegeben; 
es spielt in der Dynamik der Elektronen eine vorherrschende Rolle. Die hin- 
i zukommenden individuellen Wechselwirkungen + ey/r,, haben auBerdem 
\ folgende merkwiirdige Eigenschaft: Die starken AbstoBungen fir kleine 7,,, 
i fallen wegen der Dreidimensionalitét des Raumes (Faktor r;, bei Inte- 
i grationen) nur wenig ins Gewicht; entscheidend sind die schwachen Ab- 
* stoBungen bei groBen Abstainden. Diese verhaltnismaBig schwachen Poten- 
) tiale hangen nicht sehr empfindlich von den Lagen der anderen Elektronen (1) 
| ab und kénnen demzufolge sehr gut durch ein mittleres Potential Vor'(ry) 
| approximiert werden. Die Atomhiille ist also ein ,,offenes‘‘ System: Das ein- 
i fallende Elektron hat nur geringe Wahrscheinlichkeit, eingefangen zu werden ; 
7 in den meisten Fallen bewegt es sich einfach so, als wire es in dem elektro- 
| statischen Feld, das durch den Kern und die (ein wenig polarisierte) stetige 
| Elektronenhiille erzeugt wird. Im Kern dagegen gibt es kein dominierendes 
) auBeres Feld; das Kernfeld wird erst durch die Kernbausteine selbst gebildet. 
' Zudem haben die spezifischen Kernkrafte (also ohne die relativ schwache 
CouLOMB-AbstoBung der Protonen) eine kurze Reichweite. Innerhalb dieser 
Reichweite, die gr6BenordnungsmaBig mit dem mittleren Nukleonenabstand 
im Kern ibereinstimmt, ist die Wechselwirkung zwischen den Nukleonen 
ziemlich heftig. Der Atomkern ist daher ein ,,geschlossenes System‘‘: Das 
einfallende Teilchen (n, p, a oder d) wird vermutlich fast stets eingefangen, 
und es bildet sich dabei ein langlebiger ,,warmer‘‘ Zwischenkern?) (,,Sand- 
sackmodell‘‘). Nach der Quantentheorie ist der Kern natiirlich (im Unter- 
schied zu einem klassischen Sandsack) nur fiir gewisse diskrete Energien des — 
Geschosses imstande, dieses einzufangen und damit einen langlebigen 
Zwischenzustand zu bilden; die Energie des Zwischenzustandes ist gequantelt. 
Allerdings sind diese ,,diskreten Energiewerte“ nicht ganz scharf, denn die 
dazugehérigen (quasistationéren) Zusténde haben eine endliche Lebens- 
dauer. Da die Termdichte mit steigender Energie stark anwachst, tiberlappen 
sich diese Energieintervalle bei héheren Einfallsenergien so stark, da man es 
dort auch praktisch mit einem Energiekontinuum zu tun hat. 
2. Zu ahnlichen Resultaten kommt man, wenn man die Krafte nicht im Orts- 
raum diskutiert, sondern vom Energiespektrum der eventuellen Einteilchen- 
bahnen ausgeht. Im Kern ist die Termdichte der Einteilchenbahnen in grober 


1) Die Verwendung des Temperaturbegriffes ist nur bei hohen Energien korrekt, wo die 
Quantenzustinde so dicht liegen, dafi stets viele gleichzeitig angeregt sind. Bei den 
niedrigen Energien (<1 MeV) wird im allgemeinen nur ein Zustand angeregt, so daf 
man héchstens in tibertragenem Sinne — um die Verteilung der Anregungsenergie auf 
viele Freiheitsgrade zu umschreiben — von einer Temperatur reden kann. 
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Naherung konstant; die Termabstinde werden zwar im Kastenpotential mit 
zunehmender Energie immer gréB8er, dafiir nimmt aber der Entartungsgrad 
(auf Grund der Drehsymmetrie) im Mittel zu. Im CoULOMB-Feld dagegen nimmt 
sowohl die Termdichte als auch die Entartung mit zunehmender Energie 
stark zu. Durch die Abschirmung wird dieser Effekt noch verstarkt, denn die 
potentielle Energie wird fiir die inneren Bahnen im Vergleich zu den auBeren 
stirker negativ als ohne die Abschirmung. Folglich wird eine bestimmte 
Anregungsenergie einer Atom- bzw. Ionenhiille im allgemeinen nur durch 
wenige Elektronenkonfigurationen realisiert sein konnen. Denn solche Kon- 
figurationen, in denen eine gréBere Zahl aiuBerer Elektronen gleichzeitig 
(schwach) angeregt ist, konnen als 4uBerst unwahrscheinlich ausgeschlossen 
werden. Im Kern dagegen gibt es sicher viele verschiedene Méglichkeiten, 
durch Anregung von wenigen Nukleonen ungefahr dieselbe Anregungsenergie 
(von der GréSenordnung 10 MeV) zu erhalten. Durch die relativ starke 
Wechselwirkung der Nukleonen werden diese vielen ,,ungestérten Terme“ | 
sehr stark miteinander kombiniert. Der ,,nukleonische AUGER-Effekt“ wird 
somit relativ unwahrscheinlich, denn ein Nukleon muB lange warten, bis sich 
alle Energie gerade bei ihm konzentriert hat. Die Lebensdauern der meta- 
stabilen Zustéinde werden sehr gro8 und sind im wesentlichen durch die 
elektromagnetische Ausstrahlung bestimmt. — Bei den ,,stabilen“ angeregten 
Zustinden unterhalb der ,.lonisierungsenergie“ sind die Lebensdauern durch 
die y-Ausstrahlung allein bestimmt. — Liegt die Einfallsenergie H zwischen 
zwei Resonanzenergien #* und #*+!, so kann sich ein metastabiler Zwischen- 
kern nach den Regeln der Quantentheorie nicht bilden. Der Kern benimmt 
sich dort voraussichtlich?) nahezu so wie eine harte (= vollig undurchdring- 
liche) Kugel vom Radius R, d. h. der Reaktionsquerschnitt o, verschwindet, 
und der elastische Streuquerschnitt o, wird fiir langsame neutrale Teilchen 
(kR <1), wie wir noch genauer sehen werden, gleich der Kernoberflache 
4x R*. Die Resonanzen dagegen zeigen durch ihre groBen Scharfen und Ab- 
stande an, daf viele Freiheitsgrade an ihrem Zustandekommen beteiligt sind. 


Die Form der Resonanzen wird in den meisten Fallen (falls DSI, wo D 
die Abstéinde der Resonanzen und J‘ihre Breiten sind) durch die bekannte Dis- 
persionsformel gut beschrieben, die von BREIT und WIGNER stoérungs- 
theoretisch abgeleitet worden ist (17), und zwar in enger Analogie zur op- 
tischen Dispersionsformel. Die Rechnungen sind von BETHE und PLACZEK 
(12) verallgemeinert worden, vor allem durch Beriicksichtigung des Zu- 
sammenwirkens mehrerer Resonanzen und des Drehimpulses. Wegen der 
starken Wechselwirkung im Kern ist jedoch die Anwendung der Stérungs- 
rechnung starken Bedenken ausgesetzt. In der Folgezeit bemiihte man sich 
daher um eine Herleitung der BREIT-WIGNER-Formel aus dem strengen 
S-Matrixformalismus (13)—(15). Wir referieren kurz diejenige Ableitung, die 
von der WEISSKOPFschen Schule ausgearbeitet worden ist (16) —(18). KAPUR 
und PEIERLS sowie der Schule von WIGNER gelang eine andere, strengere 
Ableitung, die zu einer Dispersionsformel mit unendlichen vielen Resonanzen 
1) Die Wellenfunktion des Neutrons mu8 im Kerninneren verschwinden, denn anderen- 


falls wtirde sich der starken Kopplungen wegen ein Compoundzustand bilden, was nach 
der Voraussetzung iiber H ausgeschlossen ist. 
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u etzt, streng giltig, enthalt aber unendlich viele unbekannte Parameter. In 
{ vielen Fallen lassen sich aber einzelne Resonanzen (s) in guter Naherung von 


squerschnitten und damit auch die Bestimmung der wenigen Parameter einer 
jEinzelresonanz moglich wird. Dazu gehért vor allem die Energie #* des 
sCompoundzustandes, seine Unscharfe [* und die VerzweigungsverhAltnisse 


T;,/I” und I;/I” fir die beiden Zerfallsarten des Compoundkerns, die zur 


felastischen Streuung bzw. zu einer Kernreaktion fiihren. Die Groen In /h 


fund I; /h sind die dazugehérigen sekundlichen Zerfallswahrscheinlichkeiten 
jund I", + I’; = I” ist (bis auf den Faktor 4-1) die reziproke mittlere Lebens- 
jdauer des Zwischenkerns. Die Reaktionswahrscheinlichkeit kann natiirlich 
(noch weiter unterteilt werden (Ly =D, + Lay + Dp + =- +), aber wir werden 
vuns hier nur fir den gesamten Reaktionsquerschnitt o, interessieren. Eine 
jnotwendige Bedingung fiir die Moglichkeit, in der WIGNERschen Formel eine 
einzelne Resonanz zu isolieren, ist J*< D*, wo D* der Abstand zwischen 
)benachbarten Resonanzen gleichen Drehimpulses und gleicher Paritat ist. 
‘Unter derselben Bedingung steht auch die Ableitung von FESHBACH. 
| PEASLEE und WEISSKOPF (16), die sofort zu einer ,,one level formula“ fiihrt 
| Dieser Ableitung wenden wir uns nun zu. Zuvor sei aber noch bemerkt, daB 
die Theorie natiirlich die einzelnen Resonanzenergien H* und die dazu- 
gehorigen Breiten J” = I; + I; nicht voraussagen kann; dariiber kénnen 
nur statistische Aussagen gemacht werden. Besonders wichtig sind die 
Angaben der Theorie tiber den zu erwartenden Mittelwert der ,,relativen 
Neutronenbreiten I%,/D’*. 


2. Allgemeine Streutheorie 


Wir werden uns im folgenden auf ungeladene einfallende Teilchen (also auf 
Neutronen n) beschranken. Bei den geladenen Teilchen tiberwiegt némlich die 
fiir die eigentliche (die ,,innere“) Kernphysik nicht sehr interessante RUTHER- 
FORD-Streuung., Wir vernachlassigen auch den Spin des Neutrons und 
des Zielkerns, weil sonst die Ausdriicke sehr viel uniibersichtlicher werden, 
ohne daB sich wesentliches andert. Auf die Winkelverteilungen werden wir 
nur am Rande eingehen. Wir interessieren uns ferner nur fiir den elastischen 
Streuquerschnitt (o,=o,) und den gesamten Reaktionsquer- 
schnitt (¢, =o, +6, +0,+...), verzichten also auf eine Unter- 
scheidung der verschiedenen erzwungenen Kernreaktionen (einschlieBlich 
der inelastischen Streuung). Dann kommt es nur auf das Diagonalelement NE 
der Streumatrix an. Diese ist durch die Wellenfunktion gz (r) des gestreuten 
Neutrons (im Schwerpunktssystem) folgenderma8en definiert: 


co 


1 
pe Vad Vib e768), 
i=-0 ai (2,1) 


w= U_ — NU, 
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mit willkiirlichen Koeffizienten c’, von denen aus Zweckmabigkeitsgrinden 
der ,,geometrische“‘ Faktor Vx 4 21+ 1 7+! bereits abgespalten ist. Die 
Up und es sind ein- bzw. auslaufende Wellen, d.h. Lésungen der radialen 


Wellengleichung 
d (i + 1) 1 ¢ 
|- gat - #4] ue) =0 (2,2) 
(k? = 2 mE/h?) mit dem asymptotischen Verhalten 


ie ett (kr—Ia/2) (2,3) 
fiir r> oo. Die dadurch eindeutig definierten Funktionen sind, bis auf einen 


Faktor Yr, halbzahlige Zylinderfunktionen (24), lassen sich also durch die 
, elementaren‘‘ tranzendenten Funktionen leicht ausdriicken: 


ws. (r) = + irkhi (rk) (2,4) 
1 a 
: Ne (ieee Sa yah “9 @ Aas 
mit hj (2) — - Ai, ifs (z) = 2 ( - i) ie ; (2,5) 
und hp =i tin, “Hes J, -in, ~ 


Insbesondere ist u. = e+'*", Nach der Theorie der Zylinderfunktionen (25) 
gilt fiir reelle x in aller Strenge die Ungleichung |hj ()| = 1/#. Ferner 
sind die hj (und damit auch die wu.) fiir alle positiven Argumente konjugiert 
komplex zueinander; dies folgt tibrigens sofort aus (2,3) zusammen mit der 
Tatsache, daB die Differentialgleichung (2,2) reelle Koeffizienten hat. Aus 
dieser folgt auBerdem (durch einfaches Ausdifferenzieren), daB die WRONS- 
KIsche Determinante w',u_—wu,u’_ von r unabhangig ist, nach (2,3) also 
= 21k. Wir erhalten somit (fiir alle /) die streng giiltigen Aussagen 


up =u, well, Sra, wu) = — ke (2,6) 


Fir sehr groBe und sehr kleine Argumente gelten nach der Theorie der 
Zylinderfunktionen folgende Abschatzungen: 


ye E Hn fla f de (Vee —#} 


- fir rkS1 
u(r) = Ve —l(l+1)r2/Vk 
igh be every a Hoe (rk) : 
(rh See ah 00.8 Skea LE! 
(2,7) 


Die Naherung fiir den Wellenteil (rk S> 1) stimmt genau mit derjenigen iiber- 
ein, die die W.K.B.J.-Methode liefert (25). Im Limes rk—> oo erhalten wir 
natiirlich wieder die Definition (2,3). An der Stelle rk = Vitti ijbel+ae 
~ | haben die betrachteten Zylinderfunktionen einen Wendepunkt, denn das 
Fliehpotential 427 (J+ 1)/2mr? ist dort ebenso groB wie die Einfallsenergie 
h?k?/2m, so das die kinetische Energie verschwindet. Es ist der klassische 
Umkehrpunkt [rmin = h& (1 + 4)/hk ist der sog. StoBparameter], falls die 
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s<ernkrafte auBer acht gelassen werden. In den ,,inneren Bereich‘ (r < 1/k) 
kann das Neutron also nur mit Hilfe der Kernkrafte oder durch Tunneleffekt 
uringen. Fiir rk </ geniigt es, in der Potenzreihenentwicklung der BESSEL- 
bzw. der NEUMANN-Funktion nur das jeweilige Hauptglied zu beriicksich- 
yigen. — Aus ,,physikalischen Griinden‘‘ (SOMMERFELDsche Ausstrahlungs- 
pedingung fiir die Sekundarwellen) muB in (2,1) der Betrag von 7 kleiner 
der gleich 1 sein. 

{Die Gleichung (2,1) gilt selbstverstandlich nur fiir r => R, wobei der Kern- 


stunktion ®, (t,,..., ty, t) des Gesamtsystems ist dort ein (antimetri- 
msiertes) Produkt aus (2,1) mit der ungestérten Wellenfunktion des Zielkerns. 
‘Genau genommen ist Gl. (2,1) im Schwerpunktsystem zu lesen, d. h. t ist 
der Ortsvektor des einfallenden Neutrons relativ zum Schwerpunkt des 
sZielkerns. Entsprechend ist hk der Betrag des Relativimpulses und EH = 
\h?k?/2m die ,,relative Kinfallsenergie, wobei m = m, A/(A + 1) die redu- 
«zierte Neutronenmasse ist. Fiir die Konfigurationen mit r < R verliert g (r) 
ssehr bald seinen Sinn; ® wird sehr viel komplizierter als ein antimetrisiertes 
Produkt, vgl. (9, 17). Die Partialwellen u!(r) sind im Innengebiet (r < R) 
ivermutlich nur ein kleines Stiick weit (ungefahr) definiert. Man mu8 damit 
jrechnen, daB sie in der Nahe des Kernmittelpunkts ihren Sinn vollkommen 
iverlieren. Das gilt um so mehr, je weniger gut das optische Modell ist. 
(Mit der so definierten Streuamplitude 7 berechnen sich die gesuchten 
Wirkungsquerschnitte (vgl. Anhang) zu 


o,= do; 6? =n 22 (214 1)[1 —y! 2 
1=0 


oo (2,8) 
6, = Yo; o? =a 2? (214 1) (1 — ||). 
1=0 
‘Der totale Wirkungquerschnitt o, =o, +6, ist demnach 
Gy == pins ol” = wf? (21 + 1)2 Re (1 — 7). (2,9) 
a) 


‘Im Unterschied zu o) und o? hangt of? von 7! nicht quadratisch, sondern 


nur linear ab. Das wird fiir die weiter unten vorzunehmenden Mittelungen 
von Bedeutung sein. Man sieht, daB || <1 Adquivalent ist mit of” = 0. 
‘Setzt man also 

n! = 0! exp (— 216’) = exp (— 2764), 
so werden bei Abwesenheit von Kernreaktionen die Phasenverschiebungen 
6, = 6' + iilogo’ reell, und man erhalt die bekannte Formel 


oa? = 4072 (21 + 1) sin? 6!. 


Ist dagegen o, > 0, so gilt Sm 6 < 0 baw. 0’ < 1, und man behalt fiir 
den elastischen Streuquerschnitt einen etwas komplizierteren Ausdruck. 
Die Amplitude 7 1é8t sich nun nach einer elementaren Rechnung durch die 
am Kernrand berechnete logarithmische Ableitung von uw und uw, = u* 


~ ore 
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und durch die Phase von u,(R) ausdriicken (18). Diese Formeln gelten | 
fiir alle Werte r > R, Wir setzen insbesondere r = FR, und zwar deshalb, weil — 
die logarithmischen Ableitungen der Partialwellen uw’ am Kernrand r = R' 


zur Information iiber den Zustand des Compoundkerns besonders gut ge- 


eignet sind. Das liegt an der Stetigkeitsbedingung, der die Wellenfunktion p 


am Kernrand (mit seinem gro8en Potentialsprung) geniigen mu8. Dabei 
geht wesentlich ein, dai der Kernrand (r = &) gut definiert ist. Wir fiihren 
also die GroBen 


Ral Rouge Bs eh we sid 
Lat Ry fa Foie = fF (2, ) 
ein und setzen wie tblich’) 
44.(.B). = ets exp (+ 70) (2,11) 
Vw 


mit reellem dz und Vw. Die GréBen f:, dg und w sind (bei vorgegebenem 
R und k) wohl bekannt: Nach (2,4) und (2,5) ist 


hi (Rk) ji (Rk) 
Rk 
hy (Rk) (Rk) (2,1) 
und = + = (RA)? [hi (RE)? = (RE) [j? (RE) + nF (RE) = 1, 


Ww 


denn die j; und 7, sind fiir reelle Argumente reell. Die unbekannten Parameter f 
dagegen enthalten die gesamte fiir uns wesentliche Information itiber den 
Compoundkern, denn es gilt, wie man leicht nachrechnet, 


A eep(a oe ae ee : (2,13) 
f rae f + 

Die Groen he und 6, sind durch die bekannte. ,,iuBere Kernphysik“ be- 
stimmt, die Groen f! dagegen durch die zu untersuchende ,,innere Kern- 
physik“*. Die verschiedenen Modelle fiir die Kernreaktionen unterscheiden 
sich demnach im Ergebnis nur durch die verschiedenen aus ihnen folgenden 
Ausdriicke fiir die logarithmischen Ableitungen is der Neutronenwellen am 
Kernrand. Wegen §m/, = — Smf_> 0 und |y| <1 muB Ymf <0 sein. 
Wenn f reell ist, gibt es keine Reaktion. Die Phasen dz = arc wy, (R) 
diirfen natiirlich nicht mit den Phasenverschiebungen 6 = — i arc 7! ver- 
wechselt werden. Im Resonanzgebiet (Rk < 1) nehmen die 26! alle Werte 
zwischen —z und + az an und andern sich rasch mit der Energie”), wahrend 
die 26. iiber einen relativ weiten Energiebereich hin positiv und nahe bei 0 
bleiben. Die 6: sind namlich die Phasenverschiebungen fiir die Streuung 


1) In ao Literatur findet man hiufig die Bezeichnung ie = Al + is! mit reellem A? 
und s‘, 


*) Auf jedes neue Resonanzniveau (s) kommt eine volle Umdrehung von 7 um den Null-_ 


punkt im komplexen Hinheitskreis, vgl. (2,13) mit Abb. 3. 
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m einer harten Kugel vom Radius R; denn fiir solch eine Kugel mu 
(2) = 0 sein, also f = oo und somit 7 = exp (—2id,), da ja die f,. 
‘endlich bleiben. 


eAus den Naherungsausdriicken (2,7) ergeben sich, wie man sofort sieht, 


Vi-i(4+1)/Re<1 = firl< Rk 


w! = (Rk)! 2 : (2,14) 
lise oral <! fir! SS Rk 

and 
; Rk—11 asi binlV ett ced tackle i far I< Re 
2 ) 
= Rk “(a P (2,15) 

PAI 1 3. 5 (27) <1 firlS Rk 
jsowie > 


| “ata X — 5 £1 REF TUF 1) 4 i Rk fiir 1< Rk 


21+] 
| (tia “ap wz —l fir I> Rk 
. (2,16) 
(Fir die s-Welle (J = 0) gilt nach (2,4) und (2,5) streng: 
w=1, d= Rk of, = “4tRE: (2,17) 


“Nach (2,6) ist allgemein und in aller Strenge 
Sitjs=— if] =k (2,18) 
wobei das. letzte Gleichheitszeichen nur fir die s-Welle gilt. 


Setzt man (2,13) in (2,8) ein, so erhalt man nach einigen einfachen Umfor- 
mungen 


: of) =m 42 (21+ 1) |A' + BP 
oS) =a A? (21 + 1) |B? 
mit 
A = exp 2760p — 1 (2,20) 
und 5 cake ly ei aN A (2,21) 


Pipers agian 
Die elastische Streuung besteht also aus zwei kohirenten Bestandteilen: der 
,auBeren Streuung® mit den Amplituden A und der ,,inneren Streuung* 
mit den Amplituden B,. Die Amplitude A ist im Unterschied zu B, und B, 
unabhiangig von f und damit auch von der Wah! des Kernmodells. Sie gehort 
ganz der 4uBeren Kernphysik an und hangt somit lediglich vom Wert 
des Kernradius R ab. Und zwar ist sie genau gleich der (totalen) Streu- 
amplitude einer harten Kugel vom Radius R; aus f = oo folgt namlich 
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B, = B, =0. Die Amplitude B, dagegen gehort wesentlich der inneren 
Kernphysik an. Sie entspricht einem ProzeB, bei dem das einfallende 
Neutron in das Kerninnere dringt, einen zusammengesetzten Kern bildet 
und ihn dann mit der gleichen Energie wieder verlaBt. Im Unterschied zu A 
hat B, ebenso wie B, bei kleinen Einfallsenergien hohe und scharfe Maxima. 
Die Aufteilung A + B, ist natirlich nur in dem MaBe sinnvoll, in dem der 
Kernradius R wohldefiniert ist. Die Méglichkeit, die bekannte 4uBere Streu- 
amplitude A abzuspalten, beruht wesentlich auf der kurzen Reichweite 
der Kernkrafte. 

Solange Rk < 1 ist (also fir EH < 1 MeV) kann die auBere Streuung leicht 


abgeschatzt werden: Nach (2,15) ist dann némlich ldn| < 1, also A! ~ 2idp. 


£=4| £23 | £22 | £27 


Abb. 1. Zu einem einfallenden Teilchen mit der. Drehimpulsquantenzahl / gehért korrespondenzmaBig 
der StoBparameter h Vu + D/Ak= (2 st 4)a. Der dazugehdérige geometrische Querschnitt ist 74&*(21+1)- 
Der Faktor 1 — | 7! |? in GI. (2,8) kann also als eine Art ,, Absorptionsvermégen*“ des Kerns fiir Teilchen mit 
dem Drehimpuls 4 Vi (l+1) angesehen werden und entsprechend | 7! |* als eine Art ,,Reflexionsvermégen“‘ 
oder ,,Albedo‘‘. Die (mit den Amplituden — 7!) vom Kern ,,reflektierte’‘ Streuwelle interferiert mit der 
(mit den Amplituden 1) ,,vorbeiziehenden‘* Primarwelle; daher der Faktor-|1 — 7! | in Gl. (2,8). 


Wegen 62 =kR und | On| < Rk/V2l + 1 fir] > 0 tragt fast nur die s-Welle 
bei: Die Streuung der harten Kugel hat demnach ungefahr den Querschnitt 
A? | A°|? — 4x R?. Fiir kleine Energien ist also der ,,auBere Streuquerschnitt< 
nahezu gleich der Kernoberfliche. 

Nun betrachten wir noch den gesamten Wirkungsquerschnitt of bei be- 
liebigen Energien, aber groBen Drehimpulsen: 1S Rk. Nach (2,17) und 
(2,14) sind dann alle drei Amplituden (A’, Bi und Bi) im allgemeinen sehr 


viel kleiner als Rk/V 21 ied so daB o) <4 R? wird. Daf die Drehimpuls- 
quantenzahl bei | ~ Rk einen kritischen Wert annimmt, zeigt auch eine 
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einfache halbklassische Uberlegung: Ist der Drehimpuls f/ gréBer als hk - R, 
so kann das Neutron nach der klassischen Bahnvorstellung die Kernober- 
fliche nicht berithren (der StoBparameter ist > R, s. Abb. 1). Man erwartet 
daher korrespondenzmaBig, daB o fir 1 > Rk gegen x R? vernachlassigt 
werden darf. Ausnahmen kénnen nach (2,21) nur dann eintreten, wenn der 
,,Resonanznenner® f — f, extrem klein wird. Man erhalt dann hohe, aber 
auBerordentlich schmale Resonanzen, die mangels entsprechend feiner Auf- 
losungsfahigkeit nicht festgestellt werden kénnen (26). Die ,,Intensitaten“ 
dieser Resonanzen, d. h. die Integrale / dEo(£), sind nimlich wegen der 
Kleinheit der ,,Resonanzziahler‘‘ nur sehr gering. 

Die GréBe w! = | uz (R)|-? nennen wir im Anschlu8 an BLATT und WEISS- 
KOPF (18) Durchdringungsfaktor (penetration factor); sie ist naimlich 
ein Ma& fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der es dem Neutron gelingt, entgegen 
der Fliehkraft die Kernoberfliche zu erreichen. Um das einzusehen, stellen 
wir uns vor, das Kernpotential nehme am Kernrand plétzlich sehr groBe 
negative Werte an, so daS die Wellenfunktion u(r) bei r = R 
einen groBen Sprung in der Wellenzahl erfaihrt: k > kK Sk mit KR > 1. 
Um storende Interferenzen zu vermeiden, nehmen wir einfachheitshalber an, 
daB es im Kerninneren nur eine einlaufende Welle gibt (e—‘K’), aber keine 
auslaufende. Die Neutronenwelle werde also im Innern des Kerns vollstandig 
absorbiert. Dem entspricht die logarithmische Ableitung 


f= ORK: 


Dieser Ansatz beansprucht natiirlich nicht, die Wirklichkeit richtig wieder- 
zugeben; er soll nur zur Erlauterung der GréBe | w, (R)|-? dienen. Wir setzen 
dieses f in (2,13) ein und berechnen das Reflexionsvermégen R! = |7’|2 
bzw. die Durchlassigkeit (transmission coefficient) T! = 1 —|7'|?. 
Fiir die letztere gilt: 1 —|n|? = |B,|? = 4 mf - Smf_|f — f,|-?. Der Ima- 
ginarteil von f, kann nach (2,16) gegen den von f vernachlassigt werden. 
Wir behalten also nach (2,18) den Ausdruck 


Bete Sat We ee w. (2,22) 


j Paes ; 
(RK)? + (Re f,)? K 


Hier ist der erste Faktor im wesentlichen gleich dem bekannten Durch- 
lassigkeitskoeffizienten 4k/K eines Potentialsprungs mit K Sk. Die Ab- 
weichung von dem Wert 1°=4k/K kann man darauf zuriickfiihren, daB dem 
Potentialsprung das ortsabhangige Fliehpotential h?/ (1 + 1)/2mr? tiber- 
lagert ist, vgl. Abb. 2. Der andere Faktor, w! = | aw! (R)|-2 <1, ist demnach 
im wesentlichen die Wahrscheinlichkeit, mit der es dem Neutron gelingt, die 
Zentrifugalbarriere zu durchdringen und an die Stelle des grofen Potential- 
sprunges zu gelangen. Fiir k2?</ (J+ 1)/R® wird w! nach (2,14) sehr 
klein gegen 1 und kann als eine Art ,,GaMow-Faktor der Fliehkraft* 
aufgefaBt werden. — Es mag auf den ersten Blick tiberraschen, da der 
Durchdringungsfaktor gleich dem reziproken Absolutquadrat des Quo- 


tienten : ; 
u.,. (R)/ws (00) 
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ist, vgl. (2,3); er ist um so kleiner, je groBer die Wellenfunktionen Ww, 
am Kernrand sind. Dieses Anwachsen von |w}, (R)|? mit wachsendem Flieh- 
potential #27 (J + 1)/2mr? bedeutet jedoch korrespondenzmaBig nur, da die 
abnehmende Radialgeschwindigkeit die Tendenz hat, die relative Aufent- 
haltswahrscheinlichkeit in Kernnihe zu vergréBern. Es kommt aber letzten 
Endes nicht auf uw, oder wu. an, sondern auf u = u_—7w., und dieses nimmt 
am Kernrand mit wachsendem / ab; die Wellen u, und w_ interferieren sich 
in immer stérkerem MaBe gegenseitig weg. Man tiberzeugt sich leicht, daB 
die Durchlassigkeit T nicht davon abhangt, in welcher Richtung das Neutron 
die Kernoberflache zu durchdringen versucht. 


\ AU(L+y) 


Al) /2mr? 
2m? 


Caen 


Abb. 2. Die Fliehkraftbarriere und der groBe Potentialsprung bei r= R. Bei der Berechnung des Durch- 

ldssigkeitskoeffizienten (2,22) ist die Fliehkraft im Kerninnern (gestrichelte Linie) vernachlassigt worden. 

Ferner wurde einfachheitshalber die ,,Reflexion‘‘ bei r = R auBer acht gelassen; es fehlt also die auslaufende 
Welle, und die einlaufende kann fiir r< FR ungestért bis — co laufen. 


Um die inneren Amplituden (2,21) eingehender diskutieren zu kénnen, liegt 


es nahe, fiir die Neutronenwelle im Kerninneren nahe der Oberflache folgenden 
Naherungsansatz zu machen: 


ass Ka (Bate AC pe ik Ora) | (Pte oR (2,23) 
Dabei wird man den Realteil von K! am Kernrand gleich 


Vi? + K2—1(l + 1) R? 


setzen dirfen, denn im Kerninneren hat die kinetische Energie des 
einfallenden Neutrons bei Beriicksichtigung des Fliehpotentials den 
Wert E + Vy —h?1 (1 + 1)/2mr?. Der Imaginarteil von K! ist sicher nicht 
negativ, denn die Neutronenwelle wird in der Kernmaterie absorbiert und 
nicht etwa verstirkt. Aus demselben Grund (der beschossene Kern ist im 
Grundzustand) ist sicher |0',| < | @1|. Also 
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Ky =K(1 + ix), ©,/C_ = e' e-2, 
wohbei x>0, ¢q=0 (2,24) 
| ist, und 
K! — VK3 +k? —1 (1 + 1) R? 
mit K, =V2mV,/h2, R=1,A'!. Gee. 


Dabei sind die GréBen K’ und z’ (ebenso wie x! und q’) natiirlich reell. Die 
Formel fiir die Wellenzahl K’ zeigt, daB der Ansatz (2,23) bei hohen 
Drehimpulsen (1 > RK, = 10) falsch wird. Fiir nicht zu hohe Einfalls- 
energien (k < Ky oder H < 30 MeV) sind deren Beitrige zu den Wirkungs- 
querschnitten jedoch, wie wir auf S. 306 gesehen haben, nur gering. Der durch 
die WEIsskopFsche Schule (18) vorgeschlagene Ansatz (2,23) bis (2,25) ist 
sehr plausibel; eine néihere Begriindung konnte jedoch bisher nicht gegeben 
werden. Allzu hohe Genauigkeitsanspriiche wird man an ihn natiirlich nicht 
stellen. Fir die (dimensionslos gemachte) logarithmische Ableitung erhalt 
man daraus 


f = — kK oe im) tg (z ic 7q); (2,26) 


denn u = 20_e'* e-% cos [K (1 + 7x) (r — R) + (z+7%q)]. Hierin hangt die 
Phase z' sehr empfindlich von der Einfallsenergie # ab, wahrend von drei 
anderen Parameter K’, x’ und qg’ angenommen wird, daB sie nur schwach 
energieabhangig sind. Falls die Dimpfungskonstanten x’ und q’ nicht zu 
groB sind, laBt es sich wahrscheinlich machen, wenn nicht sogar allgemein 
und streng beweisen, daB die Phasen z! mit E monoton anwachsen: 


¢(E) > 0. (2,27) 


Dies ist eine allgemeine Eigenschaft der SCHRODINGERschen Wellengleichung 
und driickt im wesentlichen nur die Tatsache aus, daB sich die radialen 
Knotenflachen einer Wellenfunktion mit zunehmender Energie (bzw. Wellen- 
zahl) nur nach innen verschieben k6énnen. 

Der Ansatz (2,26) ist nun in (2,21) einzusetzen. Wir verzichten auf die Wieder- 
gabe des Ergebnisses, denn mit (2,24) bis (2,26) ist bisher nur wenig aus- 
gesagt: f 14Bt sich trivialerweise immer auf die Form (2,26) bringen. Wenn 
man die Giiltigkeit der Quantenmechanik fiir die Kernphysik voraussetzt, 
ist der Ansatz (2,25) fir K! (#, A) die bisher einzige nachpriifbare quantita- 
tive Behauptung. Wir geben dafiir eine numerische Abschatzung: Mit 


fj = 134-10-% em und Vy—42 MeV 


wird RK, = 2,0: A%. Wir werden dies oft als eine Zahl behandeln, die 
groB ist gegen 1/x oder sogar gegen 1. Der Wert fir V, ist etwas grdRer 
als der bei der Diskussion der Bindungsenergien meist angenommen; 
er hat sich aber bei der Behandlung der Streuprobleme gut bewahrt. Damit 


ist also 
RK Z RK, ~2,0-A4S1> 1/2. (2,28) 
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Die Abschitzung K > Ky, ergibt sich daraus, daB die hohen Drehimpulse 
(lS> Rk) nur wenig zu den Wirkungsquerschnitten beitragen. — Die andere 
wichtige Behauptung, die mit dem Ansatz (2,25) implizit ausgesprochen ist, 


SINZ 
COSZ 
tgz 
tlgz tloz 
7 
fosz |, Sinz ) Cfosz |X Sinz 


\s- 7 ESYY FY +3 E 


i AVA AAG Scie aie 
i / Ney es wis ed I he Sor 


Abb. 3. Die Wellenfunktion « hat am Kernrand im wesentlichen den Wert cos z; ihre Radialableitung u 
1m wesentlichen den Wert — sin 2; die logarithmische Ableitung u’/u~ f ist also bis auf einen Faktor ~ —tgz. 


Die Phase z(Z) nimmt mit der Energie monoton zu; ihre Ableitung 2 ist von der GréBenordnung 2/D. 


besagt, daB die mit der Energie schnell und monoton anwachsende Phase 
z'(H) eine verhaltnismaBig glatte Funktion von E ist, s. Abb. 3. 
Wir fihren fiir spater die Nullstellen ZH’ von RK tgz + Re f, ein. Mit z°= 2 (HB?) 


usw. gilt also: 2* = — are tg (Re f?/RK°). (2,29) 
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§Die rechte Seite andert sich nur langsam und in wohlbekannter Weise mit FE 
(bzw. Es); fir 1 = 0 verschwindet sie nach (2,17). Die durch (2,29) definierten 
Energiewerte E's werden sich als identisch mit den Resonanzenergien (der 
“betrachten Prozesse) herausstellen. Ist D! der mittlere Abstand zwischen 
en Resonanzen, so besagt unsere Annahme iiber den Charakter der Funk- 
witionen z' (HZ), daB ihre Ableitungen 2’ (H) stets von der GréBenordnung 
z/D' sein sollen. Dabei interessieren wir uns besonders fiir den Wert 2!* 
tder Ableitung an den Resonanzstellen H = H*. Wir nehmen also an, daB 
ifolgende Abschatzung méglich ist: 


spy) oe 
OS De (2,30) 


‘Dabei ist der ,,Termabstand‘‘ D” folgendermaBen definiert : 
pe (H? +} — E*—}), (2,31) 


‘In dieser Definition ist, ebenso wie in (2,29), vorausgesetzt, daB sich die 
*Intervalle E* — E*-! und E**+! — E* nicht zu stark voneinander unter- 
i scheiden. Andernfalls mute fiir D* vielleicht ein etwas anderer Wert an- 
“ genommen werden. Die Relation (2,30) ist als Gré8enordnungsbeziehung 
) sicher erfiillt. Im statistischen Mittel tiber viele Resonanzen gilt sie, wie 
) sich zeigen wird, um so genauer, je besser die BoHRsche Annahme von der 
Undurchliassigkeit des Kerns gegen Neutronen erfiillt ist. 


| 3. Die Resonanzstruktur (16)— (18) 
| 


' Um zur Resonanzformel zu kommen, miissen wir uns vor allem auf die 
i langsamen Neutronen beschranken: kR<1 bzw. HE <h?/2mR?~ 
10 MeV/A*/s~1 MeV. Bei den hodheren Energien liegen die Terme des 
' Compoundkerns so dicht und ihre Breiten sind so gro8, da& der Begriff der 
' Resonanz seinen Sinn verliert. Die andere wesentliche Annahme ist, daB die 
Absorption der Neutronenwellen im Kern relativ schwach ist: 
x’ < 1 und q’ <1. Dies la&t sich damit begriinden, daB es bei kleinen Einfalls- 
energien fiir den Zwischenkern nur wenige Zerfallsméglichkeiten gibt, von 
_ denen die Reemission des absorbierten Neutrons im allgemeinen besonders 
wahrscheinlich ist. Die Wahrscheinlichkeit, im Verlauf einer ,, Bahnperiode“ 
(R/v ~ 10-2 sec) anders als durch Reemission zu zerfallen, mu8 klein 
sein. Fur die (bei den niedrigen Energien besonders wichtige) y-Emission 
ist das sicher der Fall, denn deren Zeitkonstante ist — theoretisch wie ex- 
perimentell (78), (27) — betrachtlich groBer. Die Wahrscheinlichkeit fiir die 
Emission eines langsameren Neutrons (n’ + y) oder anderer Kernteilchen 
ist noch viel geringer. Diese Feststellungen stehen keineswegs im Wider- 
spruch mit der Tatsache, da fiir die niedrigen Resonanzenergien, wenn also 
# gleich einem der £’ ist, o, bedeutend gr6Ber sein kann als o,; denn in 
diesem Fall bringt das eingefangene Neutron sehr viele Kernperioden im 
Compoundkern zu. Wir haben demnach die Bedingungen 


RkE<i, x<1,q<1 (3,1) 
fiir die Giiltigkeit der BREIT-WIGNER-Formel. 
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Der Imaginirteil von f ist also nach (2,26) im allgemeinen klein gegen RK. 
in vielen Fallen wird er sogar klein gegen 1 sein. Ebenso ist der Imaginarteil 
von f, = f* nach (2,16) héchstens von der GroéBenordnung Fk, also klein 
gegen 1. Die Amplituden (2,21) kénnen daher in schmalen Energiebereichen 
relativ hohe Betrige annehmen. Die Maxima liegen offenbar an den durch 
(2,29) definierten Stellen H*. Im Falle der s-Wellen 148t sich das leicht 
anschaulich erklaren: z (EH) ist Null, d.h. fir die Energiewerte H = H® 
hat die Wellenfunktion am Kernrand eine praktisch verschwindende Radial- 
ableitung, vgl. Abb. 4 (am Kernrand befindet sich ein ,,Wellenbauch‘‘). Die 
Neutronenwelle hat also bei diesen Energien eine ausnahmsweise groBe Wahr- 
scheinlichkeit, den starken Potentialsprung am Kernrand (k < K) zu itiber- - 
winden und in das Kerninnere zu dringen. 
Nach dem Vorgang von FESHBACH, PEASLEE und WEISSKOPF (16) ent- . 
wickeln wir Stef nach Potenzen von H — E* und vernachlassigen die : 
quadratischen und héheren Terme. In der ohnehin kleinen und nur langsam . 


E 


a) 


Abb. 4. Die Neutronenwelle in der Nahe der Kernoberflache fiir 2 = 0 und fiir eine Energie a) zwischen 

zwei Resonanzen und b) in der Nahe einer Resonanz. Im Kerninnern verliert de: Begriff der (individuellen) 

Neutronenwelle mit zunehmender Entfernung von der Oberflache immer mehr seinen Sinn. Fiir die Scharfe 

und Deutlichkeit der Resonanzen ist es, wie man sieht, wesentlich, da& die Wellen innen und auBen sehr 
verschieden lang sind (K > &). 


.veranderlichen GroBe mf begniigen wir uns sogar mit der nullten TAYLOR- 
Naherung, d.h. wir behandeln x und q als (sehr kleine) Konstanten. Ebenso 
ko6nnen wir die Ableitung von K nach E vernachliassigen, denn k? < k?. 
Damit erhalten wir fiir die logarithmische Ableitung folgenden Ansatz: 


f= (L-+ ie) Rept + f-(B — BY) +i fo (3,2) 
mit : f* = — RK [1 + (Ref /RK*)2] «2. (3,3) 


Wir bezeichnen diese Vereinfachung von f als die lineare Niherung. Nach 
BLATT und WEIsSKOPF, (18) wird eine Naherung dieser Art, die mit der 
,,Methode der gestorten Randbedingungen“ (28), (29) identisch ist, als ,,linear 
approximation method“ bezeichnet. Sie ist natirlich nur dann sinnvoll, 
wenn die Energie-Intervalle, in denen (3,2) wesentlich benutzt wird, klein 
sind gegen die Abstande D* zwischen benachbarten Resonanzen. Wir kommen 
auf diese Frage weiter unten noch einmal zuriick, vgl. (3,15). 
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(3,4) 


q owie | eee Nei oy (3,5) 


nur naherungsweise mit dem (komplexen) Wert der Ableitung 0//0 # an der 
*Stelle H = E* iibereinstimmt. Damit erhalten wir, wenn wir die Energie- 
‘abhangigkeit von /, als geringfiigig vernachlissigen: 

A hb Tree 
B = => 2 ta ° ? By a “ : c Z 
(FE —#)+i%ir" (EB — #*) +1178 2.8) 


Setzt man dies zusammen mit (2,20) in (2,19) ein, so entsteht die BREIT- 
) WIGNER-Formel fiir eine Einzelresonanz: 

icles 
(EF —E*)+i4I" 


oa) = wl? (21 + 1) |(exp2idg—1) + 


‘ibe be ae 
Lee (ls) 


of = wd? (214+ 1) 


| Fiir spater vermerken wir noch das dazugehérige Streumatrixelement. 
| Einsetzen von (3,2) bis (3,5) in (2,13) ergibt 
as ee 


n= exp (—2184) [1 LB) fan: (3.8) 


/ Fiihrt man dies in (2,8) ein, so entsteht natiirlich wieder die BREIT- WIGNER- 
' Formel (3,7). — DaB die J", und I’; positiv?) sind, folgt nach (3,3) und (2,27) 
| mit (2,18) bzw. mit (2,24) und Nef, = —/1 Ss 0. 

_ Man bekommt etwas genauere Formeln, wenn man die Energieabhangigkeit 
| vonf, nicht vernachlassigt (30). Die Parameter E*, J} und J™ sind dann durch 
die Variablen 


_ Ref, — fief: 


BY = i (3,9) 
pees f° 
DX ; ; : 
Rnd pee ae je iol is (3,10) 


1) Bei Abwesenheit von Kernreaktionen, also fiir reelle /, kann man streng beweisen, 
da8 0f/0E < 0 ist fiir alle endlichen f. Dies hingt mit der sog. Kausalitatseigenschaft 
der SCHRODINGER-Gleichung zusammen, vgl. FuBnote 4) auf 8. 333. Fiir komplexe f 
ist eine entsprechende einfache Relation nicht bekannt. Insbesondere nimmt z. B. 
der Realteil von f an den,,Antiresonanzstellen‘‘ sicher mit der Energie zu; das ent- 
spricht der sog. anomalen Dispersion in der Optik. Bei nicht zu grofem $m f wird 
man aber annehmen kénnen, daB Ref an den Resonanzstellen mit # abnimmt. 
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zu ersetzen. Die Energieabhangigkeit dieser GroBen ist durch die duBere 
Kernphysik gegeben und wohl bekannt, vgl. (2,12). Da diese Korrekturen 
(fir nicht zu niedrige Energien) relativ klein sind, kénnen wir sie fir unsere +} 
Zwecke auer acht lassen!). Fir die ,,Neutronenbreiten‘ ge haben wir 
nach (3,3), (2,18) und (2,30) und mit Benutzung des Durchlassigkeits- . 
koeffizienten (2,22) folgende Abschaitzung 

D* Ds 4k? 


Pia alter ee 
n Qn Qn Ks 


(3,11) | 


Fiir die ,, Absorptionsbreiten* 4 be erhalten wir entsprechend 


ARPT 4 5 SARL Ds 
yY— a eee 2 wa 4 “ 12 


Die letzte Abschatzung folgt aus der plausiblen-Annahme, daB gq die Gréfen- 
ordnung von xRK nicht wesentlich unterschreitet [vgl. die Definition (2,23) 
und (2,24)] zusammen mit der Beziehung (RK)? > 1, die aus (2,28) abgelesen 
werden kann. — Die Formel (3,11) legt nahe, eine ,,reduzierte Neutronen- 
breite‘‘ y;, einzufiihren, in welcher der die 4uBere Kernphysik enthaltende — 
Faktor kw! bereits abgespalten ist. Man setzt 


I, = 2k Rw’ - yn (3,13) 
bzw. y, = —1/ fs und hat damit die Abschatzung 
De 1 LP 
Vie (3,14) 


aRK* 1+ (/R K)2 aRK’ 


fiir die innere Kernphysik. DaB Ref. ~ 1 < RK* gesetzt werden darf, ergibt 
sich daraus, daB fiir die héheren / bereits der Ansatz (2,23) unbrauchbar 
wird und auBerdem die Wirkungsquerschnitte vernachlassigbar klein werden. 


Wir diskutieren nun kurz die Energieabhingigkeit der Wirkungsquerschnitte 
(3,7). Dabei kénnen wir uns auf die s-Welle beschranken, denn die GAMOow- 
Faktoren der héheren Drehimpulse sind nach (2,14) wegen Rk < 1 auBer- 
ordentlich klein. Eine sehr einfache Form haben die Resonanzlinien des 
Reaktionsquerschnittes; beim Streuquerschnitt dagegen hat man die 
Interferenzen der ,,inneren“‘ oder ,,Resonanz-Streuung* mit der ,,auBeren“ 
oder ,,Kugel-Streuung’ zu beachten. Weit auBerhalb der Resonanz ist 
[EEE Di weal | Seal, RARE ST Rk =), Avo 
(3,11), (2,22) und (2,28), und somit |B,| << |A| <1. Der Maximalwert von 
|B,| fir H = EH ist dagegen ~ 2J"},/I"’. In vielen Fallen, vor allem fiir die 
leichteren Kerne (A‘ < 41) und nicht allzu niedrige Energien ist dies von 
der Gré8enordnung 1, also sehr viel gréBer als |A| = 2. Rk. Man erhalt folg- 
lich eine hohe und schmale Resonanz, die aus dem ,,Untergrund“‘ o, ~ 42 R? 


1) Die Proportionalitait von IY mit & fiir kleine Geschwindigkeiten, vgl. (2.18), ist aller- 
dings bei der Ableitung des 1/v-Gesetzes fiir den Neutroneneinfang wesentlich: Nach 
(3,7) ist im Limes verschwindender Einfallsenergie 6, ~ 0) ~ 42. I’ ~ 1/v. Ent- 
sprechendes gilt fiir den Streuquerschnitt. ; 
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usragt; ihr Maximum betragt © 424? (,/I')?. Da I’ >0 ist und 
26x =2Rk< x, wirken die beiden Amplituden A und B, in gleicher oder 
ntgegengesetzter Richtung je nachdem, ob E gréBer oder kleiner als E® 
‘ai vgl. Abb. 5. In vielen Fallen, vor.allem fiir die leichteren Kerne 
t/) < 80) und nicht zu hohe Energien, ist nun die reduzierte Neutronenbteite 
+= I’,,/2 6% (bei s-Wellen) bedeutend gréfer als die halbe Resonanzbreite 


= =i(l;, + I7), denn 6) = Rk < 1. Dann liegt das Minimum der Streu- 


4xX?(F5/15)? 


40 AT Te/(r 5)? 


4x R? 


gases & E 
bb. 5. Der elastische Streuquerschnitt of und der Reaktionsquerschnitt o? fur s-Neutronen (qualitativ). 


1 dem gewdhliten Beispiel ist I’: > = 3:1. Fir die mittelschweren Kerne ist im allgemeinen 
Rae Ty, fiir die schweren dagegen Bee Tne 


itensitat |A + B|? = (262 +1", /(E —E°’+iiI")|? in der Nahe des 
inergiewertes HS — y*, und der Minimalwert von o?) wird sehr viel kleiner 


ls 47 R. 

fit Hilfe der reduzierten Neutronenbreite y‘) kann auch die Brauchbarkeit 
er ,,linearen Naherung (3,2) fiir s-Wellen bequem diskutiert werden. 
uBerhalb des durch |Z — E’| < y, definierten Energieintervalls ist naim- 
ch |f| nach (2,30) und (3,14) gréBer als ~ 1, denn Ref ist fiir s-Wellen 
leich Null. Nach (2,17) wird dort also |B,| kleiner als ungefahr 2Rk und 
omit die ,,innere Streuung“ 2? |B,|? kleiner als der Untergrund z /? |A|? = 


»* 
: 
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— 47R?, Bei der Beschreibung der Resonanzen kann man sich also i. 
wesentlichen auf dieses Intervall |Z — E*| <i, beschranken. Nach (2, 
und (3,14) ist nun 

Vn < i (3,1 


so daB man den Ansatz (3,2) als gerechtfertigt ansehen kann. Fiir den 
aktionsquerschnitt und fiir die héheren Drehimpulse gelten némlich analo 
Uberlegungen. Weit auBerhalb des Intervalles |Z — E*| < y, wird man 
BREIT-WIGNER-Formel natiirlich nicht anwenden diirfen. In vielen Fall 
(besonders bei den leichteren Kernen) ist I} <J"}, also I” ~ I"), so dal 
nach (3,13) wegen Rk < 1 die Intervallange 2y,, immer noch viel grofer i: 
als die Resonanzbreite I”°. 

In der Tat gibt die BREIT-WIGNER-Formel (3,7) mit ihren wenigen Par 
metern die gemessenen Wirkungsquerschnitte oft erstaunlich gut wiede; 
Als Bestatigung der Compoundtheorie kann insbesondere gelten, daB di 
Maxima von o, bei denselben Energien liegen wie die Maxima von o;, un 
daB auch die Halbwertsbreiten tibereinstimmen. 


4, Die Grobstruktur 


Nicht ganz so gut ist die Ubereinstimmung fiir die GréBe des Streuques 
schnittes zwischen den Resonanzen. Nach Ausweis der Experiment 
weicht dort o, =o oft betrachtlich vom theoretischen Wert a? (20k: 
= 47 R? ab. Der Vergleich zwischen Theorie und Experiment wird besonder 
einfach im Limes H 0, wo o, gegen einen endlichen Grenzwert 42a 
strebt1). Die dadurch definierte Streulange a laBt sich leicht messen. Da 
Vorzeichen von a macht sich bei der Interferenz von Streuwellen mehrere 
Kerne im Molekiil oder Kristall bemerkbar (genau genommen nur das re 
lative Vorzeichen fiir zwei verschiedene Kerne, aber man kann annehmer 
daB die weitaus meisten Kerne ein positives a besitzen). Nach dem Experi 
ment ist nun a zwar durchaus von der GroBenordnung R, aber bei den meiste: 
Kernen ist das gemessene a vom theoretischen Wert (~ R) wesentlich ver 
schieden; in einigen Fallen hat man sogar ein negatives a festgestellt. Be 
sonders interessant an diesen Messungen ist die Tatsache, daB man es nich 
nur mit individuellen Fluktuationen von a zu tun hat, sondern daB die ge 
messenen Werte offenbar eine glatte Funktion der Massenzahl A sind 
s. (66), (67). Der Verlauf dieser Funktion a(A) legt nahe, anzunehmen, da! 
die Neutronenwelle bei H = 0 unter dem EinfluB eines Kastenpotentials mi 
dem Radius R = 7,A'/s und einer konstanten Topftiefe V, steht. Fir di 
Parameter Vor; erhalt man nach FoRD und BOHM (66), wie erwartet, di 
GroBenordnung 50 MeV - barn. Dies ist ein erstes Anzeichen dafiir, dal 
das optische Modell (entgegen der urspriinglichen Bourschen Annahme 
doch nicht vollig ausgeschlossen werden darf. Natiirlich miissen bei seine 
Wiedereinfiihrung (,,auf héherer Ebene‘) die alten Bourschen Argument 
genau beachtet werden. 


1) Vgl. den ice Absatz des 8. Abschnittes, S. 344. 
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achst ist zu iiberlegen, wo die Ableitung der Resonanzformel fiir o, eine 
(tke hat, die eine Modifikation erméglicht. Wir gehen von folgender nahe- 
Sender Frage aus: Wo geht in die Ableitung von (3.7) oder (3.8) ein, daB R 
i kleinste r-Wert sein muf, fiir den die spezifischen Kernkrafte ver- 
‘dwinden? Warum kann nicht dieses # durch einen beliebigen Radius 
a> R ersetzt werden? Darauf ist zu antworten: Die ,,Oberflache‘‘ 7 = R 
‘Gdadurch ausgezeichnet, daB das ankommende Neutron dort einer starken 
‘Haft ausgesetzt ist, die seine kinetische Energie um ein sehr hohes Viel- 
hes ihres Ausgangswertes vergroBert. Das legt nahe, anzunehmen, da} 
id lineare Approximation (3,2) fiir die am Kernrand gebildete logarith- 
sche Ableitung der Wellenfunktion besonders gut erfiillt ist. Man sieht 
Tenfalls sofort: Ist die lineare Naherung fiir w_(R)/uwz(R) so gut erfiillt, 
#3 (3,8) fiir viele Resonanzen eine ausreichende Approximation ergibt, so 
% sie fir w,(R’)/uz(R’) im allgemeinen nur schlecht erfiillt, denn die 
‘ge und Gestalt der Resonanzlinien kann durch den rein formalen Uber- 
‘ag von #& zu RF’ natiirlich nicht verindert werden. Wir haben mit WEISS- 
OPF angenommen, daf die Phase z der Neutronenwelle im Kerninnern 
igefihr linear mit # anwiichst. Daraus folgt wegen des starken ,,Ver- 
jirkungsmechanismus‘‘ K — k an der Kernoberfliche, daB die Phase z’ der 
utronenwelle im AuBenraum sehr ungleichmafig mit der Energie zunimmt. 
) der Nahe der Resonanzenergien H* ist die Zunahme z’ auBerordentlich 
‘irk, zwischen den Resonanzen dagegen verhaltnismaBig schwach. Ersetzt 
an nun F& durch R’ (> R), so nimmt jetzt bereits die ,,innere“‘ Phase z 
ngleichmaBig mit der Energie zu; man sieht insbesondere, daB die Ab- 
hatzung (2,30) mit wachsendem FR’ immer ungenauer werden muB8. Diese 
ngleichmaBigkeit ist offenbar rein kiinstlich hineingetragen und hat nichts 
it der Natur des Streuprozesses zu tun. 

amit drangt sich aber die Frage auf, wie gut die zugrunde gelegte Annahme 
},30) von der ungefahr gleichmaBigen Zunahme der ,,echten‘‘ inneren Phase 
'E) in Wirklichkeit erfiillt ist. Es kénnte ja sein, da8 die Wirkung des 
ptischen Modells u. a. gerade darin besteht, den Verlauf dieses z(Z) in einer 
estimmten Weise systematisch zu veriindern. Wir werden sehen, da diese 
‘ermutung zutrifft. 

m Zusammenhang damit steht folgende Moglichkeit, den durch (3,8) bzw. 
3,7) gegebenen formalen Rahmen in einfacher Weise zu erweitern: Im 
laherungsausdruck (3,8) ist die Phase dz eine wohlbekannte R-abhangige 
iréBe, s. (2,12), und die Resonanzparameter EH’, I” und Jy, sind nach 
}.29), (3,4), (3,5) durch die Wellenfunktion eindeutig bestimmt. Man wird 
aher im allgemeinen eine bessere Ubereinstimmung mit der wirklichen 
‘unktion (HZ) in der Nihe einer Resonanz erhalten, wenn man dz durch 
ie Phasenverschiebung 6p fiir die Streuung an einem zunachst beliebigen 
‘in-Teilchen-Potential Vp(r) ersetzt und ebenso E’, J”, I, als freie 
arameter ansieht. Da die Wellenlange 4 gros gegen den Kernradius ist, 
ind die Phasenverschiebungen 6p und 6p sicher beide klein gegen 1. Die 
elative Anderung 6p 6p kann aber betrachtlich sein. Die relativen 


nderungen von E£*, J” und J%, dagegen sind wohl nur gering, denn (3,8) 
+ in der Nahe der Resonanz eine recht gute Naherung; die Definitionen (2,29), 
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fl 


(3,4) und (3,5) werden wir daher beibehalten. Wir erhalten damit fiir d 
Streuelemente 7/(H) folgenden verallgemeinerten Ansatz: 


iT? 
EE) +445I"|- 


Die dazugehérigen Wirkungsquerschnitte sind 


n= exp (—2167)-|1 aK (4, 


rm pet 


(l E 


(exp 216p — 1) + 
j haty 

BP + EPP 
Durch diese Erweiterung der BREIT-WIGNER-Formeln!) fiir 7’ und og; 
wird die Wiedereinfiihrung des optischen Modells ermoglicht, ohne daf d 
Erfolge der Compoundtheorie davon beriithrt wirden. 
Um dieses Programm sicher durchfiihren zu konnen, miissen wir jedoch vo: 
her den BoHRschen Gedankengang iiberpriifen. Aus der grofen Scharfe d 
Resonanzen ergibt sich nach der Unschiarferelation die groBe Lebensdauer d 
Zwischenkerns. Daraus sowie aus der hohen Termdichte folgt der wesentlich! 
Vielkérpercharakter der Streuprozesse. Aus dieser Tatsache wiederum schle« 
Bour, da8B die Nukleonen sehr stark miteinander gekoppelt sind. Diese 
dritte BouRsche SchluB ist einleuchtend?), aber nicht zwingend (wie w: 
heute wissen). Aus der Existenz von Vielk6rperphanomenen folgt noch nich 
die véllige Abwesenheit von relativ individuellen Bewegungen. Man gelang 
von der allgemeinen BOHR-BREIT-WIGNERschen Theorie des Compouneé 
kerns, (4,1) bzw. (4,2), zu der speziellen BOHR-WEISSKoOPFschen Theorie de 
undurchsichtigen Kerns durch folgende zwei Zusatzannahmen: 


(4,. 


o”) = xf? (21 + 1) 


1. Die ,,potentialelastische‘ Streuung mit der Strenuamplitude 7p = exp 276 
und dem Querschnitt 


op, = nA? (21+ 1)-4 sin? dp (4,38 


wird spezialisiert zu der ,,aéuBeren‘’ Streuung mit der Streuamplitud 
HR = exp 21d = wu2(R), vgl.(2,11), und dem entsprechenden Querschnitt 
Das heiBt das Einteilchenpotential Vp(r) wird zu dem Potential Vz(r) eine 
harten Kugel (also = 0 fir r > R und = + o fiir r < R), und aus de 
potentialelastischen Streuung wird einfach die Reflexion an der Kernober 
fliche. Diese Streuung interferiert natiirlich mit der ,,inneren Streuung® 
Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, sagen wir im allgemeinen Falle statt 
dessen lieber ,,compoundelastische Streuung‘‘ (denn dag Neutron kann aucl 


*) Eine Ableitung hierfiir hat BETHE in seinem bekannten Artikel (10) gegeben. Di 
Methode ist bei Motr und Massey (92) unter der Bezeichnung ,,collision complex 
auseinandergesetzt. 

*) Er wurde damals vor allem auch durch die Erfolge des Trépfchenmodells nahegeleg 
(Inkompressibilitat, Energieabsittigung und Oberflichenspannung in der WEIZ 
SACKERschen Interpolationsformel fiir die Bindungsenergien; BoHR-WHEELERsch 
Theorie der Kernspaltung). Aus dem Trépfchencharakter des Kerns ,,mufte‘ ma: 
zunachst auf den Fliissigkeitscharakter der Kernmaterie schlieBen. In einer Fliissigkei 
sind die Teilchen sehr stark aneinander gekoppelt. 
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Jei der potentialelastischen Streuung in das Kerninnere eindringen, ohne 
“edoch einen Compoundzustand zu bilden). Wir werden V p(t) spater im 
*vesentlichen mit dem mittleren Potential V°Pt(r) identifizieren kénnen. 


Ey Bind nee - 
DieeiQat ae (2,4) 


‘Der Vergleich mit der Erfahrung (38), (39) zeigt, daB diese Relation fiir die 


§,relative Neutronenbreite J%;/D* doch nur gréBenordnungsmafig erfiillt 
st. Mit individuellen Abweichungen wird man natiirlich rechnen miissen. 
Es zeigt sich aber, daf daritber hinaus systematische Abweichungen vor- 
giiegen, die stetig und langsam von der Einfallsenergie H und der Kerngrofe 


14 ls abhingen. Die durch die #*, J"), usw. beschriebenen starken Fluktuationen 
ider Wirkungsquerschnitte sind chirch eine glatte Funktion von # und R 
émoduliert. Man bezeichnet diese Modulation — im Unterschied zu der durch 
édie BREIT- WIGNER-Formel beschriebenen Resonanzstruktur —als die Grob- 


istruktur (gross structure). Sie betrifft, wie wir sehen werden, nicht nur das 


¢Verhialtnis J";,/D*; an den MeBwerten von /",/D* hat man aber im Vergleich 
imit der Formel (4,4) bereits friih systematische Abweichungen vom Wert 
{der BOHR-WEIsskKoprfschen statistischen Theorie gefunden (18). Die Grob- 
istruktur besagt offenbar, daB der Ansatz (2,23) durch einen bisher fehlenden 
isystematischen Gang von K, oder C,/C mit der Energie zu erganzen bzw. 
zu korrigieren ist. Die nee rae von I',/D ist ein weiterer Hinweis 
darauf, daB das alte optische Modell der Kernreaktionen doch einen Wahr- 
/heitskern enthalt. Sie wird namlich verstandlich, wenn man annimmt, 
'daB die einlaufende und die auslaufende Neutronenwelle durch die geo- 
/metrische Gestalt des ganzen Kerns teilweise mitbestimmt ist. Wegen der 
Interferenz erhalt man dann offenbar ,.,Riesenresonanzen‘’ der von 
BETHE (2) untersuchten Art (vgl. S. 298): Die beiden Teilwellen e+ ++’ 
interferieren miteinander, so daf die Neutronenwelle im Inneren des Kerns 
fiir manche Wertepaare (H, R) besonders groBe Amplituden annimmt, fiir 
andere Wertepaare (H, R) dagegen besonders kleine Amplituden. Daf sich 
damit auch die ,,Neutronendurchlissigkeit‘‘ (27 I",/D) der Oberflache syste- 
matisch andern kann, ist plausibel. Ahnliches wird man fiir den Koeffizienten 
22I,/D ~ 4q erwarten. 

Diese Uberlegung setzt aber (entgegen der radikalen BOHRschen Hypothese) 
voraus, daB eine Neutronenwelle der Art (2,23) doch nicht nur dicht unter- 
halb der Kernoberflache sinnvoll definiert werden kann. Die Grobstruktur 
legt nahe anzunehmen, da8 sich das einfallende Neutron auch im Inneren 
des Kerns (trotz der starken Wechselwirkungskrafte zwischen einzelnen 
Nukleonen) weitgehend individuell bewegt: Ein grofer Teil der Gesamt- 
wellenfunktion ® (r,,..., t4, t) kann auch fir r< R durch ein (anti- 
metrisiertes) Produkt einer Neutronenwelle g(r) mit dem Grundzustand 
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yo (ty, ». +» 4) des Zielkerns approximiert werden. Diese Vorstellung steht im 
Kinklang mit der Tatsache, daf in der Theorie des Kernbaus — seit den 
Arbeiten von MEYER (40) sowie HAXEL, JENSEN und SUEss (4/), in denen 
eine starke Spin-Bahn-Kopplung eingefiihrt wurde — das Einteilchenmodell 
iiberraschenderweise wieder zu Ansehen gekommen ist. Dies steht nicht not- 
wendig in Widerspruch zu der (experimentell bewiesenen) Tatsache, daB es 
viele sehr langlebige Zustinde des Compoundkerns gibt: Selbst wenn das 
Neutron im allgemeinen weitgehend unabhingig von den Bewegungen der 
anderen Nukleonen in den Kern eindringen kann, braucht das nicht auszu- . 
schlieBen, daB es bei bestimmten Energien #* Compoundzustande gibt, an 
deren Anregung viele Nukleonen beteiligt sind, so dai ihre Lebensdauer sehr ° 
groB werden kann. Die ,,optische Hypothese* besagt zunachst fast nur, daB | 
der Absorptionskoeffizient ~K der Neutronenwelle in der Kernmaterie klein — 
ist gegen die Wellenzahl K. Diese Annahme ist eigentlich schon seit langem 
gemacht worden, vgl. (3,1). Doch wurde sie bei der Formulierung des An- | 
satzes nicht konsequent benutzt. Wenn die Neutronenwelle im Kerninneren 
nur schwach gedimpft wird, darf die endliche Ausdehnung des Kerns nicht 
ignoriert werden: Es mu8 (wie in der Optik bei einer Perot-Fasry-Platte 
etwa) beriicksichtigt werden, daB die ,,Riickseite‘‘ des Kerns ein nicht- 
verschwindendes Reflexionsvermégen besitzt. Dies ist aber im Ansatz (2,23), 
so wie er bisher verwendet wurde, nicht geschehen. Zu modifizieren ist vor 
allem die einfache Annahme (2,30) bzw. (4,4) tiber die Energieabhangigkeit 
der Phase z in der logarithmischen Ableitung (2,26). 


Bevor wir darauf naher eingehen, betrachten wir zunachst die Wirkungs- 
querschnitte bei den hoheren Energien (42)—(47), (27), wo die Verhaltnisse 
viel tibersichtlicher werden, weil die komplizierte Resonanzstruktur fehlt. 
vgl. Tab. 1 (91). Die Grobstruktur kann hier unmittelbar an der glatten Funk- 
tion o(A,#) abgelesen werden, vgl. Abb. 6. Man sieht deutlich ganz breite 
Resonanzen, die mit den Termabsténden D* natiirlich nichts zu tun haben. 
Die Breiten dieser ,,Riesenresonanzen‘‘ (giant resonances) sind offenbar von 
derselben Gr6éBenordnung wie beim alten optischen Modell, nur sind die 
Maxima und Minima nicht ganz so ausgepraigt. Man hat es also in Wirklich- 
keit mit einer Art Kompromif8 zwischen der (extremen) optischen Theorie 
einerseits und der (extremen) statistischen Compoundkern-Theorie anderer- 
seits zu tun. Es liegt nahe anzunehmen. daB sich die Ein-Teilchen-Welle doch 
ins Kerninnere hinein verfolgen la8t, daB sie dort aber mehr oder weniger 
gedampft ist. 

Das 148t sich in einer halbklassischen Redeweise auch folgendermafen 
formulieren. Das extreme optische Modell setzt voraus, da das einfallende 
Neutron im Kerninnern die Individualitat seiner Bewegung erst nach einer 
Zeit h/W aufgeben wiirde, die groB ist gegen die Periode h/D der Kern- 
bewegung’). Das extreme statistische Modell nimmt dagegen an, daB die 


?) Dabei ist W von der Gréenordnung der (Matrixelemente der) Wechselwirkungs- 
energie, die verschiedene angeregte Schalenmodellzustinde miteinander koppelt. 
Es ist damit zugleich von der Gréfenordnung desjenigen Energieintervalls, in dem die 
wirklichen Kernzustinde noch im gréRten Teil der in ihnen wesentlich enthaltenen 
Schalenmodellzustinde iibereinstimmen (49), (70). 
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Zeit h/W klein ist sogar gegen die Zeit h/A ~ 2mR/hK =2R]/v, die das 
Neutron braucht, um einen Kerndurchmesser zuriickzulegen (A ist der Term- 
Mabstand zweier Ein-Teilchen-Resonanzen). Anschaulich gesprochen: BOHR 
‘nimmt an, daf das Neutron fast immer bereits an der Oberfliche mit dem Ziel- 
xern zu einem Compoundkern verschmilzt. Das neuere optische Modell 
wmacht nun die Annahme, daf die Verschmelzungszeit h/W zwar klein 
jist gegen die volle Kernperiode h/D, aber immer noch groB gegen die Ein- 
‘Teilchen-Periode h/A. Die beiden Annahmen sind wegen A > 1 offenbar 
miteinander vertraglich, d. h. ein Kompromi& zwischen den beiden extremen 
(Modellen ist méglich. Wir kommen auf diese Fragen im letzten Abschnitt 
noch einmal zuriick, vgl. (9,6). 


E/Mev 


Abb. 6. BARSCHALL-Diagramm fiir Neutronen. Im Bereich der seltenen Erden liegen bis jetzt nur 
| wenige Beobachtungen vor. Weggelassen wurde der Anstieg der Wirkungsquerschnitte unterhalb 50 keV 
/ nach dem (1/v)-Gesetz, und es wurden die durch die Schalenstruktur verursachten Unebenheiten geglattet. 
| Bei den kleineren A-Werten sind die Schwankungen von Kern zu Kern sehr groB (27), (42) —(47). 


seine Energie zwischendurch an die anderen Nukleonen abzugeben. Es bildet 
sich also nicht immer ein metastabiler Compoundzustand, sondern in vielen 
| Fallen verlaBt das eingedrungene Neutron den Kern bereits nach einer Zeit 
-von der GréBenordnung 44/4 © Rm/AKy= R/vy ~ 10-” sec. Der Kern 
-erscheint also als ein (inkompressibles) gasformiges Troépfchen (mit 
_starker Oberflachenspannung), das gegen seine Bausteine, die Nukleonen, 
weder ganz durchsichtig noch ganz undurchsichtig ist, sondern triibe, und 
das bei gewissen, zum Teil sehr scharf definierten Resonanzfrequenzen 
(bzw. -energien) besonders stark streut, absorbiert und _,,fluoresziert“. — 
Fiir die Durchsichtigkeit gegen Licht oder gegen Protonen, a-Teilchen usw. 
gilt im wesentlichen dasselbe. 
Fiir die Vertraglichkeit des Schalenmodells mit der scharf ausgepragten 
Resonanzstruktur ist vielleicht die besonders von A. BOHR (48) untersuchte 
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» Kopplung zwischen den individuellen und den kollektiven Nukleonen- 
‘} bewegungen wesentlich, vgl. die ausfiihrliche Diskussion bei BOHR und 
»} MOTTELSON (49) sowie REIFMANN (60): 

Warum sich das optische Modell (ebenso wie das Schalenmodell) trotz der 
starken Wechselwirkung zwischen den Nukleonen so gut bewahrt, ist eine 
bisher ungeklarte Frage. Man hat vermutet, daB es mit dem PAULI-Prinzip 
) zusammenhangt (50), (57). Da die benachbarten Nukleonenbahnen besetzt 
¥ sind, ist im Kern die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei einem ZusammenstoB 
# zweier Nukleonen ein Impulsaustausch stattfindet, bedeutend geringer als 
im Freien. Die ,,mittlere freie Weglange‘‘ der Nukleonen in der Kernmaterie 
ist demnach gréBer als der Wert, der aus den Streuquerschnitten freier 
_Nukleonen aneinander folgt, eventuell sogar gréBer als der Kerndurchmesser. 
{ Ob dieses Argument bereits zu einer Rechtfertigung des optischen Modells 
) ausreicht, ist aber noch fraglich, zumal man es ja (anders als im Schalen- 
modell) mit recht hohen Anregungsenergien des Compoundkerns zu tun hat. 


Var) \ 


_ Abb. 7. Schematische Darstellung der individuellen Zwei- bzw. Mehrkérperpotentiale und des aus 
ihnen zusammengesetzten kollektiven mittleren Potentials V°P* fiir ein Nukleon. 


_ Besonders problematisch ist ja gerade die stillschweigende Voraussetzung 
_ dieser Argumentation, daB nimlich die ebenen Wellen eine hinreichend gute 
Ausgangsnaherung darstellen. Ein anderes Argument besagt, daB die Nukleo- 
nen in den meisten Fallen ungefahr gleichmafig verteilt sind und sich folglich 
die einzelnen Zweinukleonenpotentiale im allgemeinen so aneinanderlegen, 
da man zusammen in guter Naherung von einem mittleren Potential sprechen 
kann, vgl. Abb. 7. Das eingefallene Neutron spiirt im Kerninneren fast stets 
dasselbe Potential (V°Pt = V,), so daB es keine groBe Veranlassung hat, die 
Individualitét seiner Bewegung aufzugeben. Beim Vergleich mit einer 
Fliissigkeit ist dabei zu beachten, da8B sich die Kernkrafte von den zwischen 
Atomen und Molekiilen wirkenden Kraften wesentlich unterscheiden. Man 
hat es hier namlich mit einer Anziehung groBer Reichweite (VAN DER WAALS- 
Kraft) und einer harten AbstoBung (PAULI-Prinzip) zu tun. Da die letztere 
eine individuelle Bewegung verhindern muB, ist klar. Daraus folgt jedoch 
nicht ohne weiteres, das ebenso auch die heftige Anziehung der Nukleonen 
aneinander die Einteilchenbahnen zerstéren muB. Es kénnte ja sein. daB die 


: | 
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anziehenden Potentiale tatsachlich recht gut aneinanderpassen, so daf eine 
Art mittleres Potential entsteht, waihrend bei den abstoBenden Potentialen 
(die zudem mit abnehmendem Abstand auBerordentlich hohe Werte an- 
nehmen), solche eine ,,Glattung“‘ sicher ganz ausgeschlossen ist. Jedenfalls 
besagt die Erfahrung, daf& der Kern nicht mit einem Flissigkeitstropfchen 
verglichen werden sollte, sondern eher mit einem inkompressiblen Gaskorper, 
der eine starke Oberflichenspannung besitzt. Vermutlich spielen bei der 
Rechtfertigung des Schalenmodells auch Mehrkorperkrafte eine wesentliche 
Rolle; iiber diese ist bisher jedoch nichts bekannt. Vielleicht haben sie die 
Tendenz, die Nukleonen méglichst gleichmaBig im Kern zu verteilen, was fiir 
die Herausbildung von Einteilchenbahnen forderlich sein mu. Fir diese 
Annahme spricht die Tatsache, daB die Dichte der Kernmaterie und die 
Bindungsenergie pro Nukleon von der Nukleonenzah] A in einem erstaun- 
lich weiten Bereich weitgehend unabhangig ist, und daB der Versuch, diese 
, Absattigungserscheinungen‘‘ durch die Annahme von Austauschpotentialen 
zwischen je zwei Nukleonen zu erkléren, im Widerspruch steht zu den Mef- 
ergebnissen am Zweinukleonenproblem. 

Diese qualitativen Uberlegungen reichen natiirlich nicht aus, das optische 
bzw. Schalen-Modell wirklich zu rechtfertigen. Das sieht man schon daran, 
daB wir auf S. 299 Argumente ahnlicher Art, aber mit entgegengesetzter 
Tendenz, beibringen konnten. Schwierigkeiten fiir das Verstandnis des Ein- 
Teilchen-Modells machen jedenfalls diejenigen (recht wahrscheinlichen) Kon- 
figurationen der A-Teilchen, bei denen im Kerninneren ein Hohlraum auf- 
tritt. Es ist schwer zu sehen, wieso die dann auftretenden starken ,,inneren“ 
Oberflachenkrafte nicht starke Korrelationen zwischen den einzelnen 
Nukleonenbewegungen verursachen. 


5. Das Energiekontinuum (16), (52) — (54) 


Wir sehen zunachst von der Grobstruktur ab und fragen, was der einfache 
Ansatz (2,26) bei hoheren Energien fiir die Neutronenquerschnitte voraus- 
sagt. Mit wachsender Energie findet der Compoundkern immer mehr MOéglich- 
keiten zu zerfallen, wobei der Restkern meistens in einem angeregten Zu- 
stand zurtickbleibt. (Dieser geht spater natiirlich in den Grundzustand iiber.) 


Wihrend also die ,,Neutronenbreiten“ J”, die Werte D*/22 nach (3,11) 
nicht wesentlich iiberschreiten kénnen, nehmen die Reaktionsbreiten J”; = 
Dy +t Diey t+ Daye + ++ +D5 + +++ mit steigender Energie schnell zu und 
die Termabstinde D* stark ab. Oberhalb Rk ~ 1 oder E'~ 10 MeV - A-2/3 
~ 1 MeV sind die ,,Breiten’“’ J’*> = I}, + I bereits groBer als die ,,Term- 
abstainde‘ D*, so daB eine Resonanzstruktur nicht mehr beobachtet werden 
kann. Die ,,mittlere Lebensdauer‘‘ h/J’ wird also kleiner als die ,,Bahn- 
periode“ h/D,d.h. der Compoundkern hort auf metastabil zu sein; er wird 
einfach instabil. Wir sagen, daB die Energie kontinuierlich wird (obwohl 
sich der Compoundkern streng genommen tiberhaupt nur im kontinuierlichen 
Energiespektrum befinden kann). Tabelle 1 zeigt, bei welcher GréBenordnung 
der Einfallsenergie der Wechsel zwischen dem ,,diskreten‘‘ und dem ,,kon- 
tinuierlichen‘‘ Energiespektrum erfahrungsgema8 geschieht. In der Tabelle 


Das optische Kernmodell 325 


) ist ferner die GroBenordnung der Zerfallskonstanten angegeben. Zu beachten 
ist, daB diejenige Energie, bei der die gemessenen Wirkungsquerschnitte 
einigermafen glatte Energiefunktionen werden, etwas niedriger sein muB als 
4 diejenige Energie, bei der 1’ ~ D’ wird, denn es iiberlagern sich ja in a, 

| = isa? oder o, = yo? die Resonanzen mit verschiedenen Drehimpulsen. 


{ Der Tatsache, daB das eingefangene Neutron nur eine geringe Wahrschein- 
»| lichkeit hat, mit der Einfallsenergie ZH wieder emittiert zu werden, entspricht 
# in (2,23) der Ansatz |C,| << |C_|. Nach (3,12) ist in der Tat I’) > D*, falls 
|} q> 2/2 angenommen wird. Vom Absorptionsparameter xK wird man 
1 entsprechend annehmen, da er mit zunehmender Energie anwachst und 
» schlie8lich in die GroBenordnung von K kommt. Fir x! > 1 wiirde der Be- 
= griff K’ und damit der ganze Ansatz (2,23) seinen Sinn einbiiBen. Es ist jedoch 
4 unplausibel, daB die Eindringtiefe 1/xK noch viel kleiner ist als die durch 
_ 2x dividierte Wellenlange. Wir spezialisieren demnach jetzt den Ansatz (2,23) 
_ bis (2,25) — anders als in (3,1) — durch die Annahmen 


RSL heals 9 az] 2. (5,1) 


1 Wegen |C, |< |C_| wirdalsou ~ C_e™iK (1 + i) (7-2), dh. man hates praktisch 
_ nur mit einer einlaufenden Welle zu tun. Statt (3,2) erhalten wir demnach 
als Spezialisierung fiir die logarithmische Ableitung (2,26) den Naherungs- 


ene ft 7 RK (1-30), (5,2) 


Man kann sich auch leicht direkt davon tiberzeugen, dah tg (z + 71¢) =7 
wird fiir g>2/2. Durch diese logarithmische Ableitung wird der Kern 
als eine undurchsichtige Kugel vom Radius R beschrieben (18). Die 
- Berechnung der Wirkungsquerschnitte ist in diesem Falle bei vorgegebenem 
x nach (2,19) bis (2,21) sehr einfach: 


23m, 
RK (1 + ix) — if, 
4RK-Rkw 
(RK + Rkw)? + («RK —Ref,)?” 


a) _ 432 (22+ 1) |(exp2¢dr—1) + 


(5,3) 
0 — mf? (21+ 1) 


Die GréBe K! ist in (2,25) angegeben. Die einzige Schwierigkeit besteht darin, 
daB bei den héheren Energien zahlreiche Drehimpulse beriicksichtigt werden 
miissen (bis / ~ 10, wenn man mit E bis ~ 10 MeV geht). Wie wir bereits 
bemerkt haben, ist der Ansatz (5,2) ebenso wie die allgemeinere Formel (2,26) 
nur fiir ] < RK, sinnvoll, weil anderenfalls die Fliehkraft zu gro8 wird. 

In der Literatur wurde die logarithmische Ableitung (5,2) bisher nur in der 
speziellen Form mit x < 1 (oder sogar x = 0) benutzt. In der WEISSKOPF- 
schen Schule wird der Ansatz w= C_e-‘K("—*) baw. f = —iRK als Kon- 
tinuumtheorie bezeichnet (18), (52). Wenn es jedoch (der vielen Zerfalls- 
moglichkeiten wegen) nur die einlaufende Welle und praktisch keine aus- 
laufende gibt, erscheint es als nicht ganz konsequent, die Welle als ungedimpft 
anzunehmen. Die Ergebnisse hingen jedoch qualitativ nicht davon ab, wie 


tan 
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groB man x wahlt (0 <x <1). Es ist zu erwarten, daB x mit der Energie 


zunimmt. Meist wird auBerdem die Fliehkraft vernachlassigt : K = VR? + 4 
doch ist auch dieser Fehler nicht schwerwiegend. In Abb. 8 sind die Er- 
gebnisse fiir x = 0 abgebildet. Der Vergleich mit der Abb. 6 zeigt, daB der 
einfache Ansatz (5,2), (5,1) zwar gr6BenordnungsmaBig richtige Ergebnisse 
liefert, daB er aber einen wesentlichen Zug der Erfahrung — namlich die 
Riesenresonanzen — nicht wiedergibt. 

Um dem abzuhelfen, liegt es nahe, im Sinne des optischen Modells die 
Annahme x < 1 ernst zu nehmen und konsequent durchzufihren'). Wir 
nehmen mit FESHBACH, PORTER und WEISSKOPF (53), (54) an, daB C, auch 
im Kontinuum nicht vernachlassigt werden darf. Wodurch soll aber das 
Verhialtnis C,/C_ bestimmt sein? Metastabile Zustande mit freien Parametern 


E’, I’), und I’; stehen uns ja hier nicht zur Verfiigung. (Das hat andrerseits 


20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 A 


E/Mev 
Abb. 8. Das theoretische BARSCHALL-Diagramm nach der Kontinuumtheorie: f = — i RK, wobei die 


l-Abhangigkeit von K vernachlassigt ist: K = Vk? + Kj mit V,=A?.K/2m = 42 MeV und R=1,4’/s 
mit 7 = 1,45 - 1072* cm. 


den Vorteil, da die Komplikation der Resonanzstruktur entfallt, so daB die 
Grobstruktur zunachst gesondert fiir sich untersucht werden kann.) Die 
plausibelste Hypothese ist, daB das gesuchte Amplitudenverhaltnis C,/C_ 
durch ein komplexes Ein-Teilchen- Potential 


Vort (rv) = Vort(r) —i 1W (tr) (5,4) 


bestimmt ist. Der Imaginiarteil ist hinzugefiigt, um die Dampfung der 
Neutronenwelle wiederzugeben. Da der Absorptionsparameter xK 
positiv ist, mu8 der Imaginarteil des Potentials negativ sein. Damit x < 1 
bleibt, darf das Verhaltnis W/V°P' nicht zu groB werden. Dieser Quotient 
1) Von jetzt ab benutzen wir haufig neben K! und x! auch die GréBen K = K° und 
“% = °,in deren Definition die Fliehkraft nicht mitenthalten ist, vgl. (2,25) mit (1,1). 
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(Neutrons in der Kernmaterie (54), (56). Dem komplexen Potential entspricht 
| bptisch der komplexe Brechungsindex 


M(t) =n (1 + ix) 

Pais lt) ee yz — Vert (r) (5,5) 

. ru. (heey I eT 

N Diese Verallgemeinerung von (1,1) ist am meisten charakteristisch fiir das 
/neuere optische Kernmodell im Vergleich zum alten (und zu dem der Atom- 
While). Der Imaginarteil nx des Brechungsindex wird als Absorptions- 
“koeffizient bezeichnet. 
Der zu (5,4) gehoérige ,, HAMILTON-Operator‘‘ H,, = — (h?/2m) 0?/dx? + Vort(r) 
jist nicht hermitisch. Das steht jedoch keinesfalls im Widerspruch zur 


E,u 


Abb. 9. Die Neutronenwelle nach dem optischen Modell mit einerh komplexen mittleren Kernpotential. 

Die Welle ist im Kerninnern gedampft und in der Nahe des Mittelpunktes nicht ganz so gut definiert 

wie an der Oberfliche. Die Abbildung zeigt eine s-Welle. Die Wellen mit héheren Drehimpulsen dringen 
natiirlich noch weniger gut in die Nahe des Mittelpunktes vor. 


Quantenmechanik; denn die durch H, yg = Ey, definierten Funktionen g(r) 
sollen nicht die gesamte Wellenfunktion des Neutrons darstellen, sondern 
nur denjenigen Beitrag, der in dem separierbaren Anteil der Gesamt- 
wellenfunktion @(r,, ..., t4, t) enthalten ist, vgl. (9,17). 

Um einfache Rechnungen zu bekommen, nimmt man fir (5,4) haufig ein 
komplexes Kastenpotential an: 


—V,(i+if) fir r<R 
Up oso : (5,6) 

= 0 firs" 7 > KR. 
Dabei mu8 der Dampfungsparameter ¢ folgende Ungleichungen erfiillen: 
0 <& <2 (K/K,)?. (5,7) 


Die letzte Abschitzung ergibt sich aus der Beziehung 
kK, = V2 + 1K3E =K (1 + ix) (5,8) 
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fiir die in (2,23) eingefithrte komplexe Wellenzahl kK! dicht unterhalb der 
Kernoberfliche. Die GréBen R, K, und K sind in (2,25) erklart. Natirlich 
nehmen wir jetzt von der Welle (2,1) oder (2,23) an, daB sie uberall im Kern 
definiert ist, vgl. Abb. 9 (und nicht nur in der Nahe der Oberflache, Abb. 4), 


Es gilt also fiir die Partialwellen: 


dr? ie 

Fir r> R geht dies in (2,2) tiber, und auch die Stetigkeitsgleichungen 
u(R —) =u(R +) und w’ (P —) = w' (R +) sind jetzt bereits in (5,6) ent- 
halten (die Normierbarkeitsbedingung natiirlich nicht). DaB fiir das Potential 
Vort(r) eine eckige Form angenommen wurde, ist eine sicherlich nicht ganz 
unbedenkliche Vereinfachung. Derselbe Einwand muB aber auch gegen die 
bisherigen Rechnungen erhoben werden, denn es wurde fiir die Stelle des 
Potentialsprungs k—> K stets ein scharfer Wert r = R vorausgesetzt. Wie 
der Dampfungsparameter ¢ von der Einfallsenergie abhangt, lassen wir zu- 
nichst offen. Man wird erwarten, daB der Ansatz (5,6) zu groBenordnungsmabig 
den gleichen Resultaten fiihrt wie der bisherige Ansatz wu = C_e'K (0 +t) (7-4) 
oder (5,2). Andererseits kann man hoffen, da8 die aus (5,6) folgenden Streu- 
querschnitte auch die noch zu erklirenden Riesenresonanzen aufweisen 
werden. Dieser Ansatz ist auch insofern eine Verbesserung von (2,23), als er 
ja auch die hohen Drehimpulse (J > R K,) sinnvoll zu beschreiben gestattet. 
Selbstverstandlich ist das Modell (5,6) immer noch sehr grob. Insbesondere 
fehlen die Spinkrafte (57), die Abweichungen von der Kugelgestalt und andere 
Effekte der Schalenstruktur. 

Die Wellengleichung (5,9), (5,6) 1aBt sich leicht lésen. Im AuBenraum (r = R) 
ist u = u_ — nu, mit den in (2,4) angegebenen Funktionen w,. Die zunachst 
unbestimmte Amplitude 7 kann nach (2,13) und (2,12) durch die logarith- 
mische Ableitung f am Kernrand ausgedriickt werden, vgl. (2,10). Um dieses f 
zu bestimmen, mufS man die Wellengleichung (5,9), (5,6) im Innenraum 
(r < R) lésen. Zu diesem Zwecke fithren wir zunachst zur Abkirzung die 


komplexe Wellenzahl K, = 2m (EZ — Ve?')/h? baw. 


K, = VR 4+ K2(1 + if) = K (1 + ix) (5,10) 
ein; 0<c<1. Im Unterschied zu K! ist in K, das Zentrifugalpotential 
h?1(1+1)/2mr? nicht mitberiicksichtigt. Wir haben also fir 0 <r < R die 
BESSELsche Wellengleichung —w’’ +1 (1+ 1)r-?u —K2u=0 zu be- 
friedigen. Durch die Normierbarkeitsforderung u(0) = 0 ist die Liésung (bis 
auf eine unwesentliche Konstante C') eindeutig festgelegt : 


| ee ae re) — 1] u(r) =0. (5,9 


OPN eC aK gt I (ig?) (r < R). (5,11) 

i (RK,) 
Also pri Vor K ARE sry 5,12 
* i) (RKy) ( ) 


Um dies numerisch auszuwerten, ist es zweckmaBig, die Rekursionsformeln 
der Zylinderfunktionen zu benutzen. Danach ist (wenn wir den Index opt 
weglassen) : 2 

8 ) a (RK,)? 


f= RK, ctg (RK), f= fave 3 


=f (5,13) 
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»*urch Einsetzen in (2,19) bis (2,21) erhalt man die gewiinschten Wirkungs- 
uerschnitte. Bei der praktischen Auswertung ist es vorteilhaft, zuerst o, 
jnd o; zu berechnen und dann erst die Differenz o, = 0; — o,; denn o ist 
Jach (2,8) und (2,9) eine etwas einfachere Funktion von f als o,. Die Rech- 


E/Mev 


Abb. 10. Das theoretische BARSCHALL-Diagramm nach dem optischen Modell von FESH BACH, PORTER 
und WEISSKOPF (54) mit folgender Parameterwahl: 7 = 1,45 - 10° 7% cm, V, = 24 MeV und ¢ = 0,03. 


gut erklart. Eine genaue Ubereinstimmung wird man nicht erwarten; dazu 
ist das zugrunde gelegte Modell zu grob. Insbesondere ist der ganzlich un- 
bekannte Parameter € konstant gehalten worden, obwohl man damit 
rechnen mu, daB er von der Energie abhangt. Fiir Einfallsenergien der 
GréBenordnung 1 MeV scheint ¢ einige Prozent zu betragen; in der Abb. 10 
ist € = 0,03. Diesem Wert entspricht fiir A = 125 und s-Wellen mit # 
= 2 MeV der Abklingfaktor e-**® = 0,87. Wahlt man ¢ groBer, so werden 
die Resonanzen natiirlich flacher. Bei den leichteren Kernen (A < 25) ist 
unsere Voraussetzung nicht erfiillt, denn diese zeigen in dem betrachteten 
Energiebereich (1 MeV — 3 MeV) noch eine starke Resonanzstruktur. Das 
Problem der Mittlung tiber die Resonanzen behandeln wir ausfihrlich im 
iibernachsten Abschnitt. Wir stellen zunachst nur als empirische Tatsache fest : 
Fiir die kleineren Energien (< 1 MeV) stimmt der berechnete Wirkungs- 
querschnitt mit dem tiiber die Resonanzen gemittelten beobachteten 
23 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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. era Fe as : opt ex . ; 
Wirkungsquerschnitt ungefahr tiberein: 07” ~o0;"°. Eine genauere Er 


klarung dieses Befundes liegt bis heute noch nicht vor; es ist aber sicher 
nicht unplausibel, daB die Mittlung iiber die (schmalen) Compound-Resonan-, 
zen eine Grobstruktur ergibt, die durch die (breiten) optischen oder Kin-, 
teilchen-Resonanzen wiedergegeben werden kann. — Vergleicht man ebenso: 
die beiden Summanden og}? ‘und oft aus denen oa; : zusammengesetzt ist, mit! 
den entsprechenden experimentellen Querschnitten, so zeigt sich (54), daB die 
Ubereinstimmung mit dem Experiment nicht so gut ist wie bei der Summes 


exp exp exp 
a Sop Ge Cr ic 


6. Die strahlenoptische Naiherung 


Bevor wir diese Frage naher diskutieren, wollen wir zunachst den Grenzfall | 
sehr hoher Einfallsenergie untersuchen, wo die Formeln wieder einfach: 
werden (52). Zu diesem Zwecke geben wir zunichst die Abschatzungen fur 
(5,9) und (5,10) im Limes sehr groRer und sehr kleiner Argumente an. Fiir: 
das Kerninnere (r < R) gilt: 


(rK >) 


(O) 6 
Wop (= VK2 —l + i)r*/VK, 
(Ket i 
2 Se (2 71) (rK <1) 
(6,1) | 


Folglich haben wir fiir die kleinen und die groBen Drehimpulse: 


V(RK,)?—1(1+ 1) etg RK, —ilx — [ar(VK3—1(0 i KJ} 
R 


opt firl< RK 
heeet fir 1S RK 


(6,2) 
Fir die hohen Drehimpulse wird | w! (R) |<, denn der Potentialtopf ist 
nicht imstande, der Fliehkraft das Gleichgewicht zu halten. 
Wir betrachten nun Neutronen mit einer Einfallsenergie EZ weit oberhalb 
20 MeV, d. h. ihre reduzierte Wellenlange soll klein gegen den Kernradius 
sein. Um die Mathematik zu vereinfachen, wollen wir noch etwas mehr vor- 


aussetzen : RkKSRK,S>1 und e*RF <1 (6,3) 


vgl. (2,28). Aus der ersten Ungleichung folgt K ~ k. Die letzte Ungleichung | 
besagt, daB der Kern praktisch undurchsichtig ist. Diese Annahme ist’ 
deshalb nicht unplausibel, weil « ~ 4¢ vermutlich mit zunehmender Energie 
anwachst. Die Absorptionskonstante xK bezieht sich auf eine reduzierte 
Wellenlange. Da viele solcher Wellenlangen in einen Kernradius hineinpassen, 


Das optische Kernmodell 331 


) der Nahe der Kernoberflache (r < &) und fiir kleine Drehimpulse (1 << RK) 
d also 


p wi = C-4i'tlexpil { del[VKI—1 (+ le? — x,] —rx,}, 

‘. r 

‘|h. man hat es praktisch nur mit einer (gedimpften) einlaufenden Welle 
itun. Fir die logarithmische Ableitung erhalten wir also: 


port = —i V(RK,)? —1(0 + 1); (6,4) 


ties kann man auch direkt aus (6,2) ablesen, denn nach (6,3) wird der 
sotangens = — 1. Dieses f stimmt mit (5,2), (2,25) nach (5,8) genau iiberein. 
‘er Ausdruck (6,1) bzw. (6,2) enthalt aber auch fiir die hohen Drehimpulse, 
yo (5,2) vollkommen versagt, eine giiltige Aussage. 

ttatt nun f direkt in (2,21) einzusetzen, ist es in diesem Falle zweckmaBiger 
wind anschaulicher, das Streumatrixelement (2,13) zu berechnen und dieses 
1 (2,8) oder (2,9) einzusetzen. Nach (2,16) werden die 7’ (wegen k ~ K 
Jnd x <1) fiir die kleinen Drehimpulse klein gegen 1; fiir die groBen Dreh- 
npulse ist On< 1 und Imf, = Imf* < 1, also liegt y' nahe bei 1. Da der 
‘ritische Drehimpulswert (1 ~ Rk) sehr groB ist, geschieht der Ubergang 
jwischen den beiden Geltungsbereichen (der Naherungen fiir die groBen und 
‘ur die kleinen Drehimpulse) relativ plétzlich. — Wie eine genauere Unter- 
uchung der BESSEL-Funktion an der Stelle des Ubergangs zwischen dem 
Nellenbereich und dem aperiodischen Bereich zeigt, werden die beiden 
Naherungen |7|< 1und |1 —7| <1 mit wachsendem Rk und k/K, immer 
yenauer, und das Ubergangsgebiet zwischen ihnen wird im Verhiltnis zu 
~~ Rk immer schmaler. — Wir kénnen daher von der S-Matrix folgendes 


nnehmen: : 0 fairl < Rk ne 
Font) sa far Fee i 


ies bedeutet, daB das Neutron fast immer absorbiert oder so gut wie gar 
nicht beeinfluBt wird, je nachdem, ob sein StoBparameter Al/hk kleiner oder 
zr6Ber als der Kernradius R ist. Da wir uns in dem ,,strahlenoptischen“ 
Grenzfall 1< R befinden, in welchem in guter Naherung die klassische 
Bahnvorstellung angewandt werden kann, ist diese Annahme sehr plausibel. 
Sie bedeutet anschaulich, daB der Kern als eine schwarze Kugel vom 
Radius R angesehen wird. — Durch Aufsummieren nach (2,8) erhalt man 


dementsprechend oot ght a(R + AY, (6,6) 


vgl. Abb. 1. Dabei ist 4 die durch 27 dividierte DE BROGLIEsche Wellen- 
linge des einfallenden Neutrons. Es ist einleuchtend, da der Reaktions- 
querschnitt o, in der strahlenoptischen Niherung ungefahr gleich dem geo- 
metrischen Querschnitt aR? ist. Da8B der totale Wirkungsquerschnitt 
of?* ~ 2a (R-+ 4)? ungefihr das Doppelte des geometrischen ist, ist eine 
Folge der sogenannten Schattenstreuung (58), (59), (91), die ungefahr den 
Querschnitt  R? hat. Die (wellenoptischen) Beugungseffekte dirfen also nie 


23* 


an 
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hed 


ganz vernachlassigt werden. Die Korrekturen k > R + 4 dirfen vielleicht 
so interpretiert werden, dafs man den Neutronenstrahlen eine ,, Unscharfe': 
4 = h/p zuschreibt. Die GroBe dieser Korrektur ist, wie eine strengere Rech 
nung nach (5,12) baw. (5,3) (und auch die Erfahrung) zeigt, genauer als did 
ein wenig grobe Ableitung von (6,6) erwarten laBt (18). 
Man hat das optische Modell auch auf extrem hohe Neutronenenergier 
(bis ~ 100 MeV) angewandt (46), (61). Es ist aber fraglich, ob die Annahmea 
eines mittleren Potentials hier noch sinnvoll ist. Zum mindesten ist mit einer 
starken Geschwindigkeitsabhangigkeit des Kernpotentials zu rechnen, sc 
daB man wenigstens einen weiteren freien Parameter hat. Zudem hangt das 
Ergebnis nach (6,6) ohnehin fast nur vom Kernradius F& ab, so daB mam 
damit nur wenig Information iiber die neutronenoptischen Eigenschaftem 
der Atomkerne erhalten kann. Die Formel (6,6) liefert eine der bekanntem 
Methoden zur Messung des Kernradius R. Genau genommen handelt es sich! 
dabei um den Radius des vom Kern auf ein Neutron ausgeiibten mittlerem 
Potentials V°?t; die Ladungs- und Materieverteilung des Kerns scheint einem 
um etwa 20% kleineren Radius zu besitzen’). 


7. Die mittleren Wirkungsquersdhnitte’) 


Um das optische Modell auf die niedrigen Energien anwenden zu kénnen, 
mu8 man vorher die feine Resonanzstruktur wegmitteln. Da es sich bei dem 
Modell um eine phanomenologische Theorie handelt, kann nur eine Be- 
schreibung von Mittelwerten erwartet werden. — Bei den hohen Energiem 
sind die Querschnitte mit ihren Mittelwerten praktisch identisch. — Bevor 
wir die Mittlung durchfihren, betrachten wir noch einmal kurz die einzelnem 
Resonanzen. 

Die Gesamtbreite J” = I, + I; einer Resonanzlinie ist zugleich die Un- 
scharfe, mit der die Energie des zugehorigen quasistationéren Zustandes 
definiert ist. Es ist also nicht korrekt, wenn H* als die Energie des Zwischen- 
zustandes bezeichnet wird; in Wirklichkeit hat man es mit einem Energie- 
intervall |E —H\< 4 J zu tun, dessen Schwerpunkt bei #* liegt. Ein 
stationirer Zustand Dge'#“k scharfer Energie (etwa HE = E*) beschreibt 
nimlich nicht den zerfallenden Zwischenkern, sondern einen stationadren 
StoBvorgang, bei dem eine unendlich lange Neutronenwelle durch den Kern 
andauernd teilweise gestreut und teilweise absorbiert®) wird. Der Zwischen- 


1) Neuerdings wird fiir den Topfradius die Abhingigkeit R = 7A'ls +r, mit den Werten 
ro = 1,3- 10713 em und 7, = 0,7 - 10-15 em angenommen (89). 

*) Wir folgen in diesem Abschnitt im wesentlichen der Arbeit von FESHBACH, PORTER 
und WeiIssk opr (54) und dem Artikel von FRIEDMAN und WEISSK opr (62) in der 
Bour-Festschrift (1955). Tuomas (63) hat die Uberlegungen auf den allgemeinen 
Wicnerschen Formalismus iibertragen. Vgl. auch den Bericht von PEASLEE (98). 

*) Als irrefiihrend abzulehnen ist die verbreitete Vorstellung, wonach die gestreute 
ebene Welle einem Teilchenstrom zahlreicher Neutronen entspricht (etwa 1 pro cm). 
In Wirklichkeit beschreibt die ebene Welle nichts anderes als den Wahrschein- 
lichkeits-Strom eines einzigen Neutrons. So wird im ganzen also auch héchstens 
ein Neutron absorbiert. Entsprechendes gilt fiir die herausgeschlagenen Protonen usw. 
(es kénnen ja nicht fortlaufend neue Protonen aus dem Kern entweichen). 
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brn ist nicht ganz stabil, mu8 also durch ein auseinanderlaufendes Wellen- 
‘ket beschrieben werden. Ein typisches Beispiel stellt folgendes Wellen- 
tifaket dar (31)—(36): ; 
Vil" |x et Ethh 
VE ea HOR cea; 


Ws (t) =| dk Dy ~ Die iB/h (7,1) 


— co 


®abei sind die ®, wie iiblich im E-Kontinuum normiert: 


[@rdrOi Oy = 6 (E — EB’), (7,2) 


/aesetzt wird, mit der mittleren Lebensdauer f/I"*. Dies wird manchmal auch 
:@0 beschrieben, dafi man dem Zwischenkern formal die ,,komplexe Energie“ 
a: = E* —i1J°* zuschreibt!); die Intensitat |Y* (¢)|? wird damit naémlich 
broportional zu |e~*¥s/k|2 = eT°VYk, Solch eine Gleichung fir Y* (t) kann 
dedoch nur fir ein endliches Gebiet des Konfigurationsraumes behauptet 
iverden, denn anderenfalls ware der Erhaltungssatz fiir die Gesamtwahr- 
‘scheinlichkeit verletzt bzw. Y* ware gar nicht normierbar. Nach (7,1) gibt 
iler Resonanznenner in der BREIT-WIGNER-Formel die Wahrscheinlichkeit 
yan, mit der die jeweilige Energie # in einem zerfallenden Zwischenzustand 
‘ivertreten ist. Man muB sich aber vor der Vorstellung hiiten, als sei wihrend 
des StoBvorganges notwendig solch ein Zustand realisiert. Dies ist z. B. sicher 


idefiniert, der dazugehérige Wellenzug / dH cg®,e~*= "4 also raéumlich weit 


jausgedehnt ist. In diesem Falle wird der zerfallende Zwischenzustand fort- 
Slaufend neu angeregt. 

/Die wichtige Abschatzung (3,11) bzw. (3,14) laBt folgende anschauliche Inter- 
pretation (37), (18) zu: Die GroéBe D*/h ist nach PLANCK und BOHR gleich 
der Frequenz der korrespondierenden klassischen Phasenbahn. Da die Terme 
Snicht genau aquidistant sind, sind die Bahnen natiirlich nur ungefahr perio- 
#disch. Der Compoundkern ist relativ hoch angeregt (~ 10 MeV); man hat es 
#also mit hohen Quantenzahlen zu tun, so daB es méglich erscheint, durch 
i Linearkombination mehrerer Compoundzustainde (7,1) ein (auseinander- 


' 1) Man liest aus(3,2) und (3,4) sofort ab, daB die Lf die komplexen Nullstellen von f —f, 
} sind, nach (2,13) also die Pole der Streumatrix-Funktion 7 (Z). DaB diese Pole in der 
)unteren Halfte der komplexen H-Ebene liegen, hingt wesentlich mit der Kausalitats- 
¥ eigenschaft der Wechselwirkung zusammen sowie mit der Tatsache, daB die ,,Wirkung* 
/ einer Streuung (die stets spiter als ihre Ursache ist) nur auslaufende Wellen ent- 
) halt. — Bei (7,1) ist zu beachten, daf bei demselben stationiren Zustand die zu den ver- 
| schiedenen Zerfallsméglichkeiten gehérenden auscinanderlaufenden Wellenpakete im 
/ allgemeinen etwas verschiedene Energieschwerpunkte E,, E, E}: E,, usw. besitzen. 
‘Das liegt daran, daf in der Definitionsgleichung (2,29) von H* die rechten Seiten im 

allgemeinen nicht verschwinden. Diese Termverschiebungen sind also eine Wirkung 
' der verschiedenen Zentrifugal- bzw. CoULOMB-Barrieren. 
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flieBendes) Wellenpaket >'c*D*e'# *t/k zu bilden, das sich annahernd perie+ 
disch bewegt. Seine Bahnperiode ist offenbar ~ h/D, wenn D der Mittelwert’ 
der Termabstainde D’ ist. Die Koordinaten der Bahnpunkte sind natiirlich 
nur bis auf eine Lange der GréBenordnung K;! definiert, und entsprechend 
ist auch der Begriff der Periodizitat gemeint. Die Frequenz D*/h gibt an, wie+ 
vielmal in der Sekunde der Compoundkern in seine Ausgangskonfiguration 
(in der das Neutron in den Zielkern eindringen konnte) wieder zuriickkehrt ') 
Die Zahl T’ ~ (4k*/K*)w* ist nach (2,22) die Durchlassigkeit der Oberflache 
d. h. die Wahrscheinlichkeit, mit der es dem an den Kernrand gelangteny 
Neutron gliickt, den Kern zu verlassen. Die Frequenz I;,/h gibt also nachi 
(3,11) an, wie hiufig der Compoundkern das eingefangene Neutron wieder 
abgibt. Diese Deutung pat genau zu der anderen Vorstellung, wonach die¢ 
Resonanzbreite J” = I";, + I"; zugleich die Termbreite eines quasistationaren 
Compoundzustandes ist, h/I"* also seine mittlere Lebensdauer, und J’, /I"* dass 
Verzweigungsverhiltnis fiir die Reemission des Neutrons. Kurz gesagt: 
In/hundI’;/h sind die Zerfallskonstanten fir die beiden Zerfallsarten des: 
Compoundkerns, und zwar in genau demselben Sinne, in dem dieses Wort! 
in der Theorie des a- und f-Zerfalls gebraucht wird. 
Diese Uberlegungen legen nahe, eine GréBe 
eh rr" 


C=ahQl+ Vara rH (7,3) 


ee of? (204-71) |B! einzufiihren und als Absorptionsquerschnitt, dh. 
als Wirkungsquerschnitt fiir die Bildung eines Compoundkerns, zu deuten: 
(18). Daraus erhaélt man mit Hilfe der Verzweigungsverhaltnisse die Wir- 
kungsquerschnitte 


gs s 
prea ls hh ah Ey 
Toe —— (org Te ; O;+ = Oc T (7,4) 


fiir die innere oder com poundelastische Streuung [os A? (21 + 1)| Bi?} 
und fiir die Kernreaktionen einschlieBlich der y-Emissionen und der 
inelastischen Streuung (o\? = mA? (21 + 1) |Bil2]. Die Formeln (7,3) und 
(7,4) sind natiirlich ebenso wie die BREIT-WIGNER-Formel nur in der 
Nahe einer Einzelresonanz giiltig. Leider sind die Querschnitte og und og 
nicht direkt meBbar. Sie werden aber bei der Diskussion des optischen 
Modells eine wesentliche Rolle spielen. 

Indirekt me&bar sind die tiber viele Resonanzen gemittelten Querschnitte 
dc und o,,. Wir fiihren ein Mittelungsintervall 6# =I ein, das einerseits 


') Der Tatsache, daB die Bahnbewegung die Erhaltungssatze fiir den Drehimpuls und 
die Paritit befriedigen mu, ist dadurch Rechnung getragen, daB in der Definition von 
D* nur diejenigen Terme beriicksichtigt sind, die von dem einfallenden Neutron wirklich 
angeregt werden kénnen. Insbesondere ist D* (= D'* ) stets auf die Terme mit einem he- 
stimmten, festgehaltenen Bahndrehimpuls 7 des Neutrons bezogen. Entsprechend 
korrespondiert diejenige Verminderung der Bahnperiode h/D, die eine Folge der Un- 
unterscheidbarkeit der Neutronen ist, mit der durch das PAULI-Prinzip bewirkten Ver- 
groBerung der Termabstiinde. 
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“\tanten behandelt werden diirfen: D KI<EH/kR, vgl. (7,19). Diese beiden 
ty forderungen sind fiir nicht allzu niedrige Energien und nicht zu leichte Kerne 
‘\“urchaus miteinander vertraglich. Damit definieren wir die Mittelwerte 

y EAE 
Tr dE’ KE’ cz, (7,5) 
IE, ah ht 


oF — 


“tur alle in Frage kommenden Wirkungsquerschnitte. Da die Resonanz- 
parameter im allgemeinen nicht zu stark fluktuieren, geniigt es fiir die 
5 So. Durchfiihrung solch einer Mittelung meistens, tiber eine einzelne 
eRe: 4 (#* + E*) bis 4 (#* + H*') zu integrieren, durch 
MED? — 1 ti — #*-1) zu _ dividieren und anschlieBend die Konstanten 
aD*, J", " .: durch ihre I-Mittel D, I’, ...zu ersetzen. Solange die Bedingung 
ir< <wD far das Bestehen wohldefinierter EKinzelresonanzen noch gut erfillt 
,@ist, kann man hierbei die Integrationsgrenzen (#* + 4D) durch H* + co 
Hersetzen. So erhalt man als Mittel tber (7,3) das wichtige Resultat 


of = mf? (21-4 1)- ae (7,6) 


f jund fiir (7,4) entsprechend 
a of) =o) (7,7) 


“ Durch genaues Ausmessen der feinen Resonanzen kann man nun die D, 
‘iI, und 2 =TJ,, + I, bestimmen: die Absténde zwischen den Resonanzen 
» ergeben D, ihre Breiten J’ und ihre Héhen schlieBlich 1°, = J’ — J;, vgl. 
1 (3.7) bzw. (4,2). Damit sind aber auch die Mittelwerte (7,6) und (7,7) be- 
 stimmt. Man erkennt hier auch die physikalische Bedeutung der GréBe 


| I;,/D*: Die mittlere relative Neutronenbreite J',/D ist ein direk- 
) tes MaB fiir den mittleren Absorptionsquerschnitt o,. Die dafir 
® gewonnene Abschatzung (3,11) fihrt uns somit zu der einleuchtenden Be- 
i ziehung ae OE: 
i a) Sf? (21 + 1) Tl wf? (21 + 1) 5 (7,8) 


% Sie bedeutet anschaulich: Der mittlere Absorptionsquerschnitt ist 
-annahernd gleich dem geometrischen Querschnitt (vgl. Abb. 1) 
) multipliziert mit der Durchlissigkeit des Potentialsprunges 
) an der Kernoberflache. 

| Interessant ist ferner das Mittel o, des Streuquerschnittes. Den compound- 
* elastischen Streuquerschnitt haben wir bereits in (7,6), (7,7) betrachtet. Den 
! Rest, also 

| Ore = Oe — Oe, (7,9) 
bezeichnet man als formelastischen Streuquerschnitt. Er umfakt 
nach Definition die potentialelastische Streuung und die Interferenzterme 
zwischen dieser und der Compoundstreuung; eine eigene physikalische Be- 
deutung besitzt er nur im Mittel iiber viele Resonanzen bzw. bei héheren 


t 


a 
t 
‘ 
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Energien. — Der Absorptionsquerschnitt o¢ ist natiirlich gleich der Summe: 
aus dem compoundelastischen Querschnitt und dem Reaktionsquerschnitt. 
Folglich kann man den totalen Wirkungsquerschnitt o; auffassen als die 
Summe aus dem formelastischen Querschnitt und dem Absorptionsquer- 
pA Of io oO, ih O, = Ofe “FP SCe Oy oa, = Ore + 6¢ Oc: (7,10) 
Diese Neuaufteilung gilt trivialerweise auch ohne die Mittelungsstriche, ist | 
dann aber bedeutungslos. Nach der Mittlung dagegen ist sie fiir das Ver- 
stiindnis des optischen Modells im Resonanzgebiet von entscheidender Be- 
deutung. Als phinomenologische Theorie beschreibt es nimlich lediglich die 
mittleren Querschnitte, und zwar — wie wir sehen werden — nur 6;, dp, 
und Gg, nicht dagegen a, oder o,. 
Es liegt nahe, die Neuaufteilung (7,10) des gemittelten Querschnittes mit ; 
einer Mittlung tiber die Streumatrix in Verbindung zu bringen. Analog zu | 
(7,5) definieren wir: 1 Etal . 
Me => [ dB'nge. (7,11) | 
E-"),1 


In genau gleicher Weise sind die Mittelwerte der linearen und quadratischen 
VERENOUED von 7,» erklart, insbesondere das mittlere Schwankungsquadrat | 


(A nz)? = |nz/? z|? —|nz|*. Fiir diese GroBen gelten die einfachen Beziehungen | 
2 te (1 — 7) = Er + (1 = [9P= 
=|1 —4? + (An)? + (1 —|n) = a 
aah heal reantl Bale a ee CduaTal 


Wir vermuten, da dies bis auf die geometrischen Faktoren mit (7,10) iden- 
tisch ist. Diese Vermutung la8t sich leicht nachpriifen: Aus (4,1) erhalten 
wir durch zwei elementare Integrationen die Mittelwerte 


be el a\e ; — ties back 201 ae 
a={ pt) exp (— 246%), |n? =1 — D + Dr (7,13) 


Folglich ist das mittlere Schwankungsquadrat (A7)? gleich (27I°3/DI) 
—(xI',/D)?. Da aI im Resonanzgebiet klein gegen 2D ist, darf man die 
quadratische Gr6éBe vernachlassigen, und es bleibt 


hte eS. 
Der Vergleich mit (7,6), (7,7) zeigt somit, daB in der Tat | 
on ~~ aa? (21 + 1) (An)? (7,15) 
gesetzt werden darf und folglich auch 
of) ~ mA? (2U + 1) [1 — 7, 
(7,16) 


of ~ wd? (21 + 1) (1 — [ni P). 


Die Querschnitte Gy, und Go sind also diejenigen GrdBen, die man aus o, 
und a, erhalt, wenn die Streuelemente 7 durch ihre Mittelwerte 7 ersetzt 
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etwerden. (Der totale Wirkungsquerschnitt o; geht dabei einfach in sein 


‘theoretischen Mittelwert von op, berechnen. Die Potentialstreuung (4,3) 
‘kann im Mittlungsintervall J voraussichtlich als Konstante behandelt werden 


‘ an =f), ph Den Si Uae ae Querschnitt haben wir bereits i in (7,6), 


o) = wf (21 + 1) it sin? dp —2 P 4 sin? bp -- 2 23] (7,17) 


“() 
| of, wo, (7,18) 
= 
) 


: Zo), denn im Resonanzgebiet ist 2J,/D~ 
iNfnachlassigbar gegen 1, vgl. (3,1) mit (2,28). 
+ Das bedeutet, daB die ,,auBere“ und die ,,innere“‘ Streuung bei den lang- 
i,samen Neutronen im Mittel nur schwach miteinander interferieren; nach 
/ (3,11) kann namlich das Mittel tiber die Compoundstreuung sehr wohl die- 
i) selbe GroBenordnung annehmen wie die Potentialstreuung. 
i Diese Wegmittelung der Interferenz 1i8t nach FRIEDMAN und WEISSKOPF 
| (62) auch eine anschauliche Deutung zu. Das Mitteln tiber die Resonanzen 
-) (7,5) baw. (7,11) 1a48t sich niémlich im Prinzip physikalisch realisieren, indem 
4] man den Neutronen eine so kleine Koharenzlinge da = 6t -hk/m gibt, daB 
/ ihre Energieunscharfe 6# = I viel gréRer wird als der mittlere Resonanzen- 
@ abstand D, also dt © h/OE < h/D. Da 6 andrerseits sicher sehr viel groéBer 
J ist als der Kerndurchmesser (6x > 4 > 2 KR), braucht solch ein Wellenpaket 
i die Zeit dt, um tiber den Kern hinzulaufen. Die ,,Potentialwellen“ werden 
& dabei jeweils ,,sofort‘‘ laufend emittiert, und zwar mit einer Zeitkonstante, 
die von der GréSenordnung t = 2Rm/kKy~& 10-% sec ist, also auBer- 
 ordentlich viel kleiner als d¢ (denn Ky >k). Die restliche Neutronenwelle 
* wird vom Zielkern absorbiert, und es bildet sich ein langlebiger Compound- 
9 kern, der u. a. die ,,innere Streuwelle‘‘ emittiert. Die Zeitkonstante dieser 
| Emission ist gleich der mittleren Lebensdauer 7 =h’/I° des Zwischen- 
) zustandes, also viel gréBer als die Kernperiode h/D und infolgedessen sehr 
viel gréBer als d¢. Wir stellen die benutzten GroBenordnungsbeziehungen 


| zusammen: Be. 9 2ReS 2Rm 


47 + 2wk/K, also ver- 


) scheinung, wenn das urspriingliche Wellenpaket und die ,,iu8ere Streuwelle«« 
sich bereits in groBer pregnant Kern befinden. Daher kann nur wenig 
Interferenz zwischen der inneren ,und der duBeren Streuwelle auftreten. 

' Diese Uberlegung gilt natiirlich nicht fiir stationire Streuvorginge mit 
ihrer scharfen Energie. In der Tat zeigt die BREIT-WIGNER-Formel (4,2), 


| 
| Der weitaus gréBte Teil der inneren Streuwelle tritt also erst dann in Er- 
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daB die beiden Seiasrnitadae sehr stark siibotnaetey interferieren, wenn 
man nicht mittelt. Eine Folge dieser Interferenz sind die tiefen Minima des 


Streuquerschnittes bei den Energien E* — yn, vgl. Abb. 5. 

Diese Uberlegung verliert im Energiekontinuum ihre Giiltigkeit, denn die 
Lebensdauer eines hoch angeregten Compoundkerns ist nicht mehr hin- 
reichend gro. Bei den héheren Energien behalten die neueingefihrten Be- 
griffe Gc, Oce, Ore Zwar ihren recht gut definierten physikalischen Sinn, 
aber es besteht dann kein Grund, an der Naherungsgleichung (7,18) fest- 
zuhalten. Es wird sich im Gegenteil herausstellen, daB der Unterschied 
zwischen oO, und op, mit steigender Energie stark anwachst. 

Wie steht es aber mit der anderen (fundamentaleren) Nihernipepleichnem 
(7,15), aus der sich die Relationen (7,16) ergeben? Im Grenzfall extrem 
schneller Neutronen, kR >K,R >1, ist sie nahezu trivial. Denn bei 
diesen Einfallsenergien, vgl. (6,3), in denen sich o, und o, gemaB (6,6) dem 
,geometrischen Querschnitt“ a(R + 4)? nahern, sind die Amplituden | 
aller Wahrscheinlichkeit nach glatte Funktionen der Energie (8), stimmen 
also mit ihrem Energiemittel (7,11) praktisch tiberein, so daB die Schwan- 
kungsquadrate verschwinden. Andererseits ist auch zu erwarten, daB die 
compoundelastische Streuung gegeniiber o, ~o, ~a FR? vernachlassigt 
werden kann; denn bei den vorausgesetzten hohen Energien hat der Com- 
poundkern eine so grofe Zahl von Zerfallsméglichkeiten, daB der eine Fall 
der elastischen Reemission des Neutrons nicht ins Gewicht fallt. Es gibt 
praktisch nur die Schattenstreuung mit dem Querschnitt o9?* ~ a(R +d)? 
und die Absorption mit dem Querschnitt o, ~ a(R + 4)? ~o;? : . Analoges 
gilt auch fiir etwas niedrigere Energien (HZ ~ 1 MeV), wo oe strahlen- 
optische Naherung zwar versagt, aber wahrscheinlich immer noch in hin- 
reichender Naherung 


¢ 


SoeKa ho, ~o, (7,20) 


ist. Der Geltungsbereich dieser Aussage scheint erfahrungsgema8 fiir nicht 
zu leichte Kerne (A > 30) bis zu 1 MeV herab zu gelten. — Beim Vergleich mit 
dem Experiment ist zu beachten, da in diesem Bereich (A > 30, H >2 MeV) 
die Mittlung tiber die Wirkungsquerschnitte bereits durch die MeBapparatur 
durchgefiihrt wird. Ein Auflésungsvermégen, mit dem eine eventuell vor- 
handene Resonanzstruktur beobachtet werden kénnte, ist in diesem Energie- 
bereich bis jetzt technisch nicht erreichbar. Es ist nicht ausgeschlossen, da 
bei H ~3 MeV die Amplituden 7’ doch schon so stark schwanken, da8B oc, 
in die GroBenordnung von z R? kommt. Insbesondere kénnen die Schwan- 
kungen in den beobachteten Summen o = >’o) aus statistischen Griinden 
bedeutend geringer sein als die der einzelnen Summanden o). Bei den nied- 
rigen Energien dagegen lassen sich die Mittelwerte o; (H), o, (EZ) undo, (E£) 
aus den gemessenen Wirkungsquerschnitten rechnerisch ermitteln. Die 
bisher beste Auflésung kann mit Hilfe der Methode der Laufzeitbestim- 
mung erzielt werden (55), (64). Kine untere Grenze des Auflésungsvermégens 
ist durch die DoppLER-Verbreitung 


AEX VT B/A (7,21) 


gegeben. 
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{Am meisten problematisch, sowohl experimentell wie auch theoretisch, ist das 
(Zwischengebiet kR~1. Dort ist die Naherungsgleichung (7,15) nicht 
~bewiesen. Sie ist aber nicht unplausibel, so daB8 man bis zum Beweis des 


jdes gegenwartigen optischen Modells. 

Die andere wesentliche Grundhypothese des Modells betrifft die mittleren 
J Streuelemente 7. Danach sind die 7 nichts anderes als die Streuelemente 
iq n°? fiir die Streuung der Neutronenwelle an dem komplexen Einteilchen- 
)Potential V°Pt; in Zeichen: 
2 a= 7°PE., (7,22) 


§Im einfachen Falle eines Kastenpotentials berechnet man die 7°?t am be- 
iquemsten nach (2,13) mit f = f°Pt aus (5,12) oder (5,13). 
Mit alledem haben wir folgende Interpretation fir die mit dem komplexen 


opt —— to) —_— opt — 
GO, =Ore, Go; ' =o, of" =G;. (7,23) 


‘Der Unterschied zwischen op, und ov, tre entspricht danach genau dem zwischen 
aVp~ ee (s. nachsten Abschnitt) und aes Dieser Beitrag der Inter- 


4 ist und je mehr Wellenlingen in den Kern hineinpassen; beide Faktoren 
een daB lore —Op,| mit wachsendem # ansteigen mu8. Setzt man den 


‘Soptischen Modells. 

i Diese Uberlegungen gestatten, das optische Modell (5,4) auf das Resonanz- 
4) gebiet (niedrige Energien und kleine Massenzahlen) auszudehnen. Die Uber- 
j einstimmung mit der Erfahrung ist befriedigend, vgl. Abb. 10 mit Abb. 6. 
) Besonders iiberraschend ist, daB es auch bei den ganz leichten Kernen 
1 (A < 285) Ziige am empirischen Material zu geben scheint, die durch dieses 
9) Modell erklart werden kénnen. Dazu méchten wir jedoch betonen, daB 
Widie Hypothese (7,22) eine wesentliche und noch nicht naher begriindete 
Voraussetzung des Modells bzw. seiner Interpretation ist. 

i) Wir stellen zum SchluB dieses Abschnitts die Formel fiir die mittleren Wir- 
) kungsquerschnitte der langsamen Neutronen zusammen: 


Ge =A? - (463 + 2nI2/D), 6, ~ xl?-QuI',T,/DI, 
Gre = 112 -46> ~ of" = op,, Go H 222 -al,/D =~ or™, (7,24) 
Coe = WA? -Q2nT2/DI, 0; ~ 1A? (46> + 2aT,/D) ~ 07. 


Dies gilt unter den Voraussetzungen KR < lund I, < I'< D/27; man 
braucht dann nur die s-Welle zu beriicksichtigen. 
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8. Neutronenbreiten und Streulingen 


Wir benutzen den Wert fiir og, um im Falle langsamer Neutronen 
eine Abschitzung fiir die gemittelte ,,relative Neutronenbreite“ J’,/D zu 
gewinnen (54). Fir s-Wellen gilt: 

K, ctg (RK,) + 7k 
K,, ctg (RK,) —tk 
mit der in (5,10) definierten komplexen Wellenzahl K, = K (1 + ic). Nach 
(2,25) ist K, = K2=K°(1 + 7%), denn bei den s-Wellen gibt es keine 
Zentrifugalbarriere. Der Zusammenhang mit der komplexen Potentialtiefe 
(— h? K2/2m) (1 + 4) lautet: K? (1 — x?) = K? + k? und 2% K* = (Kj. Um 
einfachere Formeln zu bekommen, beschranken wir uns auf so langsame Neu- 
tronen, daB folgendes gilt: 1, ZuUKR Lt Ky (8,2) 


move — eg 2ikk 


(8,1) 


Da ¢ mindestens von der GréBenordnung eines Prozent ist, umfa8t der hier- 
durch definierte Energiebereich (fiir nicht zu leichte Kerne) immer noch viele 
Resonanzen, so da die Mittelung tiber sie einen guten Sinn hat. — Bei den 
leichten Kernen, A < 25, hat das optische Modell ohnehin nur geringe 
Bedeutung. — Wegen (8,2) ist k << |K, ctg RK,]|, so daB 


nort ~ exp |—25Re (1 — eal (8,3) 
gesetzt werden darf, also |7°Pt|? = exp[—4kR Ym(tg RK,/RK,)] und 


1 — |n°Pt/? —4Rk Ym (tg RK,/RK,). Der Vergleich mit 1 — |7|? ~ 2a I/D 
ergibt die Abschatzung 


Py 4kR oy, teRK, 
D~ 22 RK, 


(8,4) 


Wir diskutieren dies fiir die beiden Grenzfalle der starken und der 
schwachen Dampfung der Neutronenwelle im Kern. 

a) Starke Dampfung. Hier wird der Kern wie in (6,3) als eine nahezu 
schwarze Kugel aufgefaSt!): er #KR 1. (8,5) 


tg RK, ~ i, (8,6) 


also ¥m (tg RK,/RK,) = Re (1/RK,) = 1/RK (1 + x2). Es ist plausibel an- 

zunehmen, da auch im Fall der starken Kopplung x? immer noch klein 

gegen 1 ist (da R? K? S 1 ist, ist dies mit der Voraussetzung e-*?* < 1 durch- 

aus vertraglich). Wenn x die GroBenordnung von 1 iiberschreitet, verliert das 

optische Modell seinen Sinn. Also ist Ym (tg RK,/RK,) ~ 1/RK und somit 
Tips 4k 


Bir oa e (8,7) 


Dann wird 


1) Wegen RK > 1 geniigt dazu bereits stark absorbierende Kernmaterie: x Y4¢ 
~ y. Unendlich starke Dimpfung (¢ > 1) ist physikalisch unplausibel, und erst recht 
unendlich starke Absorption (x > 1), die gleichbedeutend ist mit ,,harter‘’ Total- 
reflexion bzw. mit stark abstoBendem Potential, s. FuRnote 1) auf S.297. — Im Limes | 
k = 0 gilt K? (1 + ax)? = Kj (1 +70). 
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Dies stimmt mit dem alten Resultat (3,11) der statistischen Theorie iiberein, 
denn bei s-Wellen ist die Durchlassigkeit T gleich 44/K, vgl. (2,22) und (2,17). 
Dabei ist die Wellenzahl K im Inneren des Kerns auf Grund der Voraus- 
setzung (8,2) praktisch gleich Ky. Das alte Resultat ist auch zu erwarten, 
denn die physikalischen Annahmen sind im wesentlichen die gleichen. Diese 
if Annahmen sind aber nach Ausweis der Grobstruktur nicht erfiillt. 
) Eine obere Grenze fiir x» RK = ORK, =1,0-¢C-A’/s erhalt man, wenn 


man A’/s = 250'/s = 6,3 setzt und € = 0,03 (denn dieser Wert hat sich bei 
j2f den hoheren Energien, wo ¢ sicher nicht kleiner wird, gut bewahrt). Damit 


| wird xK R <0,2 und somit e-***® ~ 1. 
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Abb. 11. Die Ein-Teilchen-Wellen im Schalenmodell und im optischen Modell. Die quasistationdren 
Zustande sind fiir die Riesenresonanzen in den gemittelten Wirkungsquerschnitten verantwortlich. Der 
Begriff eines quasistationdren Zustandes entsteht durch eine natiirliche Extrapolation des Begriffes eines 
gebundenen Zustandes auf die unteren Streuzustinde. Die Zeichnung gilt fiir 60 << A< 150 (nur qualitativ). 


b) Schwache Dampfung. Dabei wird der Kern als nahezu durchsichtig 
vorausgesetzt, so daB die Neutronenwelle im Kern — wegen der partiellen 
Reflexionen an der Oberflache — mit sich selbst stark interferieren kann. 


Diese Annahme, “KR <i, (8,8) 
ist — wie wir soeben gesehen haben — recht gut erfillt (x K R =0,03-A’/»). 
Die Resonanzen treten auf, wenn sich an der Oberfliche ein ,, Wellenbauch“‘ 
befindet, also fir pK —(14n)x mit »=1,2,3. (8,9) 
Dem entsprechen mit V) = h?. K?/2m = 42 MeV und R = A”: - 1,45-10-13 cm 


die Massenzahlen A ~ 10, A =~ 60 und A ~ 160. Die Knotenzahlen n = 0 
und » > 4 haben fiir unser Problem keinen Sinn (A <1 und A = 320). 
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Die Neutronenwelle hat also im Kerninnern mindestens eine Knotenfliche 
und fir A > 15 sogar mindestens zwei usw. Die Wellen mit weniger Knoten — 
stellen gebundene Zustiinde dar und gehéren dem Schalenmodell an. Das” 
Potential des Schalenmodells stimmt mit dem des optischen Modell im 

wesentlichen iiberein (49). Daher kann man zur Bezeichnung der Streuwellen 

die Nomenklatur des Schalenmodells ttbernehmen; vgl. dazu Abb. 11. — 

Wir werten nun (8,4) unter den Voraussetzungen (8,2) und (8,8) aus: 


sin RK +ixRKcos RK 


tee Ras te cos RK —ixRKsin RK’ 


(8,10) 


also 


lle 4k xuRK —xsin RK -cos RK 


BLE, oe eee 8,11 
Do eae x(RK)? + cos* RK ( ) 


Dies unterscheidet sich von dem alten Wert (8,7) bzw. (4,4) um einen 
Faktor, der die beobachtete Grobstruktur der relativen Neutronenbreiten 
(I/D) annahernd wiedergibt, vgl. Abb. 12. Er ist im allgemeinen ~ x Ky R, 


also wesentlich kleiner als 1, nimmt aber an den Resonanzstellen (8,9) relativ — 


schmale und hohe Maxima an; der Maximalwert ist offenbar (x K R)+S 1. 
Die Halbwertsbreite dieser Grobstruktur-Resonanzen betrigt 6(RK) 
~~ 2x K,R, ist also viel kleiner als ihr Abstand 4 (RK) = a. Wie der Ver- 
gleich mit den gemessenen Werten zeigt, vgl. Abb. 12, gibt diese Theorie die 
Erfahrung recht gut wieder. Die beobachtete Grobstruktur-Resonanz bei 
A =~ 160 (bzw. n = 8) ist allerdings deutlich niedriger und breiter als die 
theoretische, wahrend bei zwei Knotenflachen (A ~ 60) die Ubereinstim- 
mung recht gut zu sein scheint. Man kénnte dies durch eine gréRere Damp- 
fungskonstante € (bzw. x) bei A ~ 160 leicht erklaren, doch ist solch eine 
Annahme ziemlich unplausibel. Wahrscheinlich beruht der Effekt, wie von 
BouR und MOTTELSON (49), (38) bemerkt worden ist, auf der sehr starken 
Abplattung der Kerne um A ~ 170 (zwischen den Neutronenschalen N = 82 
und N = 126 und den Protonenschalen Z = 50 und Z = 82). Dadurch wird 
der Wert von & mehrdeutig, und man erhalt eine Verbreiterung der Re- 
sonanz. 

Durch Vergleich der Betrage von 7 und 7°?t kann man, wie wir gesehen 
haben, fiir kleines & den Parameter J’,/D = I°s/D* ~ I/D bestimmen. 
Der Vergleich der Phasen von 7 und 7°?* dagegen fiihrt zur Phasenverschie- 
bung 6p der Potentialstreuung. Sie erweist sich als von dg = Rk durchaus 
verschieden, bleibt aber gleichfalls klein gegen 1. Nach (7,13) und (8,3) ist 
némlich are 7 ~ — 2idp, dagegen are 7°Pt ~ 21 Rk [1— Re (tg RK,/RK,)], 
wobei der Realteil von tg RK,/RK, in der GréBenordnung von 1 ist. Um 
eine anschauliche GroBe zu haben, setzen wir fiir die sehr lange s-Welle 


Op=apk (k->0) (8,12) 


(den oberen Index / = 0 lassen wir in diesem Abschnitt tiberall weg) und 
haben fiir die dadurch definierte Streulange der Potentialstreuung die 
, gedampfte‘‘ Resonanzformel 


ap = R|1 — Re 


‘8 aa (8,13) 


RK, 


| 


’ 
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yj FESHBACH, PORTER und WEISSKOPF (54) ist es gelungen, diese Abweichung 
‘ap — R mit Hilfe der WIGNER-TEICHMANNSschen. Theorie der Streumatrix 
‘|, {zu begriinden. Danach ist diese Korrektur R — ap auf den Einflu8 der weiter . 
j.¢ entfernten Compoundzustande zuriickzufiihren. Die Ableitung zeigt, daB ap 
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Abb. 12. Die Werte von I’,/D nach dem-Experiment und nach dem optischen Modell von FESHBACH, 
PORTER und WEISSKOPF (54) mit folgender Parameterwahl: 


V,=42 MeV, R=(i,26 A'ls + 0,7)-10-**cm und ¢ = 0,03. Nach WEISSKOPF, Genfer Bericht (39), vgl. (38). 


kann. Die Ableitung zeigt ferner in Ubereinstimmung mit (8,13), daB ap 

auch negative Werte annehmen kann. Wir werten (8,13) wieder in den beiden 

Grenzfallen der Dampfungsstarke aus. 

a) Starke Daimpfung. Mit Hilfe der Abschatzung (8,6) erhalt man 

Re (tg RK,/RK,) = —Sm (1/RK,) ~ x/RKy (1 + x?) < 1, so dab 
GpeeR (8,14) 


~ etd 


~ 
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gesetzt werden kann. Man kommt also auch hier wieder im Falle starker 
Dampfung auf die Ergebnisse der alten statistischen Theorie zuriick. 


b) Schwache Dimpfung. Mit (8,10) erhalt man nach einer éinfachal 
Hocus nuns ply 1 sin BK + cos RK -+ARK 
ss 5 as | — RK («RKP +cost RK |" 


Der Unterschied zwischen ap und RF wird in der Nahe der Resonanzen (8,9) 
besonders groB. Die Extremwerte liegen bei RK ~ (1 + )a +xRK und 
betragen ap —-RY+R-1fe(RKP V+ R. AuBerhalb der Resonanzen 
dagegen ist |ap —R| X% R|R K, ‘il wesentlich kleiner als R. 

Wir fragen schlieBlich noch nach derjenigen Phasenverschiebung 63?', die 
durch das komplexe Potential V9 verursacht wird, bzw. nach der ent- 
sprechenden ,,Streulange‘‘ aoPt — ” (98°°¢ /Ak) yo. Nach Definition ist 7°? 
= exp (— 21§9Pt). Der Vergleich mit (7,13) und. (7,22) zeigt, daB 


Cae ie 
2D 


ist. Der (negative) Imaginarteil der Phasenverschiebung ist ein MaB fiir die 
Absorption. Der Realteil fiihrt hier auf folgende Charakterisierung der 
potentialelastischen Streuung: Vp ergibt diejenige (reelle) Phasenverschie- 
bung, die gleich dem Realteil der von VoPt= Vort —7j1W erzeugten 
Phasenverschiebung ist. Da der Imaginarteil —1W betragsmaBig klein ist 
gegen den Realteil V°Pt, muB daher dieser mit Vpi im wesentlichen identisch 
sein. 

Aus (4,2) erkennt man, daB o, im Limes H > 0 den Grenzwert 427/26> an- 
nimmt, denn J’, enthalt nach (3,10), (2,18) den Faktor k, und auBerdem 
hat I™/(Z—£’) i. allg. die GroBenordnung I7,/4.D*~ k*/K* < 1. Folglich kann 
ap mit der wirklichen Streulange a indentifiziert werden. — Die Deutung der 
gemessenen Streuweglingen (in Abhangigkeit von A) durch ein Ein-Teilchen- 
Potential, (65) — (67), gehort zu den frithesten Erfolgen des optischen Modells. 


(8,15) 


dort = 6p —i — (8,16) 


9. Deutungsversuche fiir das komplexe Potential 


Das optische Modell ist imstande, die tiber viele Resonanzen gemittelten 
Wirkungsquerschnitte (¢, und o, =o, +6,) zu erkliren, und zwar als 
Funktion der Energie HZ und der Massenzahl A. Dies gelingt durch Ein- 
fihrung eines (nahezu) kastenformigen komplexen Ein-Teilchen-Potentials 
Vort (x) ~ Vort (1 + 7%). Sein Realteil 


ort ~ Vp (9,1) 
ist offenbar ein geeignetes Mittel tiber das Potential V (x, 1), das auf das 
einfallende Neutron von den A Kernnukleonen insgesamt ausgeiibt wird: 

VO" (t) aa (ev) (9,2) 


Schwieriger ist die Deutung des Imaginirteils — 1 W(r), der im Innern 
des Kerns (bei negativem Vorzeichen) den Betrag 


Wy a C Vo (9,3) 
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‘albwertsbreite der Grobstrukturresonanz!) von JI°,/D, das nach (7,6) 
der (7,24) ein direktes MaB der Wahrscheinlichkeit fiir die Bildung eines 


Vee mit [¥|? ~ exp (- ee - ‘), (9,4) 


“Die .. Verschmelzungsstrecke“ J ist gleich der mit der Geschwindigkeit 
e=—hK a multiplizierten a Ga ) h/W, vel. die Diskussion 


i: W, stellt Whe AG dasjenige Bechisiiewall dar, innerhalb dessen 
‘lie Zustainde des Schalenmodells noch stark miteinander kombiniert sind. 
Dementsprechend stimmt sie vermutlich ungefahr mit der Schwankung des 
virklichen Potentials V (x, r) um seinen Mittelwert V°Pt(r) iiberein: 


~ (V(x, 1) — Vort(ryp} (9,5) 


sdier ist der Mittelwert als ein quantenmechanischer Erwartungswert auf- 
sufassen (70). 

tNun kommt es entscheidend auf den Vergleich von W, mit den Gréfen D 
‘Sind A an, wo D der Abstand zwischen den quasistationéren Zustanden des 
;ompoundkerns ist und ae 


Axx 


— (9,6) 
ider Termabstand der Ein-Teilchen-Resonanzen gleichen Drehimpulses. Da D 
fur nicht zu leichte Kerne von der GréBenordnung keV ist, Wy von der GroBen- 
fordnung 1 MeV (54, 49) und A von der GréBenordnung 10 MeV, gilt er- 
tfahrungsgemaB die Beziehung 

D<W,<A. (9,7) 


/Ein-Teilchen-Modell zu tun. Diese Annahme ist durch die Existenz der zahl- 
jreichen scharfen Resonanzen widerlegt. BOHR machte nun die entgegen- 


1) Diese Halbwertsbreite ist danach durch 4(RK) = 2-xRK = (K,R gegeben, letz- 
ee wegen (8,2). Nun ist 4H = v- AhK, wo v = hK,/m die Gruppengeschwindigkeit 
dist. Folglich gilt in der Tat AE = viC Ky = € - A? Kj/m = 20V_) = Wy. Mit der Breite 
} I, =2kRwyP der Wirkungsquerschnitte o(Z) hat Wy fast nichts zu tun, vgl. (9,13). 
| 2) FRIEDMAN und WEIssK oPrF (62) fiihren den ,,Verschmelzungsfaktor** (coalescence- 
‘ coefficient) C = Ym/2 (EZ + Vo) (4Wo/h) =4 Wo/hv=41" ein; 5 C+ ist die Weglainge 1, 
'd.h. die durch die Geschwindigkeit v dividierte Verschmelzungszeit h/ Wo. 

(24 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


| 
. 
| 


i] 


ae 
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gesetzte extreme Annahme: W, >A. Sie besagt, daB die Kin-Teilchen-Bahnex 
vollig zerstért sind, weil das einfallende Teilchen seine Energie bereits nach 
einer Zeit h/W, an die inneren Freiheitsgrade des Kerns abgibt, die kleis 
gegen diejenige Zeit R/v = 2 h/A ist, die das Teilchen braucht, um einex 
Kernradius zuriickzulegen. Diese Annahme ist durch die Existenz det 
Riesenresonanzen widerlegt. Es bleibt also nur die KompromiBannahme (9,7 
iibrig, bei der man es gleichzeitig mit beiden N&herungen der Kern 
dynamik wesentlich zu tun hat: mit den Ein-Teilchen-Bahnen und mit der 
komplizierten Compoundzustinden, an deren Anregungsenergie viele Frei: 
heitsgrade beteiligt sind. . 

Es fehlt nicht an Versuchen, sich eine detailliertere Vorstellung von dem 
Mechanismus zu bilden, mit dem das einfallende Neutron an die innerer 
Freiheitsgrade des Kerns gekoppelt ist, bzw. Naherungsmethoden zu ent! 
wickeln, mit deren Hilfe der Wert von W, theoretisch abgeschatzt werder 
kann (54), (68)—(79). 
Am einfachsten ist die sog. GOLDBERGER-Methode (71) —(73), (90), in der die 
gaskinetische Berechnung von mittleren freien Weglangen au: 
die Kernmaterie iibertragen wird. Die einzige Abanderung besteht darin, dal 
man einen Faktor f < 1 anbringt, der die Wirkung des PAULI-Prinzips beriick: 
sichtigt. Man setzt also fiir die in (9,4) eingefiihrte GroBe 7 an: ; 
- = fon Q, (9,8) 
wo @ die Nukleonendichte im Kern ist und o, der gemessene mittlere Wir: 
kungsquerschnitt fiir den StoB eines Neutrons an einem freien Nukleon: 


Genauer: ZOny + (A —Z) Onn 
x 


Fir die Berechnung des Reduktionsfaktors f wird das Fermigas-Model| 
vorausgesetzt. Gegen diese Naherung kann eingewandt werden, da der gas: 
kinetische Begriff einer ,,freien Weglange‘‘ nur dann mit Sicherheit einer 
guten Sinn hat, wenn der mittlere Abstand o~'/s zwischen den Gasteilchen seh 
viel gréBer ist als der mittlere StoBradius Vo,/z, so daB die Weglange J noch 
sehr viel gréBer wird als g~'/:. Diese Voraussetzungen sind nun in der Kern- 
materie leider nur sehr schlecht erfiillt, denn @~'/*X ro, V.o,/2 und a, die Reich- 
weite der Kernkrafte, sind Langen von derselben Gré8enordnung. Man mufi 
also befiirchten, daB die Koharenz der Streuwellen von nahe benachbartem 
Streuzentren die Formel (9,8) wesentlich verfilscht!). Diese Gefahr ist bei 
anziehenden Kraften, wie es die Kernkrafte im wesentlichen sind, besonders 
groB, vgl. Abb. 7. Es ist damit zu rechnen, da die individuellen Potentiale 
gemeinsam ein relativ glattes V = VoPt geben, so daB die Weglange 1 be- 
trachtlich gréBer werden kann als (fo,g)-1. Wahrend namlich o,0 (mit demi 
, freien’ Streuquerschnitt o,) ein MaB fiir |V| ist, miBt (fl)-? nur die Po- 


(9,91 


CO, = 


*) Ein bekanntes Beispiel fiir solch ein Interferenzphinomen in dichtgepackter Materie, 
das durch den Begriff eines Wirkungsquerschnittes nicht wiedergegeben werden kann, 
ist die LAVE-Streuung in einem Gitter. 
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‘ein tialschwankungen |V — V°Pt|. Fraglich ist auch, ob die vorausgesetzten 


508 nicht bloB durch die summarische, quadratische Gré8e o,, beschrieben, 
Ondern durch die Streuwelle, die alle Phasen enthalt. Die Kohiirenz der 
Vellen wird also wesentlich bericksichtigt. Gegen diese Methode kann man 
plerdings einwenden, daB die Benutzung der BoRNschen Naherung im Falle 
‘er Neutronenstreuung problematisch ist. Die BoRNsche Néherung setzt 
jimlich so schwache Potentialtépfe1) voraus, daB die Primarwelle durch 
en Einflu8 des Streuzentrums nur unwesentlich verandert wird. Die Ge- 
‘whwindigkeit des eingefangenen Neutrons im Kerninnern entspricht jedoch 
pturgemiB gerade der Starke des Zwei-Nukleonen-Potentials, so daB es 
sheint, als sei die Bedingung nicht erfiillt, denn die Bahn des Neutrons wird 


‘af die der ce cana V — yort, und hierfiir mag die BORNsche 
(aherung anwendbar sein. Das Ziel dieser Untersuchungen ist es, durch 
‘aterferenz der vielen Streuwellen — wie in der Optik — eine neue mittlere 
qh ellenfunktion zu gewinnen, die sich wie in einem komplex brechenden 


Siynamik nicht niher ein und verweisen auf die Literatur (74)—(79), (93). 
i einer interessanten Arbeit von LANE, THOMAS und WIGNER (70) wird der 
rch (9,7) angedeutete Begriff der mittelstarken Kopplung mit Hilfe 
ver WIGNERschen Theorie der S-Matrix genauer er6értert. Die GrdBen- 
@rdnungsbeziehung (9,5) kann damit in bestimmter Weise prazisiert werden. 
*’nschlieBend berechnen die Verfasser das Schwankungsquadrat von V(r, r) 
onter Zugrundelegung des FERMI-Gas-Modells und eines durch die Zwei- 
Tfukleonen-Experimente adjustierten YUKAWA-Potentials; sie geben fiir Wy 
Sinen Wert an, der um etwa eine Zehnerpotenz groBer ist”) als der Sripitische 
, ~ 20 MeV statt 2,5 MeV). — Nach diesen Uberlegungen scheint 
‘erner die als ,,Starke-Funktion“ (strength-function) bezeichnete GroBe 


= | 


s (E, A) = y,/D = y3/D° (9,10) 


9 ine fundamentale Rolle fiir das Verstandnis des optischen Modells zu spielen. 
‘Bie ist ein MaB der Wahrscheinlichkeit fiir die Bildung des Compound- 
#iustandes (63). Nach der Diskussion von LANE, THOMAS und WIGNER sind 


|) Im Vergleich zur reziproken ,,ungestérten‘‘ Flugzeit (Vy < fv/a). 

‘) Dies entspricht der bekannten Tatsache, daf es nicht méglich ist, das Schalenmodell 
‘térungstheoretisch zu rechtfertigen. Man erhalt so namlich fiir die Korrekturterme 
‘ind die daraus folgenden Korrelationen zwischen den Nukleonen stets viel zu groBe 
Betrage. 

'4* 
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die Riesenresonanzen in s (£, A) auf die Variation von y;, zuriickzufihrem 
wihrend D* im wesentlichen konstant sein sollte). 
Gegen die drei bisher erwihnten Methoden besteht der Einwand, daf wis 
die Mehrkérperkrifte vernachlaissigen. Da die Kopplung zwischen dex 
Nukleonen und den 2-Mesonen erfahrungsgemaB recht stark ist, gibt 
(trotz der Verschiedenheit der Massen) nicht viel Grund zu der Hoffnung 
daB die Mehrkérperkrifte schwach sind, zumal bei den schweren Kernen di 
Zahl der Nukleonen-Tripel, -Quadrupel usw. sehr viel gréBer ist als die Zah 
der Nukleonen-Paare. 

Sehr bemerkenswert ist ferner der Versuch von BOHR und MOTTELSON (49) 
das einfallende Teilchen primar an die kollektiven Bewegungen dei 
Kerns zu koppeln. Die direkte Wechselwirkung mit den individuellen Bei 
wegungen der Kernbausteine wird also vernachlassigt. Die beriicksichtigt 
Kopplung hat die Gestalt 


V — Vortt— —V,d(r—R R,> Sean Vin (8, Q), (9,11 
A=2 p=—A 
wo der rechte Faktor 6 R( 3, ~) = Ry) ai, Yiu (9, yp) die Verformung des 
Kernoberflache beschreibt. Man hat abzuschneiden, sobald die durch 2: 
dividierte Wellenlange R,/A der Oberflichenwellen von der GréBenordnun; 
des mittleren Nukleonenabstandes ry) ~ y~'/: wird, also mit A ~ A‘. Di) 
Koeffizienten @,, sind relativ einfache Konfigurations- Funktionen: 


A 
oan = 54 3 (GE) VEC Om os) (9,12 


Man k6nnte sie als ,,Massen-Multipole“ bezeichnen. BOHR und MOTTELSO! 
gelingt es, die Riesenresonanzen in der Starkefunktion (9,10) zu erklaren. Fi 
die Energie-Breite W, erhalten sie ohne wesentlich neue quantitative An 
nahmen schatzungsweise einen Wert von 2 bis 3MeV. Das stimmt erstaunlic} 
gut mit dem empirischen Wert ¢ = 0,03 — nach der Analyse von FESHBACH 
PORTER und WEIsskoPrF (d4) — iiberein. Bei der Abschitzung sind jedoe!} 
nur die ,,Grundschwingungen“ mit A = 2° beriicksichtigt worden; fiir die Ober 
flachenspannung und die Tragheitskoeffizienten der kollektiven Bewegun; 
sind die hydrodynamischen Werte benutzt worden (Trépfchen-Modell). De 
plausible Ansatz (9,12) fiir die FouRIER-Koeffizienten @,, fiihrt automatisel 
zu diesen Tragheitskoeffizienten. (Dabei ist allerdings eine ,,kastenférmige” 
Nukleonendichte vorausgesetzt.) —- BOHR und MOTTELSON gelang schlief 
lich die Ableitung eines einfachen Summensatzes fiir die in (3,13) de 
finierten reduzierten Neutronenbreiten: 


8 h2 P yy 
Xn © ap Re = = OER 


(9,13 


Hier ist tiber alle feinen Resonanzen s zu summieren, die zu einer Riesen 
resonanz (d. h. zu einer Kin-Teilchen-Bahn des einfallenden Neutrons) ge 
horen. Diese Beziehung gilt um so genauer, je kleiner das Verhaltnis W/A ist 


1) Vgl. den Brookhaven-Bericht (65) und die neuere Arbeit von Voct (94). 
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‘te rechte Seite in (9,13) kann als die reduzierte Neutronenbreite einer Ein- 
Bilchen. Resonanz aufgefaBt werden. In der Arbeit von LANE, THOMAS und 
““VIGNER (70) ist eine ahnliche Summenregel unter viel allgemeineren Voraus- 
tzungen tiber den Kopplungsmechanismus fir den Fall mittelstarker Kopp- 
ing abgeleitet worden, vgl. auch TEICHMANN und WIGNER (23). 

‘jir die logarithmische Ableitung erhalt man nach BOHR und MOTTELSON 
ur s-Wellen niedriger Energie bei Vernachlassigung der Reaktionen (0g =d¢.) 
fie Resonanzformel 


1 Lege 
ae Y 24 
f=f PS pee (9,14) 


f? = BK etek, K (9,15) 


i tie logarithmische Ableitung der Potentialstreuung ist. Liegen die Terme # 
Hmnahernd aquidistant und ist | H°°| ungefaéhr konstant, so verhalt sich die 
%-Summe qualitativ wie ein Kotangens: 2 = (a|H|?/D) etg [x (# — E*)/D}. 
Die Nullstellen von fg liefern die ,,feinen‘‘ Resonanzenergien E*, und die dazu- 


izehorigen TSE A aS Som sind ein pea O Res MaB fiir die Neutronen- 


Soreiten : Yr = = — 1/f*. Die Nullstellen von fz dagegen definieren die Resonanz- 
jenergien E} der Riesenresonanzen. Man sieht nun: Je groBer f ist, d. h. je 


ider Feinstruktur. Durch genauere Analyse von (9,14) gelangt man so nach 
QBouR und MOoTTELSON im wesentlichen zur Formel (8,11), und zwar un- 
iimittelbar, ohne Benutzung eines komplexen Potentials. Die quan- 
Vtitative Beziehung lautet: 2xVy>~¢C Vo= 

tWoen eel (9,16) 
: : D P 
7 Man erkennt an der Formel (9,14) besonders schon das Zusammenwirken der 
| Einteilchen- mit den Vielkérper-Strukturen der Kerndynamik. Im Limes 
| W,< D bzw. |H°°|< D wird f unendlich steil, d. h. es verschwinden alle 


| Neutronenbreiten mit Ausnahme der bei H = EF}. Bei diesem Grenziiber- 
gang bleibt die Summe (9,13) der reduzierten Breiten konstant. Im Grenzfall 


| W,>A dagegen werden die y;, ungefahr gleich groB (auBer in der unmittel- 


| baren Nahe der,,Antiresonanzen“‘ der Grobstruktur, {fp —oo, wo stets Yn =0 
_ wird). In Ubereinstimmung mit dem Summensatz (9,13) geht dabei I’,/D 


in I’? /A iiber. — Bei Beriicksichtigung der Reaktionen (c,) wird f komplex, 
und die Unstetigkeit bei f = oo verschwindet ins Imaginare. 
Zum SchluB sei noch angegeben, welche unmittelbare physikalische Be- 
deutung ein komplexes Potential besitzt. Um das zu sehen, braucht man 
sich nur die Wellenfunktion des Gesamtsystems nach den Energieeigen- 
funktionen des Zielkerns entwickelt zu denken: 


Dz (t,t) = Xo (t) V2 (t) + > x(t) ve (t)- (9,17) 
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Der r-abhangige Entwicklungskoeffizient y°?t des Grundzustandes 7, stell 
im AuBenraum eine freie Welle der Energie # dar, im Kerinneren dagege 
sicher so etwas wie eine gedaémpfte Welle, denn mit abnehmendem | 
werden in steigendem Mafe die héheren Zustiinde x, angeregt. Der daz 
gehorige Dimpfungsparameter dirfte mit ¢ aus Gl. (5,6) ibereinstimmen 
leider fehlt hierfiir eine ausfiihrliche Theorie. — Der nichthermitische Ch 
rakter des Summanden 7,y steht keineswegs im Widerspruch zu der Tat: 
sache, daB die ganze Summe (9,17) als stationare Wellenfunktion mi 
einem rein harmonischen Zeitfaktor e—*#'/é zu multiplizieren ist (#* = EY 
Ein treffendes Modell fiir den dadurch beschriebenen stationaren StoB: 
vorgang stellt folgendes Gedankenexperiment aus der Optik dar: Schick 
man eine Lichtwelle extrem groBer Koharenzlange durch einen streuender 
und fluoriszierenden kleinen kugelférmigen Gask6rper mit halbdurchlassigen: 
spiegelnden Wanden, so wird sie dabei in seinem Inneren (raumlich) exponen. 
tiell abfallen, und es wird sich nach einiger Zeit ein stationarer Zustand heraus:- 
bilden. — Zwecks niherer Untersuchung wird y°?t gemaB (2,1) in Partialweller 
r-lylort Y; 4 zerlegt, s. z. B. (5,9). 

Der Zerlegung des Potentials V (rz, r) in einen Mittelwert V°Pt(r) und die 
dazugehérige Schwankung V(r, r) — VPt(r) bzw. von @ in die beiders 
Summanden (9,17) entspricht bei der Welle des gestreuten Teilchens die Zer- 
legung in eine ,,mittlere Welle‘‘, die durch das optische Modell beschriebers 
wird, und in die restlichen Fluktuationen, die die Resonanzstruktur ergeben 


bh (u_ — 4°rt U.) — (n Pa, noel) Us, (9,18) 


wobei die Hypothese (7,22) gemacht wird, wonach der zweite Summand bei 
einer Mittlung tiber die Energie verschwindet. Bei niedrigen Einfallsenergien 
hat (9,18) folgende wesentliche Eigenschaft (62): Bildet man aus den wz(r) 
ein Wellenpaket mit einer Energieunscharfe von der GréBenordnung des 
Mittlungsintervalls I, so stellt der erste Summand eine Welle dar, die sehr 
schnell an V°Pt(r) gestreut wird, wahrend der zweite Summand die Bildung 
und den langsamen Zerfall der zahlreichen Compoundzustande in J beschreibt, 
vgl. die Diskussion bei (7,19). 

Durch Analyse verschiedener MeBresultate nach dem optischen Modell hat 
man den Imaginarteil }W, des Ein-Teilchen- Potentials als Funktion der Energie 
zu bestimmen versucht (54), (61), (80) —(88). Die Resultate sind in Abb. 13 
gezeigt und mit der nach der GOLDBERGER-Methode berechneten, rein theore- 
tischen Kurve verglichen (73). Die Ubereinstimmung zwischen den theoreti- 
schen und den empirischen Werten ist tiberraschend gut. Der Parameter 4 Wo ist 
bei H = 0 ungefahr = 2 MeV, nimmt mit steigender Energie zu und erreicht 
bei H = 30 MeV die Gr68enordnung 10 MeV. Bei noch héheren Energien 
sollte er nach der gaskinetischen Berechnung wieder kleiner werden, denn der 
Wirkungsquerschnitt fiir den Zwei-NukleonenstoB nimmt dort mit der 
Energie stark ab. Dieser Abfall von 1W, scheint aber bisher noch nicht ex- 
perimentell bestatigt zu sein. 

Kine der besten Methoden zur experimentellen Bestimmung des imaginaren 
Potentials (9,3) ergeben die gemessenen Winkelverteilungen von elastisch 
gestreuten Nukleonen. Auch hier sind bei hédheren Energien die gemessenen 
Kurven glatte Funktionen des Atomgewichtes A und der Einfallsenergie Z. 
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'WaBt sich eine groBere Genauigkeit erreichen als an Neutronen. Leider wird 
die theoretische Analyse durch die hinzukommende CoULOMB-Streuung er- 


tio 1 70 100 E MeV 


1 Abb. 13. Der Imaginiarteil des komplexen Potentials als Funktion der Energie. Empirische Werte zur 
i ite Wiedergabe verschiedener Messungen (totale Wirkungsquerschnitte, Winkelverteilungen und inelastische 
Streuquerschnitte). Theoretische Kurve nach der GOLDBERGER-Methode (73). 


6) Kastenpotential 


O05 
8 
Rutherford 
Q3 
2)\ abgerundetes 
Q2 Potential 
Q1 


0 30 60 90 120 6 


Abb. 14. Die Winkelverteilung der elastischen Streuung von 22-MeV-Protonen an Pt. Die gestrichelte 
_  Kurve zeigt die MeBergebnisse, die ausgezogenen Kurven die Rechenresultate. a) Abgerundetes Potential 


Vin =—([v, + it W)/f + ce’ *!4] mit VY, = 38MeV, +} W = 9MeV, R = 8,24-10-* cm, 
a = 0,49-10-'%cm. b) Kastenpotential mit entsprechenden Dimensionen (86), (84). 


_ schwert. Im Gegensatz zur alten Kontinuum-Theorie (f = —iRK) ist 
das optische Modell sehr wohl imstande, die Beobachtungen zu erklaren (82). 
_ Dabei wird der Unterschied zwischen der elastischen und der compound- 
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elastischen Streuung vernachlassigt, was bei diesen hohen Energien allem: 
Anschein nach méglich ist, vgl. (7,20). Bei den kurzen Wellen der einfallenden: 
Nukleonen erweist es sich als wesentlich, das Kastenpotential an der Ober-- 
fliche abzurunden, vgl. Abb. 14. Ein scharfer Potentialsprung ergibt eine: 
zu starke Reflexion, d. h. die Riickwartsstreuung wird tberschatzt. Mani 
erhalt eine viel bessere Ubereinstimmung mit dem Experiment, wenn mani 
fiir die Breite des Potentialabfalls an der Kernoberflache ungefahr 1-10- em 
anhimmt (86), (89). — Bisher ist immer vorausgesetzt worden, daB der Damp- 
fungsparameter ¢ ortsunabhingig ist. Es ist aber durchaus méglich, da err 
in Wahrheit an der Oberflache gréBer ist alsinnen. Die BOHR-MOTTELSONsche? 
Deutung des phinomenologischen optischen Modells (49) legt diese An-- 
nahme besonders nahe. Es scheint, als wiirde die Ersetzung der bisher voraus- - 
gesetzten Volumenabsorption durch eine Oberflachenabsorption die Aussagen} 
der Theorie nur schwach modifizieren, zum mindesten fiir den totalen) 
Wirkungsquerschnitt. 


Zusatz bei der Korrektur: In der Zwischenzeit ist es deutlich geworden, , 
daB es bei héheren Einfallsenergien (vor allem oberhalb 10 MeV) auch in-. 
elastische Prozesse gibt, die vor der Bildung eines Compoundkerns statt-. 
finden, insbesondere Kaskaden sowie (n, y)- und (p, y)-Prozesse; vgl. Tab. 1 

(62) und die Vortrage von WEISSKOPF und BECK auf der ,,International | 
Conference on Nuclear Reactions‘ in Amsterdam, Juli 1956. Der Imaginar- . 
teil des optischen Potentials beschreibt danach auBer der Compoundkern- 

Bildung auch diese ,,schnell ablaufenden“ Kernprozesse. 


Anhang: Wirkungsquersdhnitte 


Wird eine ebene Neutronenwelle, die in z-Richtung (# = 0) lauft, an einem 
einzelnen Atomkern gestreut, so hat die Wellenfunktion fiir geniigend groBen 
Abstand r = |r| beziiglich der Relativkoordinaten folgende Gestalt: 


tkr 


p (t) =e? + f (8) 


Goes + Pe (1) 
Dies ist der allgemeinste Ansatz, denn es gibt nur ein Streuzentrum beir = 0; 
da wir den Spin des Neutrons und des Kerns vernachlissigen, hingt f vom 
Azimutwinkel (gy) nicht ab. Durch (1) wird ein stationires Streuproblem 
beschrieben. In Wirklichkeit hat man es natiirlich mit einer Linear- 
kombination solcher Wellenfunktionen zu tun, denn die einlaufende Neu- 
tronenwelle hat eine endliche raumliche Ausdehnung h/ép = 27/dk. Es ge- 
nigt anzunehmen, daf sie sehr gro8 gegen die Wellenlinge 2/k und gegen 
den Kerndurchmesser 2 ist. Die Stromdichte der einlaufenden Welle 
Gy = e'* betraigt1) : 

9 = hkl/m (2) 


(wegen der Normierung @ = 1 ist j = v). Nach der Definition des Begriffes 
,, Wirkungsquerschnitt“ ist nun jo, und jo, gleich dem Gesamtstrom der 


*) Begrifflich klarer ware es, 9 = |p|? = 1/V zu setzen mit einem groBen Normierungs- 
volumen JV; vgl. FuBnote °) auf S. 332. 
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mepestisch) gestreuten bzw. ,,absorbierten‘‘ Teilchen, also 
h 1 /Og% x IP 
See Mee ae ' ¢ é 
POE ies dace g dos ine Po — Ve me) 
1 i 


2 1 Oy* 2 Oy 
® $ do ell Ve ae s 
/ mit einem beliebigen, aber hinreichend groBen 7 (so daB die Ausdriicke von 7 
_unabhingig werden). Die Interferenz zwischen gp) und ¢, bleibt auBer Be- 
_tracht, denn die Zihlrohre fiir jo, befinden sich auBerhalb der Bahn des 
Wellenpaketes 9 ~ e‘*?, Andernfalls wiirde man nicht das messen, was zur 
Bestimmung von o, gemessen werden muB. 
Durch Einsetzen von gy, = f(0)r-1e**" 1aBt sich danach der elastische Streu- 
querschnitt o, leicht ausrechnen. Dagegen ist es vorteilhafter, an Stelle des 
Reaktionsquerschnittes o, (der die inelastische Streuung mit umfaBt) den 
totalen Wirkungsquerschnitt 


(3) 


Og? 
Ho +o, = drt § dom (L2 Pe + Po a) (4) 
zu berechnen. Die Ergebnisse lauten 
= fdeo|f(9)|%,  % = 4223m/ (0) (5) 


mit 2 = 1/k. Die zweite Formel gewinnt man aus (4) am einfachsten durch 

Entwicklung nach Kugelfunktionen. Fir die ebene Welle gilt bekanntlich 
yott) 22 § > y2i +i Day [u!_ ( (r) ay a (r)] Yio(d (6) 

i=0 

wo u, die in (2,2), (2,3) definierten halbzahligen Zylinderfunktionen sind. 

Bei Abwesenheit eines Streuzentrums, /(#) = 0, gehen also die Amplituden 

7 in 7/= 1 iiber. Die zu den 1 — 7’ ,,kanonisch konjugierte‘‘ Amplitude 

{(9) entwickeln wir folgendermaBen: 


(9) =Va OS V2l + 1 & Yio (9). (7) 


Der Faktor Vz 4 V21+ 17 ist aus ZweckmiBigkeitsgriinden hinzugefiigt. 
Damit erhalt man unter Verwendung der Orthonormierung der Kugel- 
funktionen und der asymptotischen Ausdriicke (2,3) die Formeln 


O, anit (2 1)| [2 
1=0 
(8) 
C— xi > (21 +1)2Re &. 
1=0 


Nach (7) stimmt das mit (5) tiberein, denn Y;9(0) = V(2l + 1)/42. 
Nun kommt es nur noch darauf an, é, auf 7’ zuriickzufiihren. Nach (1), (6). 
(7) und (2,3) lautet die gesamte Wellenfunktion 


p(n) = 42S Y20 +14 [wl (r) — (1 — &) uh (r)] M09). (9) 
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Der Koeffizientenvergleich mit (2,1) zeigt aber, dafs 
ec’ =1 und §=1-—7/! (10) 


ist, womit die Behauptungen (2,8) und (2,9) bewiesen sind. 
Nach (5) ist der differentielle Streuquerschnitt unmittelbar durch f(#) 
gegeben: an 


a ae f(9)|? eye: Sy V2 +174(1 —7!) Yio (9) 
o i=0 


2 


(11) 


Man sieht, daB dies im Unterschied zu o, im allgemeinen nicht eindeutig in 
Drehimpulskomponenten zerlegt werden kann; es gibt Interferenzglieder. Der 
,integrale Streuquerschnitt’‘ o, kann also nur entweder nach den ver- 
schiedenen Raumrichtungen oder nach den verschiedenen Drehimpulsen 
aufgeteilt werden. Da8 beides zugleich nicht médglich ist, ist plausibel, 

denn @ und / sind komplementire GroBen. 


Mexiko, D. F, Universidad Nacional Auténoma und Instituto Nacional de la Investiga- 
cién Cientifica (z. Z. in Géttingen). 

Gottingen, Max-Planck-Institut f. Physik, BottingerstraBe 4. 

(Abgeschlossen im Februar 1956.) 


Literatur 


(1) L. RosENFELD, Nuclear Forces. North-Holland Publ. Co., Amsterdam 1948. 
(2) H. A. BETHE, Phys. Rev. 47, 747 (1935). 
(3) G. Beck u. L. H. Horsvey, Phys. Rev. 47, 510 (1935). 
(4) F. PERRIN u. W. M. ExvsasseEr, J. Phys. Radium 6, 194 (1935). 
(5) M. OstrRorsky, G. BREIT u. D. P. JoHNson, Phys. Rey. 49, 22 (1936). 
(6) E. AmMatpi, O. D’AGostINo, E. Fermi, B. Pontecorvo, F. RASETTI u. E. 
SEGRE: Proc. Roy. Soc. (London) A 146, 483, (1934), A 149, 522 (1935). 
(7) N. Boner, Nature 187, 344 (1936). 
(8) N. Bour, Science 86, 161 (1937). 
(9) N. Bour u. F. Karcxar, Dan. Mat. Fys. Medd. 14, Nr. 10 (1937). 
(10) H. A. BETHE, Rev. Mod. Phys. 9, 69 (1937). 
(11) G. BREIT u. E. P. WIGNER, Phys. Rev. 49, 519, 642 (1936). 
(12) H. A. BETHE u. G. PLaczEx, Phys. Rev. 51, 450 (1937). 
(13) J. A. WHEELER, Phys. Rev. 52, 1107 (1937). 
(1/4) W. HEISENBERG, Z. Physik 120, 513, 673 (1943). 
(15) C. MOLLER, Dan. Mat. Fys. Medd. 28, 1 (1945). 
(16) H. FEsupacu, D.C. PEASLEE u. V.F. Wetsskopr, Phys. Rev. 71, 145 (1947). 
(17) H. FesHBacu u. V. F. WeEtsskopr, Phys. Rev. 76, 1550 (1949). 
(18) J. M. Bratt u. V. F.Weissxkopr, Theoretical Nuclear Physics, John Wiley & Sons, 
New York 1952. 
(19) P. L. Kapur u. R. PEIERLS, Proc. Roy. Soc. (London) A 166, 277 (1938). 
(20) E. P. WiGNER, Phys. Rev. 70, 606 (1946). 
(21) E. P. WIGNER u. L. E1SENBUD, Phys. Rev. 72, 29 (1947). 
(22) T. TEICHMANN, Phys. Rev. 77, 506 (1950). 


Das optische Kernmodell 355 


(23) T. TEICHMANN u. E. P. WicNrrR, Phys. Rev. 87, 123 (1952). 

(24) W. Macnus u. F. OBERHETTINGER, Formeln und Siatze fir die speziellen Funk- 
tionen der Mathematischen Physik, Sprmger 1948. 

(25) P. M. Morse u. H. Fesupacu, Methods of Theoretical Physics. McGraw Hill 
Book Co., New York 1953. 

(26) S. (18), Seite 464. 

(27) D. J. HuGHEs u. J.A. Harvey, Neutron Cross Sections. Brookhaven Nat. Lab., 
Upton, New York 1955. 

(28) H. Fesupacu, Phys. Rev. 65, 307 (1944). 

(29) A. ACHIEZER u. I. POMERANTSCHUK, Zurn. eksper. teor. Fiz. 18, 603 (1948). 

(30) R. G. THomas, Phys. Rev. 81, 148 (1951). 

(31) O. K. Rice, Phys. Rev. 85, 1538 (1930). 

(32) H.A. BetuHE, Ann. Physik 4, 443 (1930). 

(33) G. BrReEIT u. F. L. Yost, Phys. Rev. 48, 203 (1935). 

(34) A. J. F. SteGERT, Phys. Rev. 56, 750 (1939). 

(35) F. BLocu, Phys. Rev. 58, 829 (1940). 

(36) G. BREIT, Phys. Rev. 58, 506, 1068 (1940). 

(37) V. F. Wersskopr, Helv. Phys. Acta 28, 187 (1950). 

(38) J. A. Harvey, D. J. HuGHEs, R. S. CarTER u. V. E. PILCHER, Phys. Rev. 99, 
10 (1955). 

(39) V. F. WeIssxopr, C. E. PoRTER u. H. URSRNCH, Internat. Conf. on the Peaceful 
Uses of Atom. Energy. A/Conf. 8/P/830. 

(40) M. GoEPPERT-MEYER, Phys. Rev. 78, 16, 22 (1950). 

(41) O. Haxet, J. H. D. JENSEN u. H. E. SuEss, Z. Physik 128, 295 (1950). 

(42) R. K. Aparr, Rev. Mod. Phys. 22, 249 (1950). 

(43) H. H. BaRSCHALL, Phys. Rev. 86, 431 (1952). 

(44) D. W. MILLeEr, R. K. Apair, C. K. BocKELMANN u. S. E. DARDEN, Phys. Rev. 
88, 83 (1952). 

(45) M. Watt, R. L. BECKER, A. OKAZAKI u. R. E. FIELDS, Phys. Rev. 89, 1271 (1953). 

(46) N. NERESON u. S. E. DarDEN, Phys. Rev. 89, 775 (1953). 

(47) A. Oxazaxt, S. E. DARDEN u. R. W. Watton, Phys. Rev. 98, 461 (1954). 

(48) A. Bour, Dan. Mat. Fys. Medd. 26, Nr. 14 (1953). 

(49) A. Bour u. B. N. MottTetson, Dan. Mat. Fvs. Medd. 27, Nr. 16 (1953), vor 
allem § VId und Ap. V. 

(50) V. F. WEIsskoprF, Science 118, 101 (1951). 

(51) V. F. Wretsskopr, Physica 18, 1083 (1952). 

(52) H. A. BETHE, Phys. Rev. 57, 1125 (1940). 

(53) H. FeEsHpacnu, C. PorTER u. V. F. WeErsskopr, Phys. Rev. 90, 166 (1953). 

(64) H. FesHBacu, C. PorTErR u. V. F. WEIsskoprF, Phys. Rev. 96, 448 (1954). 

(55) D. J. HuGHEs in ,,Progress in Nuclear Physics‘, London u. New York 1955, Band 4. 

(56) S. FERNBACH, S. SERBER u. T. B. Tay or, Phys. Rev. 75, 1352 (1949). 

(57) R. K. Aparr, S. E. DARDEN u. R. E. FIELDs, Phys. Rev. 96, 503 (1954). 

(58) N. Bour, R. E. PEIERLS u. G. PLaczeEk, Nature 144, 200 (1939). 

(59) G. PLaczEx u. H. A. BETHE, Phys. Rev. 57, 1075 A (1940). 

(60) A. REIFMANN, Z. f. Naturforschg. 8a, 505 (1953). 

(61) T. B. Taytor, Phys. Rev. 92, 831 (1953). 

(62) F. L. FrrEDMAN and VY. F. WeIsskopr, ,,Niels Bohr and the Development of 
Physics‘‘, Pergamon Press, London 1955. 

(63) R. G. THomas, Phys. Rev. 97, 224 (1955). 

(64) F. G. P. Sept, D. J. Hucues, H. Pavevsky, J. 8. Levin, V. Y. Kato u. N. G. 
SJOSTRAND, Phys. Rev. 95, 476 (1954). 

(65) R. M. Ersspere, P. C. GuGEtort u. C. E. Porter, Statistical Aspects of the 
Nucleus. Physics Dept., Brookhaven Nat. Lab. Upton, N. Y. 1955. 


356 F. M. MEpINa und G. SUSSMANN 


(66) K. W. Forp u. D. Boum, Phys. Rev. 79, 745 (1950). 

(67) R. K. Apair, Phys. Rev. 94, 737 (1954). 

(68) J. M. C. Scott, Phil. Mag. 45, 751 (1954). 

(69) E. P. WicNER, Science 120, 790 (1954). 

(70) A. M. Lane, R. G. THomas u. E. P. WIGNER, Phys. Rev. 98, 693 (1955). 

(71) M. L. GoLDBERGER, Phys. Rev. 74, 1269 (1948). 

(72) C. G. Morrison, H. MurrHEAD u. P.A.B.Murpocu#, Phil. Mag. 46, 795 (1955). | 

(73) A. M. LANE u. C. F. WaNDEL, Phys. Rev. 98, 1524 (1955). 

(74) K. M. Watson, Phys. Rev. 89, 575 (1953). 

(75) G. F. CHew u. G. C. Wick, Phys. Rev. 85, 636 (1952). 

(76) N. C. Francis u. K. M. WAtTson, Phys. Rev. 92, 291 (1953). 

(77) N. C. Francis u. K. M. Watson, Phys. Rev. 98, 313 (1954). 

(78) G. TAKEDA u. K. M. Watson, Phys. Rev. 97, 1336 (1955). 

(79) K. A. BRUECKNER, R. J. EDEN u. N. C. Francis, Phys. Rev. 100, 891 (1955). 

(80) H. T. Gittinecs, H. H. BarscHact u. G. G. EVERHART, Phys. Rev. 75, 1610 
(1944). 

(81) S. PASTERNACK u. H. SNYDER, Phys. Rev. 80, 921 (1950). 

(82) R. E. Le LEvIER u. D. S. Saxon, Phys. Rev. 87, 40 (1952). 

(83) D. D. Puriiuips, R. W. Davis u. E. R. GRAVES, Phys. Rev. 88, 600 (1952). 

(84) B. L. CoHEN u. R. V. NE1piGH, Phys. Rev. 93, 282 (1954) 

(85) D. M. CuHAsE u. F. Ronwrvicu, Phys. Rev. 94, 81 (1954). 

(86) R. D. Woops u. D. S. Saxon, Phys. Rev. 95, 577 (1954). ) 

(87) Y. Fujimoto u. A. Hossain, Phil. Mag. 46, 542 (1955). | 

(88) M. Wat u. J. R. BEYSTER, Phys. Rev. 98, 677 (1955). | 

(89) s. D. S. Saxon, in (65). 

(90) P. MiTTELSTAEDT, Géttinger Dissertation (1956). 

(91) B. T. FELD in ,,Experimental Nuclear Physics‘‘, Hrsg. E. Segré, John Wiley & : 
Sons, New York 1953, Bd. II. 

(92) N. F. Mott u. H. 8S. W. Massey, The Theory of Atomic Collisions, Oxford 1949. 

(93) D.C. PEASLEE, in ,,Annual Review of Nuclear Science‘‘, Annual Reviews, 
Stanford 1955, Band 5. 

(94) E. Voct, Phys. Rev. 101, 1792 (1956). 


»ortschritte der Physik‘‘ Bd. 4, 8.357 — 382, 1956 


Relativistische Transformationen und Erhaltungssitze 
fiir Energie und Impuls. 
Anwendung auf einige Probleme der Physik 
der kosmischen Strahlung’) 


Von I. L. ROSENTAL 


Einleitung 


Zur Zeit ist die Theorie noch nicht imstande, eindeutige Aussagen iiber die 


L Umwandlung von Elementarteilchen zu machen. Sehr wertvoll ist also die 


Entwicklung von Methoden, die nur auf den zweifellos richtigen Erhaltungs- 
sitzen basieren und die bei der Aufdeckung der charakteristischen GréBen 
der Teilchen und ihrer Zerfallsschemata von Nutzen sind. Fir den Experi- 
mentator, der in dieser Richtung arbeitet, ist die Identifizierungsméglichkeit 
der Teilchen von allergréBter Bedeutung. Von groRem Nutzen kann auch 
hier eine konsequente Anwendung der Erhaltungssitze sein. Das Thema 
dieser Arbeit ist die Anwendung der Erhaltungssaitze auf den Zerfall von 
Teilchen”). Natiirlich kénnen wir in diesem Artikel keine vollstandige Dar- 
legung der zur Zeit vorhandenen experimentellen Daten tiber die Elementar- 
teilchen geben. Diese Daten, die in einer ganzen Reihe von Berichten zu- 
sammenfassend behandelt werden [siehe z. B. (J, 2)], werden nur zur Ver- 
anschaulichung der allgemeinen Methode herangezogen. 

Die erfolgreiche Anwendung der Erhaltungssaitze von Energie und Impuls 
auf unser Problem beruht weitgehend auf gewissen Eigenarten der Koordi- 
natensysteme, die mit dem Schwerpunkt des Teilchensystems verbunden 
sind, in dem die betrachtete Erscheinung vor sich geht (S-System). Die erste 
selbstverstandliche Eigenschaft dieses Systems ist die Giltigkeit der Glei- 
chung >’ p = 0 (p ist der Impuls des 7-ten Teilchens im S-System). Eine 
weitere Eigenart beruht auf gewissen Symmetrieeigenschaften der im S- 
System betrachteten Prozesse. So wird bei einem Zerfall im S-System (Zer- 
fall eines Teilchens) gewodhnlich die Erscheinung kugelsymmetrisch von- 
statten gehen, in dem Sinne, da8 die gemittelten charakteristischen Grof8en 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 54, 405 (1954). 

2) Wir befassen uns nicht mit der Anwendung der iibrigen Erhaltungssitze (fiir Paritit, 
Spin, Isotopenspin usw.) auf die Phvsik der Elementarteilchen. Eine Beschreibung dieser 
sehr aussichtsreichen Verfahren ist ein ganz selbstandiges Problem, das in dem Bericht 
(3) teilweise gelést wurde. [Vg]. auch (19)]. 
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fir alle Richtungen gleich sind. Eine etwas kompliziertere Symmetrie liegt ; 
bei StoBprozessen vor. Hier fahrt das Vorhandensein einer ausgezeichneten 
Richtung (der Richtung der Relativbewegung der Teilchen) zu einer Axial-- 
symmetrie!). Der gleiche Symmetrietyp kann auch bei einem Zerfall auf-. 
treten, wenn dieser mit Polarisationseffekten verbunden ist. In diesem Fall | 
kann beispielsweise die Spinrichtung des Primarteilchens eine ausgezeichnete : 
Richtung sein. 


Die genannten Eigentiimlichkeiten machen die Behandlung der Erscheinun- - 
gen im S-System sehr vorteilhaft; von diesem System aus kann man dann: 
mit Hilfe relativistischer Transformationen zum Koordinatensystem des} 
Laboratoriums (Z-System) tibergehen. Die Herleitung der wichtigsten. 
Formeln aus der Relativititstheorie findet man in jedem Lehrbuch der’ 
Relativitaitstheorie [beispielsweise LANDAU und LiFscuiz (4)]. 


Benutzte Bezeichnungen: 


Ey, Po: Energie und Impuls des Primarteilchens im S-System; 
Ey, Po: Energie und Impuls des Primirteilchens im L-System; 
E, D, 0: Energie, Impuls und Polarwinkel der Bewegungsrichtung eines 


Sekundarteilchens (bezogen auf die Bewegungsrichtung des Primarteilchens) 
im S-System ; 

Ey, p, 91; E,, Do» Do: Energien, Impulse und Polarwinkel bestimmter Sekundar- 
teilchen (bezeichnet durch die Indizes 1, 2, ...) im S-System; 

EL, p, 3; Ey, p,, 91; Hy, Po, J: die analogen GréBen im L-System; 

M, [, fy, fg: Massen des Primarteilchens und der Sekund§arteilchen; 

Be B, By: Geschwindigkeiten von Primar- und Sekundarteilchen im S-System; 
Bo, B, By: Geschwindigkeiten von Primar- und Sekundarteilchen im L-System; 
V: Geschwindigkeit des S-Systems gegen das L-System?): 


— 1 . 

ga 
N (p, cos 0) dp d cos # dg: Anzahl der Sekundarteilchen mit einem Impuls 
aus dem Intervall p, p + dp, die in einer Richtung mit Azimut- und Polar- 


winkeln aus den Intervallen ¢, vy + dp bzw. arccos & und arc(cos # + d 
cos #) fliegen. 


Y 


Da im folgenden Probleme erértert werden, die durch Axialsymmetrie aus- 
gezeichnet sind, hingt die Funktion N (p, cos 3) nicht vom Azimutwinkel Q 


ab; N (p, cos #) ist analog zur Funktion N (p, cos 0) definiert. 


1) Kinematisch betrachtet haben Zerfalls- und StoBprozesse viele Gemeinsamkeiten. 
Obwohl die Untersuchung von StofSprozessen nicht in unsere Aufgabenstellung gehért, 
wollen wir deshalb die Rechnungen in einer Form durchfihren, die sich auch auf die 
Lésung von Sto8problemen anwenden laBt. 

*) Als Geschwindigkeitseinheit dient hier die Lichtgeschwindigkeit. 


| 
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1. Das allgemeine Schema der kinematischen Transformationen 
vom L-System zum S-System 


| Eine Eigentiimlichkeit der relativistischen Transformationen ist die Unab- 


hangigkeit der Winkel #, unter denen sich die Sekundiarteilchen bewegen?), 
von den dynamischen Eigenschaften der Teilchen (beispielsweise der Masse) 
beim Ubergang zu einem anderen Bezugssystem. 

Bekanntlich gilt [siehe z. B. (4)]: 


tg 3 =e i SSsinear' ; (1) 
Y cos 9 — ae 
B 
und umgekehrt tg 0 = ty — % vy: (2) 
cos? + — 
B 


Unter Benutzung der Beziehungen 


B = p/E und B = p/E 
kann man die Gleichungen (1) und (2) folgendermafen schreiben: 


nae p sin O 
OG tees aie Va od 
gp oe (2a) 
Y peoos? + VE 

Wegen psin 0 = psind (3) 
und pcos 0 =» [pcos & — VE], (4) 
pcos 8 =y [pcos + VE]?), (5) 

2 
ist pay, y [EZ — pV cos 8]? — a j (6) 

ran, = — 2 
p=yY \@ + pV cos 8]? aga (7) 


beim Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen trans- 
formiert sich die Verteilungsfunktion iiber Impulse und Winkel folgender- 


maBen : N(p, cos 3) dpd cos 3 dy = N(p, cos 9) Jdpd cos Odg. (8) 


1) Als Sekundarteilchen werden hier alle Teilchen nach dem StoB- oder Zerfallsakt und 
die hierbei erzeugten Teilchen bezeichnet (also die neu entstandenen 6-Nukleonen usw. 
sowie das Primarteilchen). 

2) In (5) wird (4) falschlicherweise folgendermafen geschrieben: 


p cos 0 = + y[p cos ® — VE}. 


Das Vorhandensein zweier Vorzeichen hatte eine Nicht-Eindeutigkeit der LORENTZ- 
Transformation der Impulse zur Folge, was allein schon dagegen spricht. 
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Dabei kann man die Funktionaldeterminante der Transformation 


dp Ocosd dp Acosd 


Da Octet aoa Op 


finden, wenn man (la), (6) und die Gleichung dg = dp benutzt: 


py p? (EZ — pV cos #) 
J = E — pV cos #) = 5° 
( Pp ) ye 7a 


(9) 


In Polarkoordinaten (7, 8) ist das Gebiet, in dem sich die GroBen p und # 
fiir einen gegebenen ProzeB bewegen, begrenzt durch die Kurven 


P =Pmax = ,(8) (10a) 
und Pp = Pnin = ®, (9). (10 b) 


Hierbei sind ©, und ®, Funktionen, die durch die konkreten Eigenschaften 
der physikalischen Prozesse und die Erhaltungssatze bestimmt werden. 


Beispielsweise kénnen bei einem Zerfall in drei Teilchen die Impulse der 
Sekundiarteilchen beliebige Werte zwischen 0 und einem Wert Pmax annehmen, 
der durch die GréBen M, py, Me, és gegeben wird [siehe Gleichung (54)]. Beim 
Zerfall eine 4-Mesons in ein Elektron und zwei Neutrinos ergibt sich der 
Maximalimpuls p,,,x ungefiihr gleich M/2. Bei einem Zerfall in zwei Teilchen 
kénnen deren Impulse im S-System streng bestimmte Werte annehmen, die 
nur von den Groen M, p,, 4, abhangen [vgl. (29)]. 

Setzen wir in (10) die Werte fiir 9, p ein, die entsprechend (1) und (6) be- 
stimmt sind, so erhalten wir folgende Gleichungen fiir die Kurven, die die 
zulassigen Gebiete im Koordinatensystem p, 3 begrenzen: 


:. - ae 
y Ju — pV cos 3)? — o =, Jaret i ( Reds ) : (11a) 


y \p cos 0 — VE 
eee. Ae. 1 p sin 0 
EH == eee are = —— — 
y yi pV, cos #) a jarcte : (. aa ED va): (11b) 


Die Gleichungen (11a) und (11b) lassen sich in praktischen Fallen stark ver- 
einfachen, denn bei einem Zerfallsakt ist ©, = Pmax = const; bei einem Zer- 
fall in zwei Teilchen ist ®, = ®,; bei einem Zerfall in drei Teilchen ist O, = 0. 
In diesen Fallen wird die durch (11a) gegebene Kurve durch eine Gleichung 
zweiter Ordnung beschrieben. Eine nahere Untersuchung zeigt, daB diese 


Kurve stets eine Ellipse ist. Ist also in einem Koordinatensystem (p, #) die 
Kurve, die ein gewisses Gebiet begrenzt, ein Kreis, so geht sie bei der Trans- 
formation in das Koordinatensystem (p, 9) in eine Ellipse tiber. 


Die groBe Achse dieser Ellipse liegt auf der Geraden, die die Verlangerung 
des GeschwindigkeitsvektorsV darstellt, und hat die Lange 2py; die kleine 
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Achse ist gleich 2; der Mittelpunkt ist vom Koordinatenursprung um E Vy 
entfernt?). 
Lésen wir die Gleichung (11a) nach p auf, so erhalten wir 


a EV cos 8 Vu2y?V? cos? 0 — y2y? + EB? (12) 
SOE y (1 —V2cos? 9) f 


Das Vorzeichen der Wurzel in dieser Formel ist folgendermaf8en zu wahlen: 


1. Ist der Ausdruck unter der Wurzel stets positiv, so ist das positive Zeichen 
zu wahlen. In diesem Fall kann sich namlich bei einer Anderung des Impulses 
von 0 bis Pmax das Vorzeichen der Wurzel nicht andern, so daB die Funktion 
stetig ist. Im ganzen Intervall muB also entweder das positive oder das nega- 
tive Vorzeichen gelten. 

Da es aber stets positive Werte von p gibt (beispielsweise bei 0) = 0), ist im 
vorliegenden Fall fiir das ganze Intervall (0, Dx) das positive Vorzeichen zu 
setzen. Das erste Kriterium fiir die Wahl des Vorzeichens ist also der positiv 
definite Charakter des Ausdrucks 


D(d) = ry?V? cos? 9 — py? + E. (13a) 


Wie man leicht zeigt, ist D (?) > 0, wenn B > V ist. Ist also die Teilchen- 
geschwindigkeit 8 gréBer als die Relativgeschwindigkeit der Systeme V, so 
ist stets das positive Vorzeichen zu setzen. 

2. Ist B < V, so wird bei einem bestimmten Wert 9 = 8max D (9) = 0, und 
es miissen beide Vorzeichen beriicksichtigt werden. Bei 3 > OIpax gilt 
D (9) <0, also entspricht 8.x dem maximal modglichen Wert des Winkels 
0?) (2 Imax ist der Winkel, unter dem die durch Gleichung (11a) beschrie- 
bene Ellipse vom Koordinatenursprung aus erscheint). 

Aus der Bedingung D (9max) = 0 erhalten wir 


acer 

or eee |e (14) 
aa 
p? 


Das Vorhandensein eines maximalen Winkels bedeutet, daB sich in diesem 
Fall die Teilchen nur innerhalb der vorderen Halbkugel bewegen. 
Abb. 1a zeigt das Transformationsschema des Kreises p = const bei einer 


LorENTz-Transformation fiir den Fall 6 < V. Zwischen den Radienvektoren 
des Kreises und der Ellipse besteht ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang. 
Die elliptische Kurve wurde nach der Formel (12) mit folgenden Parameter- 


werten berechnet: « = 1; H = 3; V = 0,9. Der Fall, daB die maximal még- 
1) Eine Untersuchung der Ellipse fiir den Fall eines elastischen StoBes wird in (4) durch- 
gefiihrt, der allgemeine Fall wurde von BLATON analysiert (6). 

2) Das Vorhandensein eines maximalen Winkels @yx im Falle B < V wurde in mehreren 
Arbeiten festgestellt (5), (6), (7). 
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liche Teilchenenergie im S-System zahlenmaBig gleich der dreifachen Masse 
ist, kann beim Zerfall einer Art von x-Teilchen nach dem Schema 
xA*—>uty+yv (15) 
eintreten (u bedeutet ein u-Meson, y ein Neutrino). 
Hierfiir mu8B (wegen uw, — 0) die Masse des x-Teilchens M, = 5,7 u, sein 
[{siehe (54)]. Eine Eigentiimlichkeit dieses Umwandlungsaktes besteht darin, 
daB es im L-System keine verbotenen Winkel gibt. 
Abb. 1b zeigt das Transformationsschema eines Kreises fiir den Fall B>V. 
Die Ellipse wird bestimmt durch folgende Parameterwerte: 4“ = 1; H = 2; 
V = 0,9. Die im S-System maximal mogliche Energie des u-Mesons ist 
zahlenmaBig gleich seiner doppelten Masse, wenn folgendes Zerfallsschema 


realisiert ist: > phy 40 (16) 
und wenn die Teilchenmassen folgende Werte haben: M = 4,2; uw = 1,3. 


Omax ist der maximal zulassige Flugwinkel eines uw-Mesons fiir dieses Zerfalls- 
schema und den gegebenen Wert der Geschwindigkeit. 


--c-~ 


Abb. 1a. Die Transformation (p, #) + (p, 9) Abb. 1b. Die Transformation (p, 8) > (p, 8) 
fir B< V,E =3,V =0,9. fir B> V,E =2,V =0,9. 
Die Abbildungen 1a, 1b, 2a, 2b und 3 haben den gleichen MaBstab. 


Die beschriebene Transformationsmethode wendet man zweckmaBigerweise 
zur Ermittlung der Winkel- und Energieabhangigkeiten im D-System an 
(siehe § 3). 

Eine andere Form der Analyse wurde von BRADT, KAPLAN und PETERS 
angewandt (5); hierbei wird ein gemischtes Koordinatensystem (p, #) be- 
nutzt. Um in diesem Fall die Funktionaldeterminante zu berechnen, benutzen 
wir die Formel (2a); aus ihr ergibt sich 


— EVy? tg? o + Vp + [p — V2B] y2 tg? B Bs 


cos 0 = 
P [y? tg? d + 1) 


(17) 


Das Vorzeichen in (17) wird auf Grund von Uberlegungen analog der oben | 


angefiihrten bestimmt (vgl. S. 361): 


| 
| 
| 
| 
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1. Ist der Radikand stets positiv, so ist im gesamten Winkelintervall (0, z) 
das positive Vorzeichen zu setzen. 


Ein Kriterium fiir die Wahl des Vorzeichens ist der positiv definite Charakter 
des Ausdrucks ¥ oe 

{(9) =p? + 7? te? o [p? — vee]. (13b) 
Dieser Ausdruck ist positiv definit, wenn B > V ist. 


2. Ist B < V, so gibt es stets einen maximal zulassigen Winkel 3,4, <2. 
(Natiirlich kann % auch in diesem Fall alle Werte zwischen 0 und z an- 
nehmen.) Aus Stetigkeitsgriinden muB in den Intervallen 0 <% < P®max und 
Bmax <9 <2 (Omax ist der Winkel, der Omax entspricht), vor der Wurzel ein 
konstantes Vorzeichen stehen. Da fiir # = 0 gilt cos = 1 > 0, ist im ganzen 
Intervall 0 < 9 < Bmax das positive Vorzeichen zu setzen, entsprechend im 
Intervall Onax <9 <2 das negative Vorzeichen. 

Unter Benutzung der Bedingung f [3 (8) = 0 kann man schreiben 


C08 Onax = 40 ; (18) 
Vmax ist der Winkel im S-System, der dem maximal méglichen Winkel 9 nax 
im L-System entspricht. Im L-System wird der Winkel 9,4; durch die Formel 
(14) gegeben. 
Bei B < V ist also fir 9 < Bmax das positive, fir o> re das negative Vor- 
zeichen zu setzen. 
In diesem Fall geht der Kreis, der im Koordinatensystem (p, 9) der Gleichung 
p = const entspricht, beim Ubergang zum System (p, #) entweder in einen 
Kreis (8 > V) oder in einen Kreissektor (B < V) itber. 


A cos ; 
Aus (16) kann man J, = ere 18 £m bestimmen: 
7. te + Vp? + 7? te? Op? — VP Ags 
1 


pcos? } (y2 tg? @ + 1)? Y pe + y? te? O (B® — V2HY) 


Das positive Vorzeichen ist zu wahlen, wenn B > V oder wenn B < V und 
0 <8 < Pmax ist, das negative Vorzeichen, wenn B < V und Bmax <0 <2 
ist. 

In Abb. 2a ist die Transformation des Gebietes dargestellt, das im S-System 
durch die Gleichungen pPyax = const, Dmin = 0 begrenzt wird, und zwar fir 
den Fall Bice > V. Da der Impuls nicht mittransformiert wird, andert sich 
natiirlich der Kreis Pmax = const nicht. Fir kleine Impulse treten jedoch ent- 
sprechend der Formel (14) verbotene Gebiete auf, die durch zwei einander 
berithrende Kreise begrenzt werden. Das gestrichelte Gebiet entspricht er- 
laubten Werten der Impulse und Winkel im L-System. Abb. 2b zeigt die 
Transformation des analogen Gebietes fiir Bmax < V. 

25* 
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Wenn der Impuls im S-System streng bestimmte Werte hat (beispielsweise 
bei einem Zerfall in zwei Teilchen), geht bei B > V der Kreis p = const in 
einen Kreisbogen iiber. In Abb. 2 sind der gleiche MaBstab und die gleichen 
Parameterwerte gewahlt wie in Abb. 1. 

BRADT u. a. (5) benutzten die erwihnte Methode zur Berechnung der Winkel- 
verteilungen im Z-System unter verschiedenen speziellen Annahmen tber 
den Charakter der Verteilung im S-System. 

In einzelnen Fallen lést man das Problem zur Gewinnung der Impulsver- 
teilung zweckmaBigerweise in dem System (p, 9). Um die Funktional- 
determinante J, zu erhalten, die der Transformation von dem System (p, #) 
zum System (p, 9) entspricht, mu8 man den expliziten Ausdruck fiir p (p, 9) 
bestimmen. 


Abb. 2a. Die Transformation (p, 39) > (p, %) Abb. 2b. Die Transformation (p, 9) — (p, ®) 
fiir Bmax > V, E = 3, V = 0,9. fiir Bmax < F, E = 2, V = 0,9. 


Unter Benutzung der Formel (12) erhalten wir 


? = const 


p V cos 8 | 
y(1 — V2 cos? #) | Vp?—yVwsin?d =p? +e] 


(20) 


Die Intervalle, in denen sich p (9) andern kann, ergeben sich leicht aus den 
Gleichungen 


(We: a 2 
Puin = V | Ga =F Pmin V cos oP — = (21a) 
und = (EB p V oP pe 2 
Pmax = Y \74 max = Pmax cos ) a yp 2 (21b) 


Eine besonders einfache Form nehmen die Gré8en pyin UNd Pmax in dem uns 
interessierenden Fall an, in dem Pin = 9, Pmax = Const ist. 

Die Transformation unseres Gebietes beim Ubergang von (p, 9) zu (p, 8) ist 
in Abb. 3 schematisch dargestellt. 
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Es mu darauf hingewiesen werden, daB8 im ultrarelativistischen Fall die 
oben abgeleiteten Grundformeln (1a), (2a), (6), (7), (9), (16), (17), (19) und 
(20) sich wesentlich vereinfachen. 


2 
Bei | cos 8 —V| > oe 
= 1. sind 
is ~ —- —,—.. 1b 
ist tg O 9 catback (1b) 
a aoe 
Bei | cos @ + Ale es 
bn? 
ist tg ? Se ria (2b) 
Bei p>u, y>t 
ist p ~y(E— pV cos#). (6a) ea * 
2 
Ist auBerdem 1 — cos? > oe : 
soist p~yp(l — V cos #) 
~yE(1—Vecos#). (6b) 

Analog gilt bei pu, y>1l 
die Formel 

p~y (E + pV cos 0). (7a) 

am, 2 
Ist auBerdem 1+ cos? > o 
so gilt p~yp (1 a cos 3) 
ras yE (1 + cos ?). (7b) Abb. 3. Die Transformation (p, 9) > (p, 
ir B= 3, V = 0,9. 
Bei p> y>l om 
1 
: -., ; 9 
git fe y (EZ — pV cos #) ve 
2 

Unter der Zusatzbedingung 1-—cos? > = 
4 ! (9b) 
“i ~ y» (1 — V cos 8)" 
Bei y > 1 ound eS 1 

| = —Vy%tg?d $1 | 
haben wir cos o ~ yt o+1 (16a) 

; 2 V 1 2 

und ty (Vt) (18a) 


fe cos? @ (y? tg? # + 1)?” 
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Ist auBerdem noch o< 1/y, 
so gilt cos 8 ~1 —2y2 8? (16b) 
und J, ~4y? (1 —y? 8%). (18 b) 
Bei p>yvu 

1 
haben wir J (20a) 


~ ay (1 + V cos 8) 


Zum SchluB dieses Abschnittes erwahnen wir noch, daB alle bisher abgeleite- 
ten Beziehungen die Transformation von Impulsen und Winkeln fiir zwei be- 
liebige Koordinatensysteme beschreiben. Betrachtet man aber einen Uber- 
gang vom S-System zum L-System, so vereinfachen sich die Formeln wesent- 
lich, denn in diesem Fall wird der Transformationskoeffizient y unmittelbar 
durch die wichtigste GroBe der uns interessierenden Prozesse (Zerfall, StoB 
gleichartiger Teilchen) gegeben, namlich die Energie des Primarteilchens. 


Bei einem Zerfall ist nimlich E 
M 
Beim StoB zweier gleichartiger Teilchen gelten folgende Beziehungen: 
2iiyy = Eo + M, (23) 
2EoyV = Po 
iyo+M _ E ; 
also ; i aa = 7 a (24) 


2. Zerfall in zwei Teilchen 


Die wichtigste Eigenschaft des Zerfalls in zwei Teilchen ist die Unabhangig- 
keit der kinematischen Gré8en des Prozesses vom Typ der Wechselwirkung, 
auf welcher der ProzeB beruht. Bei einem Zerfall in zwei Teilchen werden die 
kinematischen GréBen nur durch die Massen der Primar- und Sekundar- 
teilchen und zwei Parameter gegeben, die vom Wechselwirkungstyp nicht ab- 
hangen (beispielsweise durch den Impuls des Primarteilchens und den Flug- 
winkel des Sekundiarteilchens im S-System). Wir betonen, daB die genannte 
Eigentiimlichkeit einer bedeutend gréBeren Klasse von Erscheinungen zu- 
kommt. Wie sich aus dem folgenden ergeben wird, gilt sie namlich auch bei 
jeder Umwandlung, in der im Endzustand nur zwei Teilchen vorhanden sind 
(beispielsweise bei einem Sto8 zweier Teilchen). 


Bei der experimentellen Untersuchung eines Zerfalls in zwei Teilchen ergeben 
sich im allgemeinen folgende Fragen: 


1. Ermittlung der Kriterien, denen die mit Hilfe einer Photoemulsion oder 
einer WILSON-Kammer beobachteten Falle geniigen miissen, damit man be- 
haupten kann, daB sie auf einem Zerfall beruhen; 


2. Bestimmung der Masse des Primarteilchens, wenn die Massen und Im- 
pulse beider Sekundarteilchen bekannt sind; 
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| 3. Bestimmung der Masse eines Sekundarteilchens, wenn die Massen und 
| Impulse des Primarteilchens und des anderen Sekund§rteilchens bekannt 
_ sind. 


4. Untersuchung der Winkel- und Energieverteilung. 


a) Untersuchung der Kriterien fiir Zerfallsakte 


| Es gibt zur Zeit noch keine Methode, mit deren Hilfe man bei der Analyse 


von Zerfallsprozessen eindeutig nachweisen kénnte, ob ein gegebener indivi- 


» dueller Fall als Zerfallsakt zu deuten ist. Bei der Betrachtung der einzelnen 


Falle bemiht man sich im allgemeinen, nachzuweisen, da8 es unméglich ist, 
sie auf andere bekannte Prozesse (elastische oder unelastische Wechselwir- 
kungen anderer Art) zuriickzufihren. 

Infolge des erwahnten Umstandes beruht eine Untersuchung tiber ein Vor- 


| liegen von Zerfallsprozessen gewohnlich auf einer statistischen Methode. Zu- 


nachst bestimmt man mit Hilfe einer geringen Anzahl von Fallen, die man 


_ als Zerfallsakte deutet, naherungsweise die wichtigsten dynamischen GréoBen 


des Zerfalls (Zerfallstyp, Massen der Primaér- und Sekundarteilchen). Dann ver- 


| wendet man bei der Analyse sehr vieler Falle nach dem vermuteten Zerfalls- 
_ schema die vorher gewonnenen Naherungswerte fiir die charakteristischen 


GréBen. Eine Ubereinstimmung der beobachteten Eigentiimlichkeiten der 
untersuchten Falle mit den SchluBfolgerungen aus dem vermuteten Zerfalls- 
schema bestatigt dessen Richtigkeit. Natiirlich ist es bei einem solchen stati- 
stischen Vorgehen unmoglich, eine fehlerhafte Einbeziehung einer gewissen 
Anzahl von Fallen in die untersuchte Gesamtheit zu vermeiden, die mit 
dieser gar nichts zu tun und keinen EinfluB auf das allgemeine Bild haben. 
Die beschriebene Methode wird natiirlich nicht nur zur Nachpriifung, ob 
iiberhaupt ein Zerfall vorliegt, sondern auch zur Kontrolle der Richtigkeit 
des angenommenen Zerfallsschemas verwendet. 

In diesem Abschnitt wenden wir das statistische Verfahren auf einen Zerfall 
in zwei Teilchen an. Hierbei wird naturgema8B vorausgesetzt, daB die Massen 
von Primar- und Sekundarteilchen und der Zerfallstyp gegeben sind). 

Fir das folgende ist es zweckmaBig, zwei Zerfallstypen zu unterscheiden; 
der eine davon, den wir als N-Zerfall bezeichnen wollen, besteht in einer | 
Umwandlung eines neutralen Teilchens in zwei geladene, der andere Typ 
(G-Zerfall) entspricht einem Zerfall eines geladenen Teilchens in ein geladenes 
und ein neutrales (Abb. 4). 

Wenn wir nun zur Untersuchung der Zerfallsprozesse ttbergehen, beschaftigen 
wir uns zundchst mit dem einfachsten Fall, nimlich dem Zerfall eines vollig 
gebremsten Teilchens. 

In diesem Fall gelten folgende Gleichungen: 


E, + #£, = M = ky. (25a) 
Pi =k Pe = Pe- (25 b) 


1) Einige Methoden zur Massenbestimmung der am Zerfallsakt beteiligten Teilchen 
werden weiter unten angegeben. 
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Unter Benutzung der Beziehungen 


E,= Vp; + yh und E, = VP3+ ws (25e) 
= eae Je aso 
erhalt man leicht Ly, = ne ey (26a) 
a. AO ies 9 
pes 3M : (26b) 


Aus den Formeln (26) geht hervor, daB beim Zerfall eines véllig gebremsten Teil- 
chens in zwei Sekundarteilchen die letzteren eine konstante Energie und folglich 
auch eine konstante Weglange besitzen. Das Vorhandensein von Knicken mit 
konstanter Lange des Abschnittes zwischen dem Knick und dem Ende der 
Spur (G-Zerfall) oder das Vorhandensein charakteristischer .,Gabeln“ mit 
konstanter Linge beider Aste (N’-Zerfall) spricht. also in eindeutiger Weise fiir 


einen Zerfall eines vollig gebremsten R 

Teilchens. Dieser Umstand bildete 10 

die erste Stiitze fiir die Behauptung, 2 

daB es einen (x — y)-Zerfall gebe 7 

(vgl. 8). 6 

5 

{ 4 

\ 
| 3 
| 
| a 
| o 
0-6 y 
\ 
\ 

id . 030 

“i ue 

O74 

N-Zerfall 6-Zerfall 

Abb. 4. Schema des Zerfalls eines neutralen (VY) Abb. 5. Die Funktion ®max (p,) fiir den Zerfall 
und eines geladenen (G) Teilchens. eines Mesons mit der Masse 1000 m, in zwei 2- 


Mesonen (m, = 280 m,). 


Komplizierter liegen die Dinge bei einem Zerfall bewegter Teilchen. Die 
Grundlage fiir eine der Nachprifungsmethoden ist die Invarianz der 
Transversalkomponenten der Impulse pz hinsichtlich einer LORENTZ-Trans- 
formation. 

Da die Sekundarteilchen sich im S-System isotrop mit den gleichen Impulsen 
Pe bewegen, betrigt namlich die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Flug- 


winkel eines Teilchens in dem Intervall cos 9, cos 9 + d cos @ liegt, 


; a ak ue ee | 
N (p, cos 8) dpd cos 3 = x O(p — pe) sin 0dddp (27) | 


(6 bedeutet die DirACsche Delta-Funktion). 


b ist. 
{ Beruht also die untersuchte Gesamtheit von Fallen auf einem Zerfall in zwei 
, Teilchen, so geniigt die Verteilung der Transversalkomponenten der Impulse 
| der Beziehung (28). 

| Eine andere Methode zur Analyse eines Zerfalls in zwei Teilchen beruht dar- 
» auf, daB es Extremwerte fiir die Flugwinkel der Teilchen im L-System gibt. 
| Im allgemeinen werden die Extremwerte der Winkel # durch zwei Parameter 
_ bestimmt (beispielsweise den Impuls p, des Primiarteilchens im D-System und 
| den Impuls p, eines Sekundiarteilchens im S-System). Beim Zerfall in zwei 
| Teilchen ist aber der Impuls 7, vollstandig durch die Massen bestimmt [siehe 
| (29)]. Man kann also die Abhangigkeit der GréBen %,xt; von po bestimmen 
/ und damit auch die Grenzen ermitteln, zwischen denen die Flugwinkel der 
| Sekundarteilchen, die bei einem Zerfall eines Teilchens mit dem Impuls Do 
» entstehen, liegen miissen. 

' Eine Variante dieser Methode, die zur Analyse beider Zerfallstypen geeignet 
/ ist, basiert auf Formel ae Setzen wir in (14) die Werte 
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: Wegen sin f= 
} Pe 

ilt (9): N (pr) ddr ~ Pr dp 28 
) gilt (9): (Pp) ape ~——_——__— dr, (28) 


Pe V (23 — pr) 


wobei in Ubereinstimmung mit (25a) (25b), (26a, b) 


5, — Vt th + wh = 2 OP + MP + i 8) 
: 2M 


(29) 


ayes + ei Vp3+ mM 
; ein, so erhalten wir D cax =rancty a ee (30) 
| VP Mi — Pe M” 
| bei Po Mi > Pe M? 
Ef 
t und O max = Oy 
| bei Po Mi < Pe M? 


| [p, ist aus (29) zu entnehmen]. 

! Beim Zerfall eines Teilchens mit der Masse M und dem Impuls p, in zwei 
' Sekundarteilchen mit der Masse wu, kénnen also keine gréBeren Winkel auf- 
| treten als der aus (30) folgende Wert 9,,x. Abb.5 zeigt die Funktion 
! Imax (Mo) fiir einen Zerfall eines neutralen Teilchens mit der Masse 1000 m, in 
) zweiz-Mesonen mit der Masse 280 m,. 

| Das gestrichelte Gebiet entspricht den erlaubten Winkeln. In dieser Abbil- 
| dung ist, ebenso wie in allen folgenden, als Einheit des Impulses eine 2000 m, 
+ entsprechende GréBe gewahlt. 


Eine andere Methode, die die Extremwerte der Winkel benutzt, la8t sich nur 


| auf den N-Zerfall anwenden und besteht in einer Ermittlung der Funktion 


Wextr (Po) (siehe Abb. 4). 
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Hierbei handelt es sich darum, daB bei gegebenen Zahlenwerten der Para- 
meter der Winkel zwischen den Bewegungsrichtungen der Sekundarteilchen 
in gewissen Intervallen liegen muB. Liegt also bei einer groBen Anzahl von 
Fallen dieser Winkel tatsachlich innerhalb der berechneten Grenzen, so ist 
dies ein wichtiger zusatzlicher Hinweis darauf, daB die untersuchte Gesamtheit 
durch einen Zerfall der angenommenen Art bestimmt wird. 

Entsprechend (2a) kénnen wir schreiben 


p= t+ = 
litetg ee OR vise tikgheas ROO =. (31) 
y p,cos 0, + VE, y p, cos B, + VE, 


Beachten wir 8, = — #, und beschrinken uns der Einfachheit halber auf 
die Analyse eines Falles, wo u, = “, = p ist, so kOnnen wir (31) folgender- 
maBen schreiben: 
1 — . AL — . Th. 
= eee + crea pee arial dy 
Y p.cos 8? + VE, Y VE, —p, cos? 


Hierbei ist entsprechend (29) 

ae M? — 4p? 

7 - PEE 
Die Funktion y (cos 9) hat Extremwerte bei cos 9 = 0 (Maximum) und bei | 
py M? — 8pyu® + Mt — 4? Me 

py (M? — 4") 

In Abhangigkeit vom Vorzeichen des Ausdrucks M? — 8? hat die Gleichung 
(33), die den Minimalwert pin festlegt, L6sungen im reellen Gebiet (0 < cos? ? 
< 1) in verschiedenen Intervallen des Impulses pp: 

a) M* —8u? > 0: 
Die Gleichung (33) hat eine Lésung fir 
M* (M? — 4?) 

4? ; 

b) M? — 8u? <0: 

Die Gleichung (33) hat eine Lésung fir 
M?*(M? — 4?) > _ M?(M? — 4y?) 
4,2 PO See 

Abb. 6 zeigt die Kurven ~max (po) fiir den Fall des N-Zerfalls eines Teilchens 
mit der Masse 1000 m, in zwei geladene z-Mesonen (die Masse der z-Mesonen 
wird gleich 280m, gesetzt). Das schraffierte Gebiet entspricht erlaubten | 
Winkeln gy. Analoge Kurven wurden in einer Arbeit von BUTLER (10) ver- 


offentlicht, wo sie zur Analyse des Zerfallsschemas der V°-Teilchen verwendet | 
wurden. 


(32) 


cos? } = 


(33) 


Py > 
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Zum Schlu8 weisen wir darauf hin, daB beide Analysenmethoden (die Me- 
thode der Transversalkomponenten der Impulse und der Extremalwinkel) 
nicht nur auf Zerfallsprozesse, sondern auch auf andere Prozesse anwendbar 
sind, bei denen letzten Endes zwei Teilchen entstehen (beispielsweise auf die 
elastische Streuung). 

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlinterpretation anderer Prozesse als 
Zerfallsprozesse ist jedoch gering, da die Massen der Teilchen, die beim Zer- 
fall auftreten, in der Regel stark von den Massen der gestreuten Teilchen 
abweichen. 

Wir wollen noch auf ein anderes Kriterium (das Kriterium der Komplanari- 
tat) eingehen, das allerdings den Nachteil besitzt, daB es nicht nur auf 
Zerfallsprozesse, sondern auch auf die elastische Streuung anwendbar ist, 
so da es zum Nachweiseines 9, 

Zerfallscharakters der Pro- 
zesse nicht zu empfehlen ist, 
soweit nicht die Massenwerte 
mit in Betracht gezogen 
werden. Hat man aber bereits 
festgestellt, daB die gegebene 
Gesamtheit von Fallen auf 
einem Zerfall beruht, so kann 
die Komplanaritaét als Kri- 
terium zur Bestimmung der 
Anzahl der Sekundarteilchen 
dienen, d.h. zur Losung der 
Frage, wie viele Teilchen bei 
dem Zerfall entstehen. 

Das Komplanaritatskriterium 
beruht auf der einfachen Be- 
ziehung 


Po=Pi +P. (34) 


Multiplizieren wir diese Vek- 30° 609 FE le Asta 780” 
Yy max 


torgleichung skalar mit n F 
(dies ist ein Vektor,dernormal “© "ipitider Masse 1600 my in zwei a-Mesonen. 
auf der Ebene von zweien der 

drei Vektoren, beispielsweise py und p, steht), so erhalten wir (n - p,) = 0, 
d.h. der dritte Vektor liegt in der gleichen Ebene. 

Zum Abschlu8 dieses Abschnitts!) erwahnen wir noch, da’ in gewissen 
Spezialfallen, etwa wenn die Masse eines der Sekundarteilchen nahezu gleich 
der Masse des Primarteilchens ist, die oben angegebenen Methoden zu einer 
Fehlinterpretation der untersuchten Fille fiihren konnen. Statt eines ver- 
muteten Zerfallsaktes in zwei Teilchen kénnen in Wirklichkeit an den Pro- 
zessen viele Teilchen beteiligt sein. Uber diese besonderen Falle wird unter 
Punkt 3 noch naher zu reden sein. 


1) Die Methoden zum Nachweis des Zerfallscharakters von Prozessen, die sich auf 
eine Bestimmung der Massen stiitzen, werden in den nichsten beiden Abschnitten 
behandelt. 


ote I. L. RosENTAL 


b) Massenbestimmung des Primdrteilchens +) 


Aus den Erhaltungssatzen p, + Po = Po, | (34) 
Ey a E, =— Eo (34a) 

folgt unter Benutzung der Beziehungen 
E,=Vpit+wys B= Ver t+ 43 (35) 


die Gleichung 
M? = pw? + 3 + 2 {((p? + 2) (93 + B)]"* — pip, cos yp. (36) 
Handelt es sich um einen Zerfall eines vollstandig gebremsten Teilchens 
(Pi =P2= Pp, und p=z), 
so vereinfacht sich die Formel (36) stark: 
M? = pi + os + 2 [ (pe + oi) (pe + o3)]" (36 a) 
Die Gleichung (36) vereinfacht sich auch dann, wenn p, <M, oder py < fy 


ist; dann ist das Glied p, p, cos y < [(p? + mw?) (p} + 3)]"? und laBt sich 
deshalb vernachlassigen. 


c) Massenbestimmung des Sekunddarteilchens (G-Zerfall) 
Aus der Gleichung (34) ergibt sich 
M3 = M? + pi — 2 {[(M? + pi) (42 + pi)I* — pop, cos 8}. (37) 
Wie oben kann man bei py) < M oder p, < mw, das Glied py p, cos # vernach- 


lassigen. Handelt es sich insbesondere um den Zerfall eines vollstandig zur 
Ruhe gekommenen Teilchens, so ist 


13 = M+ 2 — 2B, (37a) 
Zur Veranschaulichung bestimmen wir die Masse eines neutralen Teilchens, 
das beim (x — u)-Zerfall entsteht. 
Unter Benutzung der Massenwerte M = wu, = 280m,; uw, = bw, = 210m, 


und E£, = 218,3 m, [Eyxin = 8,3 me, (8)] erhalten wir ws ~15m,. Da in 
unserem Fall Sits ay) ie 
1 


ay ms 


ist, hangt der Wert «, sehr stark von den Werten von M und 4, ab. Setzt man 
beispielsweise m, = 278 m,, so wird uw. ~ 3 m,. Man nimmt deshalb wahr- 
scheinlich mit Grund an, daB uw. = 0 ist. Dieser Wert stimmt mit den Fehler- 
grenzen des Experimentes und mit den experimentellen Werten von u, und 4, 
vollauf tiberein. 

Manchmal ergibt sich die Frage, wie die Energie des Primirteilchens aus den 
bekannten Energien eines Sekundarteilchens #, und seinem Flugwinkel 9 


1) In diesem und dem folgenden Abschnitt behandeln wir die kinematischen Methoden 
zur Massenbestimmung. Die verschiedenen Methoden zur Massenbestimmung indivi- 
dueller Teilchen auf Grund der charakteristischen GréBen ihrer Spuren werden in 
mehreren anderen Arbeiten besprochen [siehe z. B. (8)]. 
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zu bestimmen ist. Dieses Problem und seine Lésung wurden von SKOBELZYN 
(7) ausfiihrlich untersucht. 

Man kann hierzu die Beziehung (25a) benutzen, die sich entsprechend (6) 
folgenderma8en schreiben laBt: 


M =y {(B, — p,V cos 8) + 


+ VB, — prV cos 8)? — (uz — 3) (1 — V®)}. (38) 
Ist insbesondere “4, = 0, so gilt 


M = E,+|7,|. (39) 
Ist in diesem Fall cos 9 = + 1, so wird 
M=y {E, FV 4+ | a F EV |}. (39a) 


Ist cos # = 1, so kann man in Abhangigkeit vom Vorzeichen des Ausdrucks 
p, + E,V die Formel (39a) folgendermaBen schreiben 


N=) lt al. (40) 
= =v, 
M = — [E, — py). (40a) 
Ist cos § = —1, so gilt stets 
w= Yih ip, + mi. (400) 


Die Formeln (40) wurden schon friiher abgeleitet (7). 

Wir miissen darauf hinweisen, da8 man (36), (37) und (39) zur Nachpriifung 
der Vermutung benutzen kann, ob es sich um einen Zerfall, der mit einer 
Teilchenentstehung verbunden ist, handelt, wenn die Massen mw, und py 
[Gleichungen (36) und (39) ] oder wenn die Massen M und yw, bekannt sind 
[Gleichung (37) ]. Die rechte Seite der Gleichungen (36), (37) und (39) muB 
dann namlich fiir alle Falle der untersuchten Gesamtheit konstant sein. 


d) Energie- und Winkelverteilung der beim Zerfall entstehenden Teilchen') 


Bei einem Zerfall in zwei Teilchen ergibt sich der Impuls p, = p, = p, 
aus (29). Unter Benutzung der im vorigen Abschnitt abgeleiteten Formeln 
kann man also allgemeine Ausdriicke fiir die Energie- und Winkelverteilung 
aufstellen. 


Winkelverteilung. Im S-System ist die Winkelverteilung der Sekundar- 
teilchen isotrop; die Teilchen haben einen konstanten Impuls. Die Wahr- 


1) Wir behandeln die Transformation einer isotropen Verteilung bei konstantem Impuls 
in allgemeiner Form, weil dieser einfache Fall bei der Analyse von Stéfen eine grofe 
Rolle spielt [vgl. z. B. die Arbeit von BRADT u. a. (4)]. 
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scheinlichkeit dafir, daB ein Teilchen unter einem Winkel davonfliegt, 
dessen Kosinus zwischen den Werten cos # und cos # + d cos # liegt, wird 
also durch (27) gegeben. Die Winkelverteilung N (#) d cos # beschreibt das 
Integral 


Pmax 


N (8) d cos & = £ d cos 8 i) O[p (p) —p,] Jap. (41) 
s Pmin 
Unter Benutzung der Formel 
= = 6 (p — pm) 
) —p,| => 42 
[PD Pel ae dp | (42) 
dp |p=p, 


(p, sind die Wurzeln der Gleichung p (p) = p, in dem Intervall, tiber das 
integriert wird), und unter Beachtung der Gleichungen (6), (9) und (12) kann 
man die Beziehung (41) folgendermafen schreiben: 


py d cos 3 
yp pe Se ee ee 4 
N (8) dcos 3 TEDL ip, Sod VeGoe A” (43a) 
fir B > V, und 
N (#)d cos 3 = 
d cos 3 Dit pe 
— — x Nr 2 4 
2YPe ae — E,, V cos #) r (E,,V cos 3 — | (Pe, > Pes) (43 b) 
firB <V. 


Benutzt man die rechte Seite der Beziehung (12) als Lésung der Gleichung 
P (p) = P,, so erhalt man 


N (8) dcos 3 = 


_[z V cos } + Ve y2V?2 cos? 0+ BE? —u 2 ye]? PSOE 


(44a) 
2p-y? (1 — V2 cos? #)? Ve y? cos? } + EB? — uy? 
bei 8 > V; # variiert hier im Intervall (0, 22). 
Fir B < V ist 
N (8) d cos 3 = 
_[E V2 cos? & + u?y?2V2 cos? 0 + E? — p2y?] d cos a (44b) 


Dey? (1 — V2 cos? 8)? Ve y? V2 cos? @ + EB? — u2 yr 
Im letzten Fall variiert 9 im Intervall (0, Pmax) [9max Wird durch (14) gegeben]. 
Die Formeln (44) vereinfachen sich, wenn £, > py ist; dann wird (11) 
d cos 
2y? (1 — V cos 8)?" 
Die in diesem Abschnitt angefiihrten Formeln lassen sich insbesondere fiir 


die Analyse eines Zerfalls in zwei Teilchen verwenden. Hierbei hat man zur 
Bestimmung des Verteilungsparameters p, die Formel (29) zu benutzen. 


N (9) d cos # = (45) 
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9 Die Winkelverteilung fiir Teilchen mit der Masse yw, laBt sich folgendermafen 
_ schreiben: N (0) dcos 0 = 


27 [(M? + uw? — pw?) Vecos 8 + > 
By? (1 — V2 cos? 8)? VM4 + yt + wh — 2 (Mp? + MP + 1218) 
6, VEN EV? cost 0 OP a — a 
2y? (1 — V? cos? 9)? V M4 + wt + w§ — 2 (MP? + MPu2 + py? 2) 
. d cos } (46) 
V4M22V2y? cos? 8 + (M? + 2? — 12)? —4M* vy? 


wenn £ > V ist, analog fiir den Fall B < V. Kine besonders einfache Form 
nimmt die Formel bei einem Zerfall in zwei relativistische Teilchen an. Bei 


-> 


a) 
Abb. 7. Die Funktion N (9%). a) Fir einen Zerfall eines Teilchens mit der Masse 1000 m, in zwei 2-Mesonen; 
V = 0,6; b) fiir den Zerfall V8 +> p+ 0; Myo = 2230 me; Mp = 1820 me; Hy = 280 m; V = 0,6. 


c) fiir den Zerfall 2° > 2y; V = 0,9. 


einem Zerfall eines Teilchens in zwei Photonen (dies ist beim Zerfall eines 
neutralen a-Mesons verwirklicht) ist (45) zu verwenden. 

Abb. 7 zeigt die Winkelverteilungen N (#) der Sekundarteilchen fiir verschie- 
dene Typen eines Zerfalls in zwei Teilchen. 

Die Energieverteilung. Die Energieverteilung N (p) dp wird gegeben 


durch das Integral 


Omax 


N (p)dp = a [ 6[p (8) —B.] J sin Odd. (47) 
0 


Unter Benutzung der Formeln (6), (9) und (42) erhalt man leicht 
pap (48) 


N (p) dp = gy 


376 I. L. ROSENTAL 

Das Intervall der Anderung von p wird gegeben durch 
y| Pe —EeV|<p<v(p + EV). 

Fiir relativistische Geschwindigkeiten (p > 4) wird 


N (p) dp = (49) 


dp 
2peyV 
Bei einem Zerfall in zwei Teilchen kann man die Formeln (48) und (49) 
folgendermafen schreiben: 


Md 
N (p) dp = po _______._(50)}) 
EyVV Mt + wt t+ ws —2 (MPs + Mus + 5 18) 

Ist insbesondere p > mw, und p > fy, so wird 

dp 
= 51 
N (p) dp MyV (51) 
MP) Ein Beispiel fiir eine Energieverteilung 
i ist in Abb. 8 dargestellt. Ebenso wie 
us bisher ist hier als Impulseinheit ein 

oo Wert von 2000 m, gewahlt. 

a7 Bei einem Zerfall in zwei ultrarela- 
96 tivistische Teilchen kénnen also diese 
05 Teilchen mit gleicher Wahrschein- 
04 lichkeit einen a Energiewert 
3 M4/i— M AA 1+V 
92 zwischen —> 2 Vic eee ar i_yV 
91 cutehae: Energien cea dieses 


07 02 03 OF OF O8 OF a8 RTE EEC Intervalls konnen die Sekundarteilchen 
Abb. 8. Impulsverteilung der bei dem pertell nicht annehmen. Auf Grund dieser 
V?— e+ entstehenden Teilchen; V = 0,6. Kigenttimlichkeit der Energievertei- 
lung kann man zwei SchluBfolgerungen 
tiber den Charakter der Energieverteilung der Sekundarteilchen ziehen, die 
beim Zerfall eines nicht monochromatischen Mesonenstrahls auftreten. 
Wesentlich ist dabei, daB die weiter unten angefiihrten Schliisse praktisch 
nicht von der Form des Primarspektrums abhangen. 
Aus dem Ausdruck fiir die Grenzen des Energieintervalles ergibt sich bei 
beliebiger Energie des Primirmesons, dai die Sekundirteilchen stets die 
Energie M//2 haben konnen. Erstreckt sich das Spektrum der Primarteilchen 
von 0 bis oo, so ist die GréBe M/2 die einzige, die diese Eigenschaft hat. Fir 
jede gegebene Energie des Primarteilchens verteilen sich die Sekundarteil- 
chen gleichmaBig innerhalb des entsprechenden Intervalls. Infolgedessen 
muB bei dem Wert M/2, unabhangig von der Form des Primarspektrums, das 
Maximum des Energiespektrums der Sekundarteilchen liegen. Wir betrachten 
nun zwei Energiewerte £, und EH, mit der Kigenschaft, daB N (£,) = N(E,) 
ist. Da das Spektrum der Sekundiarteilchen bei jeder Verteilung der Primiar- 


1) Die Energieverteilung ist fiir beide Falle dieselbe. 
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j teilchen ein Maximum hat, gibt es stets unendlich viele Paare von Energie- 
) werten (beiderseits des Maximums), fiir die diese Beziehung erfiillt ist. 
s Natiirlich sind LE, und H, die Grenzen eines Intervalls, das einer bestimmten 


M 
+ Energie yi der Primarteilchen entspricht. 
Man kann also schreiben ch | atid E 
22 IS Por oe 
My/i+V 
| sb Laisa ae 
\d.h. M =2 VE,E;. (52) 


i Die oben erwahnten Besonderheiten des Energiespektrums der Sekundar- 
+ teilchen wurden erstmalig von CARLSON u. a. festgestellt (JZ). 


3. Zerfall in drei Teilchen 


i Eine Eigentiimlichkeit des Zerfalls in drei Teilchen (ebenso wie jeder Um- 


4 wandlung, bei der drei oder mehr Teilchen entstehen), im Unterschied zum 
5 Zerfall in zwei Teilchen, ist die Abhangigkeit der Winkel- und Energiever- 
® teilung der Sekundarteilchen vom Typ der Wechselwirkung, auf der der Zer- 
i) fall beruht. 


Im S- System gelten nimlich folgende Gleichungen: 


Ek, = mM, (58a) 
P+ 2 + Py = 0, (53b) 


| und infolgedessen ist selbst bei vorgegebenen Massen /,, [/g, {43 ein kontinuier- 
liches Impulsspektrum jedes Teilchens méglich, das sich von 0 bis zu einem 
1 Wert pmax erstreckt. 

{ Da wir in dieser Arbeit auf die Untersuchung konkreter Wechselwirkungs- 
i typen verzichten wollen, werden wir also bei der Beschreibung des Zerfalls 
f in drei Teilchen nur die Lésung einiger Spezialprobleme angeben. 


AS 


a) Untersuchung der Extremwerte von Impulsen und Winkeln 


» Zuniachst ermitteln wir den bei einem Zerfall in drei Teilchen fiir ein Teilchen 
) mit der Masse , maximal erreichbaren Impuls 7,. 
| Natiirlich mu8 der Impuls p, seinen Maximalwert dann annehmen, wenn die 


Impulse aller drei Teilchen kollinear sind, und zwar so, daB die Impuls- 
' 


| richtungen der beiden anderen Teilchen antiparallel zur Impulsrichtung des 


betrachteten Teilchens sind: ee a s 
— Py = Po + Pz. 


Setzen wir das in (53a) ein, so erhalten wir 


| 
TRE Sm ae | ae A aS — — 
| Ve+2+Ve+H84+Vn—p)+e8= Hy. (53) 


| 26 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Betrachten wir in dieser Formel (53c) die GréBe p, als Funktion von 75, so” 
kann man den Maximalwert der Funktion p, (p.) bestimmen; er wird gegeben 
durch den Ausdruck 
ge MS a te) : 
V Pimax + Mi = “si . (54) | 
Diese Beziehung wurde zuerst von MICHEL (12) abgeleitet. 
Die maximale Gesamtenergie zweier Teilchen ergibt sich aus (53a) leicht zu 


(Z, 1 Bee =a — fg. (55) | 


Wir wenden uns nun den Extremwerten der Winkel zu. Wie aus Formel (14) 
hervorgeht, wachst der Maximalwinkel, um den ein Teilchen mit der Masse 
u, abgelenkt wird, mit seinem Impuls. Der maximal erreichbare Winkel J max 
wird also durch Formel (30) gegeben, wenn man dort fiir p, die GréBe Pinay 
nach dem Ausdruck (54) einsetzt. 

Ist die Masse eines der Teilchen vernachlassigbar klein gegentiber der der 
anderen Sekundiarteilchen, so geht Pmax in p, wher. Mit Hilfe der beschriebenen 
Analysenmethode lassen sich also keine eindeutigen Schliisse dartiber ziehen, 
ob die untersuchte Gesamtheit auf einem Zerfall in zwei oder einem Zerfall 
in drei Teilchen beruht, von denen mindestens eines eine Masse hat, die ver- 
nachlassigbar klein gegen die Massen der anderen beiden Teilchen ist. 

Einen gewissen Uberblick gewinnt man auch durch die Analyse der zu- 
lassigen Winkel y (vgl. § 2) 

Wir betrachten folgende Spezialfalle: 

1. Die Masse eines der Teilchen y, ist ungefahr gleich M ah 


2. Es ist 4, +. ~ M unter den Zusatzbedingungen “4, > Pimax und 4, > 
Pomax- 
In diesen Spezialfallen kann man schreiben 


Pmax , 


£4V me Sy IV ° 


y = are ge (56) 
wobei Pmax sich aus (54) ergibt. 

Da in diesen Fallen die Masse des dritten Teilchens u, vernachlissigbar gegen 
die Masse mindestens eines der beiden anderen Teilchen ist, haben wir DPmax ~ 
p, und kénnen deshalb keinen eindeutigen Schlu8 auf die Anzahl der Sekun- 
darteilchen ziehen. Aus diesem Grunde kann auch die von BUTLER (10) durch- 
gefiihrte Analyse der zulassigen Flugwinkel der geladenen Sekundarteilchen 
beim Zerfall eines schweren )V%-Teilchens nicht als tiberzeugend angesehen 
werden. Obwohl die experimentell beobachteten Winkel y mit den berechne- 
ten tibereinstimmen, wird hierdurch die Méglichkeit noch nicht ausgeschlos- 
sen, daB beim Zerfall noch ein drittes leichtes neutrales Teilchen auftritt. 
Eine ahnliche Mehrdeutigkeit kann auch bei der Analyse der Komplanaritat 


der Spuren eines Primiirteilchens und zweier geladener Sekundarteilchen auf- 
treten (vgl. § 3). 


1) Die Bestimmung des Winkels y. fiir cinen allgemeinen Zerfall in drei Teilchen ligt 
sich auf die Lésung eines Systems von 5 transzendenten Gleichungen zuriickfiihren und 
offenbar nicht in allgemeiner Form durchfiihren. 


Relativistische Transformationen und Erhaltungssatze 379 


(Man kann némlich folgendes zeigen: Ist die Masse eines der beiden geladenen 


jp Peden geladenen Teilchen und des Primarteilchens nahezu Beclans 
‘tlm L-System gilt die Beziehung 


Po = oT pa att ps3. (57) 


(1P2) = — (MPs). (58) 


Pp ~ VE,y > (ps “7 VE3)y ™~ Ps» 


haben wir | cos 05 | = = | cos 6,| << 1 (59) 
. 2 


iM n ist also nahezu senkrecht auch zum Impuls p.. Zerfallt also das Primir- 


b) Das Energiespektrum der Sekundérteilchen 


\ Wie oben erwahnt, ist zur strengen Berechnung des Energiespektrums der 
9 Sekundirteilchen, die beim Zerfall von Mesonen in drei Teilchen entstehen, 
eine Kenntnis des Typs der Wechselwirkung zwischen Teilchen und Feld 
® erforderlich. Bis heute ist jedoch noch in keinem einzigen Fall eine eindeutige 
) Ermittlung des Charakters dieser Wechselwirkung gelungen. Fir Abschatzun- 
) gen des Energiespektrums ist es daher zweckmafig, die Strenge der Rechnun- 
gen zu lockern. Die einfachste allgemeine Methode zur Berechnung der Zer- 
i fallsgr6Ben stiitzt sich auf die Annahme, da’ diese GréBen nur vom statisti- 
® schen Gewicht der Endzustainde abhingen, dagegen nicht von der Form der 
¥ Wechselwirkung. Man kann annehmen, daB dieses Verfahren bei einem Zerfall 
‘) mit nicht allzu starker Wechselwirkung zwischen den Sekundarteilchen ge- 
4 rechtfertigt ist. So widersprechen die unter dieser Voraussetzung berechneten 
 Energiespektren der bei einem Zerfall von u-Mesonen und beim -Zerfall er- 
} zeugten Elektronen den experimentellen Daten nicht (13). Eine analoge Me- 
7 thode wurde erfolgreich auf die Vielfachprozesse bei hohen Energien der wech- 
4 selwirkenden Teilchen angewandt. In diesem Fall ist aber die Benutzung 
1 dieser Methode dadurch gerechtfertigt, daB sich bei hohen Energien sehr viele 
| Teilchen am ProzeB beteiligen. FERMI (13, 14) versuchte diese Methode auch 
‘) auf den Fall einer Wechselwirkung von Nukleonen anzuwenden, deren Ener- 
% gie nahe an der Schwelle der z-Mesonenerzeugung liegt. Es zeigte sich, daB 
+) zwar die GréBe des gesamten Wechselwirkungsquerschnittes mit den experi- 
) mentellen Daten befriedigend iibereinstimmt, dai aber zur Gewinnung des 
) richtigen Energiespektrums der z-Mesonen der konkrete Charakter der 
Nukleonenwechselwirkung beachtet, d.h. die Energieabhangigkeit des 
| Matrixelementes beriicksichtigt werden muB. 
26° 
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Rechnungen tiber die Energiespektren unter der Annahme eines entscheiden-. 
den Einflusses statistischer Faktoren wurden in den Arbeiten (12, 16, 17, 18) 
durchgefihrt. Es zeigte sich, daB im S-System die Wahrscheinlichkeit dw. 
dafiir, da® ein Teilchen mit der Masse #4, einen Impuls aus dem Intervall p,. 
Pp, + dp, hat, durch folgenden Ausdruck gegeben wird: 


1 
B* p? 4 A2 bg | 
pe ee | ee B+ AC) apy: 60 
do ~ aro | — gem) Bt en. ee | 
Dabei ist A=M+4+YVp4+e, 


B= (pi + uy + mg — APP — 4 M5, 
C = 6A [A® — (pi + pe + 3)1; 


Dp, variiert innerhalb der Grenzen 0, Pymax, WObei Pymax durch (54) gegeben 
wird. Natiirlich wird die Verteilung (60) nur durch die Massenwerte bestimmt. 
Beim Ubergang zur Energiedarstellung hat man in (60) die GroBe p, durch 
VE — #2? und dp durch E dE/p zw ersetzen. 
Wir betrachten spezielle Falle der Beziehung (60): 

il hi Di, aa eye 


do ~ (3M* —6Mp, + 2p}) pi ap; (61) 


tol 


4 aS) i as 
2: 1s > do ~[2 (iy +m) FE | wrap: (62) 


1 


T = M — (u, + fy + My) ist die gesamte kinetische Energie der Sekundiar- 
teilchen; 


3. My <K Py, Me > Po» Mg > Ps» 


dw ~(T —p,? Bap; (63) 
4. fy > Py. Me K Po, Mz > Ps, 

dw ~(T? + p?) pi dp,; (64) 
5. ly XK Py» aK Po, Ms > Ps, 

da ~(T? — pi) p; dpy. (65) 


c) Energie- und Winkelverteilung der Sekundiirteilchen bet einem Zerfall im 
Fluge 


Wir bestimmen die Energie- und Winkelverteilung im L-System fiir den Fall, 
daB die Verteilung im S-System die Form (61) hat. Dann gilt im S-System 


N (p,) dpyd cos 9 ~ (3M? —6 Mp, + 2p?) p? dp, d cos 0. (61a) 
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Wir die Funktionen J (@) und p (p) benutzen wir die Naiherungsausdriicke 
it “9b) und (6b). Dann ergibt sich fiir die Impulsverteilung 


= 


sith 
C= mn. M21 m2 
N (p,) dp, ~ dp, i ee sin 0d? = 
COS Omax (Pp) : 
1 
= dp, | [3 M* — 6M p, (1 — V cos 9) + 
cos max (p) 


+ 2p} (1 — V cos 9)?] py (1 — V cos 8) sin 8 dd. (C9) 


/Aus (66) ergibt sich 
1 Pe oe ie ( Pp as) 
=(1—— | far —(1-—= >-—1, 
p ( YP v Y Pr 


ai fiir 7 (1 — Bas) <-1. 
V Pr 


@Nach Integration erhalten wir 
BODO Dy my 13M” La (ty A ey | Ve) 
HP th (Lace VSI}. (67) 


ff fir p, > ———_; 
fy ae PY 2(1+ V)y 
2 M 
| 1+ V fir PSTN y 
y Die Impulse p liegen in dem Interyall 0, M/2 (1 + V) y. 
‘~ In dem uns interessierenden Fall (ultrarelativistische Teilchen) kann all- 
§ gemeine Beziehungen fir die mittleren Impulse aufstellen. Nach (51) ist der 


i gleich yp,. Fiir eine beliebige Verteilung im S-System ist dann 
M/2 


P= {| N(R) =P: 
0 


| Wir gehen nun zur Bestimmung der Winkelverteilung tiber 


| Pmax (9) 

| N (8) d cos 8 ~ dcos b [3 M? —6 Mp, (1 — V cos #) + 

0 

: + 2p? (1 — V cos 9)*] p? (1 — V cos 8) dp, (68) 


I Bf a 
i Pmax = yl V ous D): 
4 Nach Integration erhalten wir 


d cos } (69) 


| AE) 0 808 Cees pton Hye 
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Diese Ausdriicke stimmen, wenn man sie normiert, mit der Winkelverteilung: 
ultrarelativistischer Teilchen bei einem Zerfall in zwei Teilchen tiberein [vgl. 
(45) ]. Diese Ubereinstimmung ist nicht zufallig. Eine Kigentiimlichkeit dert 
Ausdriicke (45) und (69) ist ihre Unabhangigkeit von der Energie der Sekun.- - 
darteilchen (falls sie hinreichend hohe Geschwindigkeiten besitzen). Bei be-- 
liebiger Impulsverteilung der ultrarelativistischen Teilchen im S-System: 
wird also ihre Winkelverteilung im Z-System durch die Gleichung (45) ge-- 
geben. 

Ubersetzt von H. VOGEL: 
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(Der heutige Stand einiger Probleme aus der Theorie der Halb- 


4 leiter und Isolatoren und weitere Entwidklungswege der Theorie 
. Von §. I. PEKAR 


Dieser Artikel ist die Kurzfassung eines Vortrags des Verfassers auf der 

Unionstagung tiber Halbleitertheorie in Leningrad (4.—8. 2. 1955) mit. einer 

© Erganzung vom Marz 19561). Der Vortrag wurde vor der Halbleiter-Kommis- 
sion der Akademie der Wissenschaften der UdSSR gehalten. 

Der Artikel beschaftigt sich hauptsichlich mit den elektrischen, photo- 

| elektrischen und optischen Erscheinungen in Elektronenhalbleitern und 
| Isolatoren. Er besteht aus folgenden Abschnitten: 


1. Phanomenologische Theorie der Halbleiter ; 

2. Kinetik der Elektronen im Leitungsband eines Halbleiters; 

3. Theorie der thermischen (strahlungslosen) Elektroneniiberginge in 
Halbleitern ; P 

4. Theorie der optischen Elektroneniiberginge in Halbleitern; 

5. Methoden zur Berechnung der stationiren Quantenzustainde eines 
Kristalls. 


Die in diesem Artikel angegebenen Literaturzitate erheben keinen Anspruch 
auf Vollstindigkeit ; sie sind nur Beispiele, die den heutigen Stand der Theorie 
und die verschiedenen theoretischen Methoden kennzeichnen. 


Ti: 


Die phinomenologische Theorie der Halbleiter stiitzt sich auf die Gleichungen 
fiir die elektrische Leitfahigkeit und Diffusion der Stromtrager, die Poisson- 
Gleichung, die exponentielle Temperaturabhangigkeit der Ladungstrager- 
konzentration usw. und befindet sich fiir nicht zu hohe Felder, fiir ungestortes 
thermisches Gleichgewicht der Leitungselektronen und unter der Voraus- 
setzung, daf der Begriff des lokalen thermischen Gleichgewichts der Ladungs- 
trager anwendbar ist (geringe Abhangigkeit des chemischen Potentials der 
Elektronen von den Koordinaten) in befriedigendem Einklang mit den Tat- 
sachen. Hierher gehéren die Diffusionstheorie der Gleichrichter mit chemi- 
1) Anm. d. dtsch. Red.: Diese Erginzung ist von Herrn Prof. PEKAR freundlicherweise 
fiir die ,,Fortschritte der Physik‘‘ vorgenommen worden. Sie besteht in wesentlichen 
Erweiterungen der Abschnitte III und V; ebenso ist das Literaturverzeichnis neu 
bearbeitet und weitgehend ergainzt worden. In seiner urspriinglichen Fassung ist das 
Referat in Zurn. techn. Fiz. 25, 2030 (1955) erschienen. 
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schen und Kontakt-Sperrschichten, die Theorie des Halbleiter-Metall- und . 
des Halbleiter-Halbleiter-Kontakts, die Theorie der Abhangigkeit der ' 
thermoelektrischen Austrittsarbeit Halbleiter — Vakuum vom duBeren elek- 
trischen Feld (dieses dringt in den Halbleiter ein und wird in ihm allmahlich 
abgeschirmt, wodurch eine ,, Verbiegung‘‘ der Energiebander bewirkt wird). 
Etwas ungiinstiger liegen die Dinge in der phanomenologischen Theorie der 
Prozesse, bei denen das lokale thermische Gleichgewicht der Leitungselek- 
tronen gestért ist: Theorie des inneren Photoeffekts, Behandlung des Stroms 
im Halbleiter bei allmahlichem Ubergang von elektronischer in eine Lécher- 
leitfahigkeit (Theorie der ,,n-p-junction“‘), Theorie der ambipolaren Diffusion, 
der Tragerinjektion, Theorie der durch Beschu8 mit schnellen Teilchen er- 
zeugten Leitfahigkeit, Theorie der nichtstationaren Abklingprozesse usw. 
Die Schwierigkeiten beruhen hier auf der Notwendigkeit, auf die Formeln 
fiir die Gleichgewichtsenergieverteilung der Elektronen zu verzichten und sie 
durch kinetische Gleichungen zu ersetzen, die eine groBe Anzahl schlecht 
bestimmbarer Parameter enthalten (beispielsweise die Quantenausbeute des 
inneren Photoeffekts, die Wahrscheinlichkeiten fiir thermische Elektronen- — 
iiberginge, die Lage der lokalen Elektronenterme in der verbotenen Zone — 
uswW.). 

Ein wesentlicher Nachteil der phinomenologischen Theorie ist tiberhaupt 
die groBe Anzahl der auftretenden Parameter, namlich: 1. die Beweglich- 
keiten von Elektronen und Léchern; 2. ihre Diffusionskoeffizienten; 3. ihre | 
effektiven Massen; 4. die Konzentrationen und Energien vieler Arten lokaler 
Elektronenzustaénde im Halbleiter; 5. die ,,Warmeerzeugung‘ bei optischen 
Elektronentibergangen zwischen verschiedenen Energietermen (Differenz 
zwischen den Energien der optischen Ubergange und den Aktivierungsenergien 
der entsprechenden thermischen Elektronentiberginge); 6. die Wahrschein- 
lichkeiten fiir strahlungslose Elektroneniibergange zwischen verschiedenen 
Energietermen und ihre wesentlichen Températurabhangigkeiten (beispiels- 
weise fiir die Koeffizienten der linearen und der quadratischen Rekombination 
der Ladungstrager usw.); 7. die Eigen- und Fremdabsorptionsspektren; 
8. die Bildungswahrscheinlichkeiten fiir Stromtrager unter dem EinfluB von 
optischer und korpuskularer Strahlung; 9. die Austrittsarbeit von Elektronen 
aus dem Halbleiter ins Vakuum und aus einem Metall in den Halbleiter; 
10. die iibrigen Kenngréfen fiir einen Halbleiter-Metall-Kontakt: Konzen- 
trationen und Energien der Elektronen-Oberflachenterme usw. 

Die Bestimmung der meisten dieser Parameter gehért zu den Aufgaben der 
Mikrotheorie der Halbleiter. Diese Theorie befindet sich aber noch auf einem 
ziemlich tiefen Niveau (siehe weiter unten) und ist, abgesehen von wenigen 
Ausnahmen, zur Zeit noch nicht imstande, diese Parameter zuverlassig an- 
zugeben. Zwar geht in die Theorie jeder konkreten Erscheinung nur 
ein Teil der oben genannten Parameter ein; trotzdem ist aber haufig 
die Anzahl der Parameter noch zu groB, und diese Parameter lassen sich auch 
nicht einmal durch Vergleich zwischen Theorie und Experiment bestimmen. 
In diesen Fallen ist infolge der vielen unbekannten Parameter die Approxi- 
mationsgeschmeidigkeit der theoretischen Formeln zu gro8, und selbst eine 
Ubereinstimmung der Theorie mit den experimentellen Daten braucht nicht 
besonders beweiskraftig zu sein. In vielen Fallen besteht die Aufgabe der 
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| phanomenologischen Theorie nur in einer Schematisierung und Systemati- 
_ sierung der experimentellen Daten. 

Ein zweiter wesentlicher Mangel der heutigen phanomenologischen Halb- 
leitertheorie besteht in der Vernachlassigung der Nichtidealitat des Ob- 
jektes. Beispielsweise wird in der Theorie der Halbleiter-Metall-Kontakte 
die Metalloberflache fast immer als ideal (Ebene oder Kugel) angesehen. In 
_ Wirklichkeit besitzt diese Oberfliche aber ein polykristallines scharfkantiges 
Relief, an dessen Spitzen sich die elektrischen Feldlinien zusammendrangen. 
| Infolgedessen kann an diesen Spitzen die elektrische Feldstiirke um mehr 
als zwei GréSenordnungen hoher sein als im Mittel. Das Problem wird dann 
_ wesentlich inhomogen, und zwar in einer elektrodennahen Schicht, deren 
Dicke von der GréBenordnung des Abstandes zwischen diesen Spitzen ist. 
Ist der Potentialabfall in dieser Schicht wesentlich, so muB das Relief von 
Einflu8 auf die Ergebnisse sein. Dies trifft beispielsweise fiir Halbleiter- 
gleichrichter mit Sperrschicht zu, wenn diese an eine Metallelektrode an- 
| grenzen und die Sperrschicht eine Dicke von 10-4 bis 10-5 cm hat. In der 
_ Sperrichtung fallt die gesamte an den Gleichrichter angelegte Potential- 
differenz an der Sperrschicht ab, und Aufgabe der Theorie ist nun nur noch 
_ eine Behandlung dieser Schicht. Dieses wesentliche inhomogene Problem 
wird in der heutigen phanomenologischen Theorie durch ein homogenes er- 
i setzt. 

Es wurde ein Versuch zur Beriicksichtigung des scharfkantigen Reliefs einer 
Metallelektrode in der Theorie der Kontaktsperrschicht unternommen (J). 
In den meisten spateren Arbeiten iiber die Theorie der Kontakte wird aber 
der Einflu8 des Reliefs nach wie vor vernachlassigt. 

Als zweites Beispiel erwaihnen wir die haufig beobachtete wesentliche Ab- 
hangigkeit der elektrischen und photoelektrischen Eigenschaften eines Halb- 
leiters von seiner polykristallinen Struktur. In der Theorie wird jedoch der 
Einflu8 der Struktur gewoéhnlich vernachlassigt. 

Infolge der oben genannten Mangel kann die heutige phanomenologische 
Halbleitertheorie (abgesehen von wenigen giinstigen Fallen) nicht als exakte 
quantitative Theorie angesehen werden. Ihre Genauigkeit und Stichhaltigkeit 
werden mit der Ermittlung der zahlreich auftretenden Parameter allmahlich 
zunehmen. Diese Parameter und die Zusammenhange zwischen ihnen werden 
allmihlich bekannt, teils infolge der Entwicklung der Mikrotheorien, teils 
dank der Durchfiihrung spezieller Experimente, in denen diese Parameter 
bei der Untersuchung der Elementarprozesse gemessen werden k6nnen. 
Auch in ihrer heutigen Form ist aber die phanomenologische Theorie immer 
noch niitzlich als qualitative Theorie, mit deren Hilfe man eine groBe Anzahl 
von Erscheinungen verstehen, die Zusammenhange zwischen ihnen fest- 
stellen, qualitativ die Rolle und den Einflu8 verschiedener Faktoren erklaren 
und voraussagen und die GréSenordnungen der auftretenden Werte ab- 
schatzen kann. 

Eine weitere Entwicklung der phanomenologischen Halbleitertheorie ware 
vor allen Dingen in folgenden Richtungen wiinschenswert : 

A) Theorie der Halbleitergeraite (Gleichrichter, Trioden, Thermoelemente, 
Photoelemente, Photowiderstinde, photo-, thermo- und sekundarelektroni- 
sche Kathoden usw.). Der Zusammenhang zwischen den technischen Kenn- 
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gréBen der Gerate und den Parametern und der Struktur der Halbleiter 
sollte untersucht werden. Ferner sollte man die theoretischen Grenzen fir 
die Wirkungsméglichkeit von Halbleitergeraten, die optimalen Daten fiir 
in solehen Geriten benutzte Halbleiter feststellen, eine vergleichende Kenn- 
zeichnung der verschiedenen méglichen Konstruktionen solcher Gerate geben 
und versuchen, aus allen diesen Daten die méglichen Wege zur Verbesserung 
der Gerate anzugeben. 

B) Eine Verallgemeinerung der phanomenologischen Theorie auf den Fall 
hoher Felder und Stréme, die zur Verletzung des thermischen Gleichgewichtes 
der Leitungselektronen, zu einem Anstieg ihrer mittleren thermischen Energie, 
einer Ionisierung von Halbleiteratomen durch die StoBe schneller Leitungs- 
elektronen usw. fiihren. Solche Erscheinungen sind beispielsweise wesentlich 
in Gleichrichtern bei einem Strom in Sperrichtung, wobei die Sperrschicht 
kurz vor dem Durschschlag steht. Unter diesen Bedingungen gilt das Ohm- 
sche Gesetz nicht mehr; die iiblichen Ausdriicke fiir die elektrische Leit- 
fahigkeit und Diffusion werden ebenfalls unbrauchbar und bediirfen einer 
wesentlichen Verallgemeinerung. Die bisher bekannt gewordenen Unter- 


suchungen iiber die Leitfaihigkeit einiger Halbleiter in hohen elektrischen- 


Feldern [PooLEsches Gesetz (2), FRENKELsches Gesetz (3)] reichen nicht 
aus, da sie sich nur auf den Fall eines raumlich homogenen Halbleiters und 
eines homogenen elektrischen Feldes beziehen, fiir den allgemeinen Fall aber 
nicht brauchbar sind. Um dies einzusehen, braucht man nur den Fall eines 
verschwindenden Stromes bei von Null verschiedener elektrischer Feldstarke 
und einem Konzentrationsgradienten der Leitungselektronen zu betrachten. 
In diesem Fall gilt fiir die Abhangigkeit der Ladungstragerkonzentration 
vom Feld das BOLTZMANNsche, nicht aber das POOLEsche oder FRENKEL- 
sche Gesetz. Weiter zeigte sich, daB die Zunahme der elektrischen Leitfahig- 
keit mit der Feldstarke bei verschiedenen Halbleitern durch ganz verschiedene 
Formeln beschrieben wird. Parameter der phanomenologischen Theorie wie 
der Rekombinationskoeffizient der Leitungselektronen werden ebenfalls 
Funktionen von Feld und Strom. Die Abhangigkeit der Leitungselektronen- 
konzentration von der Temperatur andert sich grundlegend. Alle diese 
Probleme sind fast noch gar nicht untersucht worden. 

C) Eine Erginzung der gewoéhnlich behandelten Probleme der Leitfahigkeit 
und Diffusion von Ladungstrigern durch Probleme der Warmeleitfahigkeit 
im Zusammenhang mit der Erzeugung JOULEscher Warme, der zusatzlichen 
Warmeerzeugung an Orten mit iiberwiegender Rekombination von Elektronen 
und der Warmeabsorption an Orten mit tberwiegender Dissoziation; eine 
Beriicksichtigung der positiven oder negativen PELTIER-Warme, die in 
Halbleitern viel groBer ist als in Metallen. Diese thermischen Effekte sind 
wesentlich bei Gleichrichtern und Thermokathoden (besonders bei hoher 
Emission im Impulsbetrieb). 

D) Eine Erginzung der phiinomenologischen Theorie durch eine Beriicksich- 
tigung der Excitonenzustiinde. Diese spielen manchmal eine wesentliche 
Rolle bei optischen Erscheinungen und beim inneren und duBeren Photo- 
effekt; sie erzeugen ferner eine zusitzliche Warmeleitfaihigkeit, denn sie 
kénnen Energie transportieren und diese in Form von Warme in dem Teil 
des Kristalles freisetzen, in dem sie vernichtet werden. 
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E) Man sollte nach Experimenten suchen, mit deren Hilfe man bei der Unter- 
suchung von Elementarprozessen die Parameter des Halbleiters einzeln 
messen kann. 


iT. 


Kinetik der Leitungselektronen in einem Halbleiter. Die Bedeutung dieses 
Gebietes der Theorie wird klar, wenn man bedenkt, daB es bei der Bestim- 
mung der Beweglichkeit der Ladungstriger, ihrer Diffusionskoeffizienten, 
der elektronischen Warmeleitung, der Thermospannung, des Halleffektes, 
der thermo- und galvanomagnetischen Erscheinungen usw. eine Rolle spielt. 
Die Lage auf diesem Gebiet der Theorie ist jedoch fast durchweg unbefriedi- 
gend: nur in wenigen Fallen hat man Ergebnisse gewonnen, die mit dem Experi- 
ment quantitativ tbereinstimmen [beispielsweise bei der Berechnung der 
Beweglichkeit, die auf der Streuung an ionisierten Fremdatomen beruht, 
sowie beim Halleffekt (4—6)]. In einigen Fallen sind die Ergebnisse nur quali- 
tativ mit dem Experiment in Einklang zu bringen (z. B. bei der Temperatur- 
abhangigkeit der Beweglichkeit, die auf der Streuung an thermischen Gitter- 
schwingungen beruht), manchmal widersprechen sie dem Experiment sogar 
qualitativ (beispielsweise bei der Temperaturabhangigkeit der Thermo- 
spannung). : 

Die gute Ubereinstimmung kinetischer Rechnungen mit dem Experiment in 
gewissen Fallen und die Diskrepanz in anderen Fallen beruht offenbar darauf, 
daB die kinetische Gleichung (BOLTZMANNsche StoBgleichung) und die bei 
ihrer Losung benutzten Voraussetzungen in den erstgenannten Fallen berech- 
tigt sind, in den anderen dagegen nicht. Das Anwendbarkeitsgebiet der kineti- 
schen Gleichung und der zusatzlichen Voraussetzungen sind noch nicht aus- 
reichend untersucht, und man benutzt sie deshalb haufig auSerhalb ihrer 
Anwendbarkeitsgrenzen. 

Der kinetischen Gleichung liegt im wesentlichen die Vorstellung zugrunde, 
daB die Wechselwirkung der Ladungstrager mit dem Gitter den Charakter 
seltener ,,StoBe“‘ hat, und daB die Bewegung wahrend einer freien Weglange 
konservativ erfolgt und sich durch das au8ere, an den Kristall angelegte 
elektromagnetische Feld, beschreiben 1a8t. Diese Voraussetzung war z. Z. 
BOLTZMANNS und LORENTZ’s kaum anzuzweifeln, mu’ aber im Rahmen der 
Wellenmechanik neu iiberpriift werden. Die Wellenmechanik hat naimlich 
gezeigt, daB der Begriff ,,. Energie eines Ladungstragers‘ nicht vollig exakt 
definiert ist, sondern eine Unbestimmtheit AH > h/t besteht, wobei t die 
freie Flugdauer ist. Der Mittelwert tT laBt sich zur Beweglichkeit des Ladungs- 
tragers in Beziehung setzen: wasiexh lt: (1) 


M ist hierbei die effektive Masse des Ladungstragers. 
Ks ist also AE > he/Mu. (2) 


Nimmt man an, daB WM gleich der Masse des freien Elektron und wu = 50 
em?2/sec - V ist, so ergibt sich eine Energieunscharfe von JAH > 0,023 eV. Die 
Unbestimmtheit der Energie ist also gréBer als die thermische Energie der 
Ladungstrager bei Zimmertemperatur. Unter diesen Umstanden verliert 
natiirlich die oben erwahnte Ausgangsannahme, auf die sich die StoBgleichung 
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stiitzt, ihren Sinn, und sie darf nicht mehr angewendet werden. Die oben an- 
genommenen Werte fiir M und w sind ziemlich typisch. Die Anwendung der 
kinetischen Gleichung ist also fiir eine groBe Gruppe von Halbleitern unzu- 
reichend begriindet. 

Der oben erwahnte Einwand gegen den Begriff der freien Weglinge wird 
praktisch hinfallig fiir Halbleiter, bei denen 


em? 
(3) 
Vics 


ist (m ist die Masse des freien Elektrons). Dies ist der Grund dafir, daB bei 
Halbleitern mit groBer Beweglichkeit der Ladungstrager, wie z. B. Germa- 
nium, die kinetische Gleichung in vielen Fallen zu einem plausiblen, mit dem 
Experiment iibereinstimmenden Ergebnis gefiihrt hat (Beweglichkeit, 
Thermospannung). 

Die zweite wesentliche Ausgangsannahme der Kinetik ist die Vorstellung, 
die man sich von den Ladungstragern, den ihnen eigenen charakteristischen 
GréBen und der Art ihrer Wechselwirkungsenergie mit den Gitterschwin- 
gungen macht. Diese Vorstellungen bestimmen naimlich die Wahrscheinlich- 
keit fiir den ,,StoB‘‘ eines Ladungstragers mit dem Gitter, die freie Flug- 
dauer und freie Weglange usw. Um zu zeigen, wie kompliziert dieses Problem 
ist, betrachten wir Kristalle mit Ionengittern. Nimmt man als Ladungs- 
triger ein Elektron in einem iiblichen ,,Bandzustand‘, der unter der An- 
nahme in den Gitterpunkten ruhender Ionen berechnet wurde, charak- 
terisiert man dieses Elektron durch seine effektive Masse uw und betrachtet 
man die gesamte Wechselwirkung mit den Polarisationsschwingungen des 
Kristalls als kleine Storung, die eine Streuung von Ladungstragern hervor- 
ruft, so gelangt man zur einfachsten und gebrauchlichsten Vorstellung eines 
,,Ladungstragers‘. Auf Grund dieser Vorstellung berechneten FROHLICH 
und Mott (7) die Beweglichkeit der Ladungstrager. Um im Falle des Kupfer- 
oxyduls eine Ubereinstimmung zwischen berechneter und beobachteter 
Beweglichkeit zu erzielen, mufte hierbei u/m =1/, angenommen werden. 
Hierbei wird wu/m < 500, so daB® die benutzte Methode der kinetischen 
Gleichung eigentlich unzulassig ist. Uberhaupt ist die Wahrscheinlichkeit 
fiir die Streuung der Ladungstrager, die FROHLICH und MOTT erhalten, so 
grok, daB die Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen nicht mehr als 
kleine Storung betrachtet werden kann. 

Es gibt nun aber noch eine andere, vom Verfasser eingefiihrte Vorstellung 
von ,,Ladungstragern’. Nach dieser Auffassung sind die Ladungstrager 
,Polaronen“ (8; dort auch weitere Literaturhinweise). Der Zustand des 
Leitungselektrons wird hier nicht fiir Ionen bestimmt, die in ihren Gitter- 
punkten ruhen, sondern fiir verschiebbare Ionen. Die Wechselwirkung des 
Elektrons mit den Polarisationsschwingungen wird nicht als kleine Stérung 
aufgefaBt, sondern ist schon in nullter Niherung im Hamilton-Operator ent- 
halten. Es ergibt sich, daB ein groBer Teil der Wechselwirkungsenergie des 
Elektrons mit den Gitterschwingungen nicht zu einer Streuung fiihrt, sondern 
daB neben den Elektronen ,,Polaronen‘‘ entstehen, die sich konservativ 
durch den Kristall bewegen und konstanten Impuls und Strom transpor- 
tieren. Nur ein verhaltnismaBig geringer Teil der Wechselwirkungsenergie 


M 
— u > 500 
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mit den Polarisationsschwingungen kommt als Ursache einer Streuung der 
Polaronen in Frage. Die freie Flugdauer eines Polarons Tt ist also wesentlich 
groBer als die eines Bandelektrons. Gleichzeitig ist aber auch die effektive 
Masse des Polarons M gewohnlich viel gréBer als die effektive Masse mu eines 
Bandelektrons. Die Beziehung (1) gilt sowohl fiir Bandelektronen als auch 
fiir Polaronen. Fiir einen gegebenen Kristall mit gegebener Beweglichkeit w 
ist also die quantenmechanische Energieunschirfe 4H der Polaronen um den 
Faktor M/u kleiner als fiir Bandelektronen, und der Anwendbarkeitsbereich 
der kinetischen Gleichung wird fiir Polaronen entsprechend gréBer. AuBer- 
dem ergibt sich fiir Polaronen ein anderer Ausdruck fiir die Streuwahrschein- 
lichkeit der Ladungstraiger bei der Wechselwirkung mit den Gitterschwin- 
gungen. 

Aus dem betrachteten Beispiel geht hervor, daB sowohl der theoretische 
Wert fiir die Masse eines Ladungstrigers als auch die Wahrscheinlichkeit fiir 
seine StoBe mit dem Gitter wesentlich von der Mikrotheorie der Leitungs- 
elektronenzustiénde abhaingt und sich mit der Weiterentwicklung dieser 
Theorie noch andern wird. Diese auf den ersten Blick paradoxe Behauptung 
ist in Wirklichkeit nur ein Ausdruck fiir die allgemeine Situation in der Quan- 
tenmechanik; je naher dort der angenihert berechnete Zustand eines iso- 
lierten Systems seinem exakten stationiren Zustand kommt desto geringer 
ist naémlich die Wahrscheinlichkeit fiir einen Quanteniibergang von diesem 
Zustand in einen anderen. 

Eine weitere Entwicklung der Kinetik der Leitungselektronen in folgenden 
Richtungen ware wiinschenswert: 

A) Fir Halbleiter mit kleinen Werten von Mu/m, fiir welche die kinetische 
Gleichung nicht anwendbar ist, sollte eine Methode zur Bestimmung der w- 
Funktionen des Systems aus der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung ent- 
wickelt werden, und zwar fiir nichtstationare Zustaénde in Anwesenheit eines 
auBeren, an den Kristall angelegten elektrischen Feldes. Der Strom ergibt 
- sich dann nach der Formel 


6h : 2 
J = 45 (p grad p* —p* grady) ae) 
ohne Benutzung der kinetischen Gleichung. 

Durch eine Lésung dieses Problems wiirde die Halbleitertheorie auf ein 
hdheres Niveau gehoben werden. Diese Losung wiirde sich auch auf andere 
Gebiete der theoretischen Physik anwenden lassen. 

B) Man sollte in die Kinetik neue, prazisere Vorstellungen von den Ladungs- 
tragern einfiihren (Polaronen, Elementaranregungen), und dementsprechend 
auch neue Ausdriicke fiir die Wechselwirkungsenergie eines Ladungstragers 
mit den Gitterschwingungen und fiir die Wahrscheinlichkeit von ,,St6Ben“. 
C) Eine kritische Analyse der Theorien von Beweglichkeit, Diffusion, Thermo- 
spannung, Halleffekt, thermo- und galvanomagnetischen Effekten, eine Uber- 
priifung der Rechtfertigung fiir vereinfachende Annahmen und eine Peseiti- 
gung ungerechtfertigter Annahmen sollte erfolgen. Es miiBte erreicht werden, 
daB die Theorie systematisch wenigstens qualitativ mit dem Experiment 
iibereinstimmt. 
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D) Die Kinetik sollte auf die Theorie der Halbleitergeriate angewendet — 
werden. 


Hit: 


Eine Theorie der thermischen (strahlungslosen) Elektroneniiberginge in Halb- 
leitern ware notwendig fiir eine Berechnung wichtiger Gro8en wie der Rekom- 
binationswahrscheinlichkeit fiir die Ladungstrager, der Wahrscheinlichkeit 
ihrer Freisetzung aus lokalen Zustanden ins Leitungsband, der Quantenaus- 
beute des inneren Photoeffektes und seiner Temperaturabhangigkeit, der 
Quantenausbeute der Lumineszenz und ihrer Temperaturabhangigkeit 
usw. Diese Theorie ist einer der schwierigsten und bisher am wenigsten 
entwickelten Zweige der Halbleitertheorie. 

In einer Arbeit von MOGLICH und RoMPE (9) wird die Wechselwirkung des 
Elektrons mit den thermischen Gitterschwingungen als kleine Strung 
betrachtet, die thermische Elektronentibergange veranlaBt. Die geringe 
Anharmonizitat der Schwingungen wird beriicksichtigt. Es zeigt sich, daB 
in erster Naherung nur Ubergange erlaubt sind, die mit einer Anderung der 
Elektronenenergie um ein Gitterschwingungsquant haw, verbunden sind; 
in zweiter Naherung konnen Ubergange mit einer Anderung der Elektronen- 
energie um zwei Gitterschwingungsquanten stattfinden usw. Die gewohnlich 
zu beobachtenden strahlungslosen Uberginge mit einer Anderung der Elek- 
tronenenergie um 30—40 Gitterschwingungsquanten sind nach der Theorie 
von MOGLICH und ROMPE nur in 30. bis 40. Naherung erlaubt und besitzen 
daher eine verschwindend geringe Wahrscheinlichkeit (wiachst die Energie 
des Uberganges um iw,;, so verringert sich seine Wahrscheinlichkeit um den 
Faktor 10°). Diese Theorie ergibt also viel zu geringe Wahrscheinlichkeiten 
fiir die Ubergange. Es ist nach ihr auch praktisch unmdglich, so hohe Nahe- 
rungen fiir ein reales Modell des Kristalls auszurechnen. 

In spateren Arbeiten tiber die Theorie der strahlungslosen Uberginge [sie 
stammen von ADIROWITSCH (10), HUANG und Ruys (/1), Kuso (12), 
Dawypbow (13) und KriwocLas (14)] werden die strahlungslosen Uber- 
ginge unter plausibleren Annahmen behandelt: die Wechselwirkung des 
Elektrons mit den Gitterschwingungen wird nicht als kleine Stérung betrach- 
tet, und es wird auBerdem angenommen, daB der Zustand des Elektrons 
der Atombewegung adiabatisch nachfolgt; die Ursache fiir den Ubergang 
ist dann ein nichtadiabatisches Glied, das als kleine Stérung aufgefaBt wird. 
Eine Schwache der Arbeit von ADIROWITSCH liegt in dem allzusehr ver- 
einfachtem Modell des lokalen Elektronenzentrums (das Elektron wird in 
einen rechteckigen Potentialtopf gesetzt, die Schwingungen der Atome und 
ihr Einflu8 auf das Elektron werden einfach durch eine Schwingung des 
Radius dieses Potentialtopfes beschrieben). Ein Mangel der Arbeit von 
HUANG und Ruys ist die ungerechtfertigte Ersetzung des Einflusses der 
Ionenschwingungen auf das Elektron durch den Einflu8 eines aquivalenten 
homogenen elektrischen Feldes. KUBO vernachlassigt die Anderungen der 
Gleichgewichtslagen der Atome unter dem EinfluB des Elektroneniiber- 
ganges, der tatsachlich eine groBere Rolle spielt als die von KUBO beriick- 
sichtigte Anderung der Frequenzen der Normalschwingungen. 
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KRIWOGLAS ist vielleicht am weitesten gekommen. Er betrachtet einen 
sehr allgemeinen Fall, namlich einen Kristall mit beliebiger Struktur und 
ein Elektron, das in einem ,,Zentrum‘ beliebiger Art lokalisiert ist. Das 
Modell des Zentrums wird nicht weiter festgelegt. Die Ausgangsannahmen 
der Theorie (harmonische Schwingungen der Atome usw.) diirften der Wirk- 
lichkeit ziemlich nahe kommen. Besonders wichtig ist, da& KRIWOGLAS einen 
Zusammenhang zwischen den Parametern der Theorie der strahlungslosen 
Uberginge und der Theorie der entsprechenden optischen Ubergiange des 
Elektrons (Halbwertsbreite der Absorptionsbanden, Stokessche Verschiebung 
usw.) nachgewiesen und benutzt hat. In einigen Fallen erhielt er so die Tem- 
peraturabhangigkeit der Wahrscheinlichkeit fiir einen strahlungslosen Uber- 
gang ohne unbekannte Parameter (15). In zwei Fallen wurde diese Tem- 
peraturabhangigkeit mit dem Experiment verglichen: Es wurde die theoreti- 
sche Temperaturabhangigkeit der Quantenausbeute der Fluoreszenz von 
Pb-aktiviertem CaWO, und MgWO, berechnet und in guter Ubereinstim- 
mung mit den Messungen von VLAM (J6) gefunden. 

Da ein strahlungsloser Ubergang eines Elektrons in den meisten Fallen mit 
einer starken lokalen Schwankung der Atomkonfiguration verbunden ist, 
k6énnen allerdings Zweifel an der Brauchbarkeit der in den oben erwahnten 
Theorien benutzten Naherungen (z. B. der harmonischen Naherung bei der 
Behandlung von Atomschwingungen, der linearen Abhangigkeit der poten- 
tiellen Energie des Elektrons von der Atomverschiebung usw.) entstehen. 
Die genannten Theorien, in denen als Ursache fiir einen strahlungslosen 
Ubergang eine kleine Nichtadiabasie angesehen wird, lassen sich nur auf 
Elektronentiberginge zwischen diskreten Termen anwenden (im Gebiet 
des kontinuierlichen Energiespektrums ist die adiabatische Naherung all- 
gemein unbrauchbar). Bei einer theoretischen Behandlung des Uberganges 
von einem diskreten Term in das Leitungsband (oder umgekehrt) haben sich 
in den letzten Jahren folgende Grundgedanken abgezeichnet: 


a) Wird das Energiespektrum des Elektrons im lokalen ,,Zentrum‘ bei An- 
naherung an den unteren Rand des Leitungsbandes unbegrenzt dichter, wie 
das beispielsweise der Fall ist, wenn das vom Elektron verlassene Zentrum 
positiv geladen ist, so kann man als entscheidende Stufe beim Einfang eines 
Leitungselektrons den Ubergang des Elektrons vom Leitungsband in einen 
der erwihnten diskreten Terme ansehen, die dicht unterhalb des unteren Band- 
randes liegen. Bei einem solchen Ubergang wird ein Gitterschwingungsquant 
erzeugt. Man kann also die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Ubergang 
mit Hilfe der iiblichen Stérungsrechnung behandeln, ohne die adiabatische 
Naherung heranziehen zu miissen. Das eingefangene Elektron kommt dann 
als Ladungstrager nicht mehr in Frage. Der oben behandelte Ubergang eines 
Elektrons ist also mit einem Rekombinationsakt zu identifizieren, falls die 
Riickkehr des Elektrons in das Leitungsband wesentlich unwahrschein- 
licher ist als sein Ubergang in die tiefere Terme des lokalen Zentrums. Dies 
trifft nur in den Fallen zu, in denen die Leitungselektronenkonzentration 
wesentlich gr6é8er ist als im thermischen Gleichgewicht. 


b) Wahrend einer groBen Schwankung der Konfiguration der das Zentrum 
umgebenden Atome kénnen diskrete Energieterme des Elektrons im Zentrum, 
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die der Gitterdeformation adiabatisch nachfolgen, mit dem Leitungsband ver- 
schmelzen, so da8 in dem Zentrum wiahrend einer groBen Schwankung keine 
diskreten Terme vorhanden sind. Das Elektron verlaBt dann das Zentrum 
und tritt ins Leitfahigkeitsband ein; geht die Schwankung zuriick, so trennt 
sich der diskrete Term wieder vom Band ab, enthalt jetzt aber kein 
Elektron mehr. Auf diese Weise kann die thermische Ionisation eines lokalen 
Zentrums vonstatten gehen. Eine Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir 
diesen Effekt erfordert keine Behandlung von Quanteniibergangen des Elek- 
trons. Es ist nur die Atomkonfiguration zu bestimmen, bei der die diskreten 
Terme im lokalen Zentrum verschwinden, ferner ist die Wahrscheinlichkeit 
fiir solche Konfigurationen zu berechnen. Ein derartiges Problem wurde in 
dem Spezialfall eines Ionenkristalls mit einer positiven Punktladung als 
Zentrum von SCHOTTKY (17) behandelt, wobei eine Anzahl vereinfachender 
Annahmen gemacht wurde. 

Eine Weiterentwicklung der Theorie der strahlungslosen Uberginge in 
folgenden Richtungen ware besonders wiinschenswert: 


A) Man sollte die vorhandenen Theorien der strahlungslosen Ubergiinge sorg- 
faltig und wiederholt mit dem Experiment vergleichen, ihre Genauigkeit 
und ihr Anwendbarkeitsgebiet priifen. Dabei sind parallele experimentelle 
Untersuchungen der Absorptions- und Lumineszenz-Spektren von ent- 
sprechenden optischen Ubergiingen (Messungen der Halbwertsbreite der 
Banden und der Stokesschen Verschiebungen) sowie Messungen der Schwin- 
gungsfrequenzen der Atome empfehlenswert; mit ihrer Hilfe kann man die 
Parameter der Theorie der strahlungslosen Uberginge auf unabhangige 
Weise bestimmen. 


B) Eine Verallgemeinerung der Theorie und ihre Erweiterung auf neue Fille, 
insbesondere eine Entwicklung von Methoden, nach denen man die Uber- 
fiihrung von Elektronen ins Kontinuum und umgekehrt behandeln kann. 


C) Eine Klarung des Problems, in welchen Fallen ein strahlungsloser Elek- 
tronentibergang mit einer hohen lokalen Schwankung der Atomkonfiguration 
verbunden ist; hierzu ist eine Beriicksichtigung der Anharmonizitit, ein 
Verzicht auf die Annahme geringer Verschiebungen der Atome usw. erforder- 
lich. 


D) In die allgemeine Theorie der thermischen Uberginge sollten auch die 
Elemente, die man in der Mikrotheorie der Elektronenzustinde benutzt, 
einbezogen werden: Berechnung der Energieterme und der Wellenfunktion 
der Elektronen, der Matrix-Elemente, der Uberginge usw. Hierdurch lassen 
sich viele Parameter der Theorie der strahlungslosen Ubergange bestimmen. 


E) Eine Auswertung der Ergebnisse der Theorie thermischer Uberginge in 
der phanomenologischen Halbleitertheorie (Temperaturabhangigkeit der 
Quantenausbeuten fiir Photoeffekt und Lumineszenz, Lebensdauern der 
Ladungstrager und sonstige Relaxationszeiten; Behandlung des Sattigungs- 
stromes fiir den Fall, daB im Halbleiter die elektronische Leitfahigkeit all- 
mahlich in eine Lécherleitfahigkeit tibergeht und da der Strom durch die 
pe thermischer Dissoziationen von Elektronen und Léchern bestimmt 
wird). 
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IV. 


| Theorie der optischen Elektroneniibergdnge in Halbleitern. Optische Elektronen- 
juberginge und die damit zusammenhingenden Effekte werden in vielen 
) Halbleitergeraiten wie Photoelementen, Photowiderstinden, Luminophoren, 

i Lichtfiltern usw. benutzt. AuBerdem ist die Untersuchung des Absorptions- 
j und Lumineszenzspektrums eine der wichtigsten Methoden zum Studium 
» von Zusammensetzung und Struktur von Halbleitern und des Energiespek- 
)trums der Elektronen; eine Untersuchung von Halbleitern bei Impuls- 
) belichtung erméglicht eine Bestimmung wichtiger kinetischer GréBen (der 
) Lebensdauer der Ladungstraiger, der Wahrscheinlichkeit fiir strahlungslose 
Elektroneniiberginge usw.). 

| Die Theorie optischer Elektroneniiberginge in einem idealen, stérstellenfreien 
» Kristall, die auf dem iiblichen Baindermodell beruht, besteht schon seit mehr 
/ als 20 Jahren und hat grofe Popularitaét und weite Verbreitung in der Litera- 
‘tur gefunden. Trotzdem mu8 man sagen, daB diese Theorie weder eine Be- 
¥ rechnung des Absorptions- und Emissionsspektrums, noch tiberhaupt eine 
i qualitative Voraussage dieser Spektren ermoglicht. Dies beruht 


1. auf der praktischen Unméglichkeit, die Wellenfunktionen des Elektrons 
/ in einem periodischen Feld und die Termdichte in den verbotenen Zonen zu 
) bestimmen (selbst das periodische Feld ist nicht genau bekannt, und seine 
i) Einfiihrung fir die Teen eoney des Kristalls ist nur in seltenen Fallen 
5 berechtigt) ; 


, 2. auf dem auferst komplizierten Charakter einer Anregung von Kristall- 
elektronen, die nicht als Ubergang von Band zu Band gedeutet werden kann 
| und durch ‘die Naherung des Bandermodells titberhaupt nicht richtig wieder- 
) gegeben zu werden braucht. 

| Als Beispiel betrachten wir die Erzeugung von Excitonen. Die Theorie der 
| Excitonen, die von FRENKEL im Jahre 1931 aufgestellt wurde (18) und spater 
von WANNIER (19), Mott (20) und PEKAR und DYKMAN (2/) in An- 
' wendung auf Ionenkristalle und von DAwyDow (22) in Anwendung auf 
| Molekiilkristalle weiterentwickelt wurde, erklirt eine Lichtabsorption, die 
) keine Photoleitfahigkeit des Kristalls zur Folge hat. Heute kann kein Zweifel 
; mehr bestehen, daB es Excitonen gibt. Die Versuche von APKER und TAFT 
' (23), GRoss und Mitarbeitern (24) sowie anderen Forschern (25) haben die 
| Existenz von Excitonen iiberzeugend nachgewiesen und stellen damit die 
| Theoretiker vor die Aufgabe, die Excitonentheorie weiter zu entwickeln. 

| Gegenwirtig gibt es in der Excitonentheorie zwei Richtungen. Die erste 
| sttitzt sich auf die Methode von HEITLER-LONDON-HEISENBERG (HLH). 
| Hierbei wird angenommen, daf die Energiespektren und Wellenfunktionen 
der Atom- (oder Molekiil-) Elektronen, aus denen der Kristall besteht, be- 
_kannt sind. Die Wellenfunktion des Systems in nullter Naherung wird als 
Produkt der Atomwellenfunktionen angesetzt. Dies ist zulassig, wenn die 
Wechselwirkung zwischen den Atomen (Molekiilen) schwach ist. Fuhrt man 


dann diese Wechselwirkung als kleine Stérung ein, so erhalt man eine Korrek- 
tur in erster Naherung, kann also eine geringe Abweichung zwischen dem 
Spektrum des Kristalls und dem Spektrum des isolierten Atoms (Molekils) 

-_berechnen. Diese Methode l]a8t sich wohl eher auf Molekiilkristalle anwenden, 
27 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘t 
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in denen das Absorptionsspektrum dem Absorptionsspektrum des Gases 
ahnelt; fiir Halbleiter ist diese Methode dagegen wenig geeignet, denn hier 
kann von einer solchen Ahnlichkeit der Spektren meist keine Rede sein. Die 
quantitativen Rechnungen stoBen auf Schwierigkeiten ahnlich denen in der 
Bandertheorie oder bei der Berechnung mehratomiger Molekile. 
Die zweite Richtung in der Excitonentheorie legt eine Betrachtung der ge- 
meinsamen Bewegung von Elektron und Loch zugrunde; beiden werden ent- 
sprechende effektive Massen zugeschrieben, und das periodische Potential 
wird dann vernachlassigt. In diesem (vorlaufig noch einzigen) Fall gibt es eine 
quantitative Berechnung fiir die Excitonen. Dieses Modell ist aber nur 
brauchbar, wenn der effektive Radius des Excitons gréBer ist als die Gitter- 
konstante. Dieser Fall ist haufig realisiert (beispielsweise beim Kupferoxydul, 
beim Germanium und allgemein bei Halbleitern mit groBem Verhaltnis 
e/u1)). Einen MiSerfolg hat diese Richtung der Theorie jedoch bei einer quan- 
titativen Wiedergabe der experimentellen Ergebnisse von Gross und Mit- 
arbeitern erlitten, die Excitonen in Kupferoxydul untersucht haben. 
Excitonen kénnen nur entstehen, wenn die Frequenz des Anregungslichtes 
in bestimmten Bereichen liegt, beispielsweise am langwelligen Rande des 
Eigenabsorptionsgebietes. Fiir andere Frequenzen sind optische Uberginge 
méglich, bei denen ein freies Elektron und ein freies Loch entstehen, die 
Strom transportieren kénnen. Mit der Excitonenbildung sind also die Még- 
lichkeiten fiir die optischen Elektroneniiberginge in Kristallen noch bei 
weitem nicht erschépft. Die Frage nach nichtexcitonenhaften Ubergingen, 
d. h. danach, ob eine qualitative Deutung nur auf Grund des Bandermodelles 
moglich ist oder ob die Schaffung neuer Grundbegriffe notwendig ist, bleibt 
noch offen. 

Zusammenfassend kann man sagen, daB die Bandertheorie zur Zeit noch 
keine qualitative Deutung der Einzelheiten des Absorptionsspektrums von 
Kristallen liefern kann: Die Lage der Maxima, die Zusammenhiinge zwischen 
ihren Hohen und Breiten lassen sich noch nicht zutreffend vorhersagen. Mit 
Hilfe der Excitonentheorie lassen sich diese Einzelheiten qualitativ deuten, 
diese Theorie bezieht sich aber nur auf einen speziellen Typ optischer Uber- 
gange. In einigen wenigen giinstigen Fallen (etwa bei groBen Excitonenradien) 
ist auch eine quantitative Behandlung der Excitonen méglich. 

Sehr viel giinstiger liegen die Dinge fiir die Theorie der Fremdabsorption und 
der storstellenbedingten Lumineszenz von Halbleitern und Isolatoren. Es 
handelt sich hier um optische Ubergiinge von Elektronen, die an Fremd- 
atomen und Gitterdefekten lokalisiert sind. Eine sehr wesentliche und fiir die 
Theorie giinstige Eigentiimlichkeit dieser Erscheinungen ist der diskrete 
Charakter des Energiespektrums der optischen Elektronen. Infolgedessen 
148t sich némlich die adiabatische Naherung anwenden, nach der der Elek- 
tronenzustand der Kernbewegung adiabatisch folgt. Hierbei braucht nicht 
angenommen zu werden, dafi die Wechselwirkung zwischen Elektronen und 
Gitterschwingungen klein ist. Auf Grund dieser Naherung wurde eine Theorie 
der Form und Temperaturabhingigkeit der Fremdabsorptions- und Lumi- 
neszenzbanden zunachst fiir Spezialfalle [Ionenkristalle, konkrete Typen 


1) Anm. d. dtsch. Red.: u ist effektive Masse im starren Gitter, vgl. S. 388. 
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jokaler Zentren (26—31)], dann aber auch fir den sehr allgemeinen Fall eines 
Xristalls beliebiger Struktur und eines Zentrums beliebiger Natur (32—35) 
yntwickelt. 

Besonders einfache und allgemeine Ergebnisse erhalt man im Fall einer 
iroBen Warmeerzeugung bei optischen Ubergingen, wenn namlich diese 
armeerzeugung wesentlich gré8er ist als ein Gitterschwingungsquant 
}@,. Die Form der Absorptions- und Lumineszenzbanden, ihre Halbwerts- 
ibreite, die Temperaturabhangigkeit, die Stokessche Verschiebung, der Zu- 


1 ammenhang zwischen der Energie des optischen Uberganges und der Akti- 


a ierungsenergie des entsprechenden thermischen Uberganges usw. wurden 
perechnet. In den Fallen, wo die Anwendbarkeitskriterien der Theorie er- 
Hullt sind und wo ferner genaue experimentelle Daten vorliegen, hat sich 
ehrfach gezeigt, daB die Theorie in quantitativer Ubereinstimmung mit dem 
xperiment steht. 

Weniger allgemeine und kompliziertere Ergebnisse erhalt man fir den Fall einer 
izeringen Warmeerzeugung. Hier fallt ein Vergleich mit dem Experiment zwar 
*benfalls giinstig fir die Theorie aus, solche Vergleiche sind bisher aber erst 
iwenig angestellt worden und berechtigen nicht zu endgiiltigen Schliissen. 

i ine Weiterentwicklung der Theorie der optischen Elektronentiberginge in 
ristallen ware in folgenden Richtungen wiinschenswert: 

A) Entwicklung einer Theorie der stationéren Quantenzustiande des Systems; 
merade die Unzulanglichkeit der bisherigen Theorien dieser Art legt der Weiter- 
bntwicklung der Theorie der optischen Uberginge die gré8ten Hindernisse in 
flen Weg (die Theorie der stationiren Zustinde soll im folgenden Abschnitt 
foehandelt werden). 


i” 


'B) Entwicklung einer exakteren und konsequenteren Theorie des inneren 
‘Feldes, das von den durch das Feld der Lichtwelle polarisierten Kristall- 
ftomen auf das Elektron, das sie umgeben, ausgetibt wird. Der LORENTZsche 
usdruck fiir das innere Feld beriicksichtigt die Inhomogenitat dieses Feldes 
innerhalb der Elementarzelle des Kristalls nicht. Infolge dieser Inhomogeni- 
tat wird der Koeffizient des inneren Feldes eine oszillierende Funktion der 
Koordinaten mit den Perioden des Kristallgitters, und das Matrixelement 
des optischen Uberganges l4Bt sich auch bei groBem Verhiltnis zwischen der 
ellenlinge des Lichtes und der Gitterkonstanten nicht auf das Matrix- 
element eines Dipolmoments reduzieren. Eine Beriicksichtigung dieses Um- 
istandes bringt nicht nur eine quantitative Anderung der Wahrscheinlich- 
keiten fiir den optischen Ubergang, sondern auch eine wesentliche Abinde- 
tung der Auswahlregeln mit sich. 

C) Entwicklung neuer Naherungsmethoden zur Behandlung von optischen 
Ubergingen bei starker Wechselwirkung der Elektronen mit den Gitter- 
schwingungen und betrachtlicher Wirmeerzeugung, wobei aber die adiabati- 
sche Naherung, die nur zur Behandlung lokalisierter Elektronen (nimlich 
dann, wenn das Untersystem der Elektronen sich in einem diskreten Ener- 
gieterm befindet) geeignet ist, nicht angewendet werden darf. Ein Verzicht 
auf die adiabatische Naherung wiirde eine Behandlung der Kigenabsorption 
(und der Eigenlumineszenz) erméglichen, wobei ein angeregter Zustand des 
Systems entsteht, der dem Energiekontinuum angehort. 

27* 
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D) Eine Weiterentwicklung der qualitativen Theorien, die Korrelationer 
und Unterschiede zwischen den Spektren isolierter Atome oder Molekiile 
und dem Spektrum der Kristalle erklaren. 

E) Beriicksichtigung der Anderung der Gitterfrequenzen bei den optischer 
Elektroneniibergangen. 
F) Entwicklung von Methoden zur Summation der Wahrscheinlichkeiten 
fiir eine unendliche Anzahl elementarer optischer Ubergiinge, bei denen die 
gleiche Frequenz absorbiert wird. 

G) Weiterentwicklung der Theorie der Fremdabsorption und Lumineszenz 
auf Grund der adiabatischen Naherung, besonders Betrachtung des Faller 
mittlerer Warmeerzeugung. . 


V. 


Methoden zur Berechnung der stationéren Quantenzustinde eines Kristalls. 
Die Berechnung der stationéren Wellenfunktion und der Energieeigenwerte 
eines Systems ist das zentrale Problem der Theorie, denn die Kenntnis dieser 
GréBen ist zum Aufbau einer Theorie der optischen und thermischen Uber- 
ginge erforderlich, ferner der durch Korpuskularstrahlung hervorgerufenen 
Ubergange, zu einer Berechnung der Parameter der kinetischen Gleichung 
(beispielsweise der freien Weglaingen der Ladungstrager, ihrer effektiven 
Massen usw.), zur Behandlung der Festigkeits- und Elastizitatseigenschaften 
des Festkérpers, zur Anwendung von Thermodynamik und Statistik auf das 
System usw. Die Kenntnis der stationaren Quantenzustande des Systems 
ist also die Grundlage fiir alle Zweige der Theorie der Halbleiter und Iso- 
latoren, abgesehen von der phanomenologischen Theorie, in der viele Para- 
meter des Kristalls unbekannt bleiben. 


a) Der Zustand der Ladungstrager. 

Die verbreitetste Vorstellung tiber das Verhalten von Elektronen im Kristall, 
das ,, Bandermodell“‘, beruht auf folgenden vereinfachenden Annahmen: 

1. Das Mehrelektronenproblem wird durch eine Behandlung einzelner, nicht 
wechselwirkender Elektronen ersetzt, die sich in einem gegebenen duBeren 
periodischen Feld bewegen; 

2. Die Wechselwirkung der Leitungselektronen mit den thermischen Gitter- 
schwingungen wird als kleine Stérung betrachtet oder ganz vernachlassigt. 


Die erste dieser Naherungen wird meistens mittels der Methode des self 
consistent field von HARTREE-FOCK oder mit der Annahme begriindet, daB 
der Zustand der Kigenelektronen eines Isolators dem verhaltnismiBig lang- 
samen Leitungselektron adiabatisch nachfolgt (36, 37). Eine Kritik, éine 
teilweise Begriindung und die Anwendbarkeitsgrenzen der ersten Methode 
werden in den Arbeiten (36—38) ausfihrlich diskutiert und brauchen hier 
nicht wiederholt zu werden. Aus diesen Arbeiten ergibt sich, daB die erste 
Annahme fir die Eigenelektronen eines Isolators ungiiltig wird, bei Beach- 
tung gewisser Ungleichungen dagegen fir ein iberschiissiges Elektron als 
Leitungselektron angewendet werden kann. Das Leitungsband ist hier das 
tiefste erlaubte Band. Von irgend welchen weiteren, tiefer gelegenen gefiillten 
Bandern zu reden, ist hierbei sinnlos. 
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‘ur durch ihre Coulombsche Anziehung zusammengehalten werden und sich 
ne zwei einzelne Quasiteilchen bewegen. Excitonen von ,,kleinem Radius‘, 
yei denen sich ein angeregter Zustand wellenférmig durch den Kristall aus- 
freitet (alle Molekiile des Kristalls neutral), lassen sich dagegen mit der ver- 
jreitetsten Variante der Einelektronennaherung, bei der angenommen wird, 
taB jedes Elektron sich in einem duBeren periodischen Feld bewegt, nicht 
i ehandeln. Diese Excitonen lassen sich aber mit einer allgemeineren Form 
‘er HARTREE-Fockschen Kinelektronennéherung gewinnen, bei der das 
elf consistent field jedoch nicht mehr periodisch ist und die folglich auBerhalb 
er Bandertheorie liegt. Die allgemeinste populire Methode, mit deren Hilfe 
tich die oben genannten Excitonen von ,,geringem Radius‘‘ behandeln lassen, 
5st die HLH-Methode. 

J3ehen wir nun zur Diskussion der zweiten Annahme tiber, so miissen wir 
veststellen, daB sie in vielen homéopolaren Kristallen offenbar zulassig ist, 
tlaB aber bis heute noch keine befriedigende Untersuchung iiber dieses 
Problem und iiber die entsprechenden Kriterien vorliegt. In einem trage 
»olarisierbaren (Ionen-) Kristall ist diese Annahme nur in den seltensten 
fallen gerechtfertigt, beispielsweise bei Energien des Leitungselektrons von 
Mmehreren Elektronvolt. Solche Elektronen spielen beispielsweise beim aéuBeren 
)?hotoeffekt oder bei der Sekundiremission aus Halbleitern eine Rolle. In 
‘len meisten Fallen ist aber fiir die Leitungselektronen die zweite Annahme in 
fonenkristallen nicht gerechtfertigt. Eine recht ausfiihrliche Untersuchung 
Siber diese Frage hat zum Begriff des Polarons gefiihrt; dieses ist ein Quasi- 
heilchen, das Strom transportieren kann [(8); dort auch weitere Literatur- 
nachweise]. 

)Gegenwartig ist die Theorie der Polaronen von gro8em Radius ausfiihrlich 
jntwickelt, denn dieser Fall ist dadurch beginstigt, da& man hier zwei sehr 
wesentliche Vereinfachungen in der Theorie vornehmen kann. Man kann nam- 
, lich 1. nach der Methode der effektiven Elektronenmasse (39) das periodische 
iGitterpotential aus der Wellengleichung eliminieren. Dieses Potential ist 
icht hinreichend genau bekannt, und sein Auftreten in den Gleichungen 
[fihrt zu groBen mathematischen Schwierigkeiten. 2. Da bei groBem Pola- 
ironenradius das elektrische Feld, das den Kristall polarisiert, sich raéumlich 
mur langsam dndert, kann man die Polarisation des Kristalls mit Hilfe der 
imakroskopischen Elektrodynamik, d.h. durch eine makroskopische Dielek- 
itrizitatskonstante und einen Brechungsindex beschreiben. 

(Diesen Fall der Theorie werden wir kurz als Makrotheorie der Polaronen 
tbezeichnen. Historisch wurde vom Verfasser zundchst der Grenzfall starker 
‘Kopplung des Elektrons mit den Polarisationsschwingungen der Ionen 
‘behandelt [siehe (8), dort auch weitere Literaturnachweise]. Es wurde an- 
‘genommen, daf der Elektronenzustand den verhaltnismaBig langsamen 
Ionenschwingungen adiabatisch folgt; es wurde also die Naherungsmethode 
‘von BORN-OPPENHEIMER benutzt. Sie wird verwendbar, wenn a? > 10 ist, 
‘wobei 


cee y/ m 
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ist. Hierbei ist c = 1/n? —1/e (e ist die statische Dielektrizitatskonstante 
und » der optische Brechungsindex), w ist die Grenzfrequenz der Ionen: 
Polarisationsschwingungen (die Dispersion der Frequenzen wird al 
lassigt). In nullter Naherung ergeben sich fiir die Energie ZH, des Grund 
zustandes des Systems und fiir die effektive Polaronenmasse M folgendd 


Werte: E 3 
Oye Dik Saas ad 
a 0,109 a 5 (63 
E268 bt oh (77 
bb 


Wir méchten betonen, daB die Methode von BORN-OPPENHEIMER keine 
Entwicklung nach Potenzen von 1/a? darstellt: Jede Naherung dieser 
Methode enthalt Glieder mit verschiedenen Potenzen von a. Beispielsweisei 
bilden die beiden Glieder in (6) die nullte Naherung. Eine Beriicksichtigung 
der Nichtadiabasie in den folgenden Naherungen bewirkt fiir den Ausdrud 
E, eine Korrektur, die @ in nullter und in negativ-geraden Potenzen enthaltt 
Das zu @ proportionale Glied in der Gleichung (6) erfahrt in den folgendert 
Naherungen keine Korrektur und stellt folglich den exakten Energiewert im 
Grenzfall a > oo dar. [Wir vernachlassigen hier die unwesentliche Ungenaui 
igkeit der numerischen Bestimmung dieses Gliedes in (40, 4/)]. 

Zu dem Glied mit a in nullter Potenz (— 3/,) ergibt sich bei Beriicksichtigun 
der Nichtadiabasie schon in erster Naherung eine Korrektur. Die in @ 
gegebene Deutung des Gliedes — 3/, als Verlust der drei Schwingungsfrei. 
heitsgrade der Ionen gilt nur fiir den adiabatischen Grenzfall. 
Im Jahre 1950 begann dann mit einer Arbeit von FROHLICH, PELZER und 
ZIENAU (42) die Untersuchung der Polaronen im Grenzfall schwacher Kopps 
lung, d. h. fiir kleine a. Hierbei wird die Wechselwirkung des Elektrons mit 
den Polarisationsschwingungen als schwache St6rung betrachtet, und dann 
ergibt sich ; 


Ey M 1 a a : 
Feo VS ee eae ee ate Ther Ss le 
HOHLER (43) berechnete die Energie bis zum Glied mit a? einschlieBlich: 
E 
—*° = —a —0,0157 a? + -:.. (9! 
ho 


Mathematisch am kompliziertesten ist der Fall mittlerer Kopplung. Er ist 
aber praktisch durchaus wesentlich, da fast in allen realen Kristallen eine 
starke oder mittlere Kopplung vorliegt. Fiir die mittlere Kopplung gibt es 
zur Zeit noch keine systematische Naiherungsmethode, sondern es wurden 
nur Versuche zur Berechnung der Energie des Grundzustandes des Systems 
durch direkte Variationsmethoden unternommen. Die grofe Anzahl von 
Approximationen der Wellenfunktion des Systems mu8 noch weiter iiber- 
prift werden, und der Vorzug ist dabei der Naherung zu geben, die der 
niedrigsten Wert E, liefert. Die dadurch bestimmte Approximation liefert 
einen recht genauen Wert fiir H,, kann dafiir aber falsche Werte fiir die 
efiektive Polaronenmasse M ergeben. Wahlt man unter den bisher publi: 
zierten direkten Variationsmethoden diejenigen aus, die annahernd wber- 
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einstimmende und ziemlich gute Werte fiir H, liefern, so zeigt sich, da® die 
% hierbei herauskommenden Werte fiir M sich um einen Faktor 200 unter- 
scheiden. Der Verfasser hat den Grund hierfiir dargelegt und gezeigt (44), daB 
§ man unter den Approximationen, die einen genauen Wert fir E, liefern, 
§ hinterher diejenige auszuwahlen hat, die den gréBten Wert fiir M liefert. 
Dieses schwierige Problem erfordert noch die Arbeit zahlreicher Wissen- 
) schaftler Kollektive im Laufe der nichsten Jahre. 

' Unter den bisher vorgeschlagenen direkten Variationsmethoden sind die 
) Naherungen von GuRARI (45) und LEE, Low und PINEs (46) hervorzu- 
 heben; es wird hierbei eine Methode verwendet, die analog der TOMONAGA- 
) schen Methode der mittleren Bindung in der Mesodynamik oder der Funk- 
i tionalmethode von Fock ist. Diese Autoren hofften, den Bereich mittlerer 


? Kopplungen erfassen zu kénnen, erhielten aber leider nur Ergebnisse, die 


t+ die Form 


¥ mit der Theorie der schwachen Kopplung wbereinstimmen und nur fiir 
t a/6 < 1 richtig sind. 

® Erfolgreicher waren die Naherungen von HOHLER (47) und von FEYNMAN 
) (48). Bei dem letztgenannten Autor hat der Ausdruck fiir H, bei kleinen « 
ob. = — a — 0,0123 a? — 0,00064 a? + ---. (10) 
| Die ersten beiden Glieder dieses Ausdrucks stimmen mit der exakten Ent- 
7 wicklung (9) niherungsweise tiberein. Fiir a—> oo ist H)/ha@ —> — 0,106 a?, 
| was sich von dem von PEKAR gewonnenen genauen Wert — 0,109 a? nur um 
‘ 3% unterscheidet. Im Gebiet mittlerer Kopplungen, fiir a ~4 — 6, gibt 
' die FEyNMANsche Niaherung den niedrigsten Wert H, aller bisher bekannten 
_ Variationsmethoden!). Wichtig ist auch, daB bei FEYNMAN auch der Ausdruck 
) fiir UM bei kleinem a in (8) ttbergeht, wahrend er bei groBema um 4% kleiner 
ist als der exakte Wert (7). 

Bei der Behandlung des Polarons durch die tiblichen direkten Variations- 
methoden ist die Untersuchung der unendlich vielen angeregten Polaronen- 
zustande des Systems auBerst schwierig. Insbesondere behandeln auch alle 
oben genannten Arbeiten, in denen direkte Variationsmethoden verwandt 
werden, nur den Grundzustand des Systems bei einer Temperatur von 0°K. 
Fiir die meisten Anwendungen der Theorie reicht dies nicht aus. Beispiels- 
weise mu8 man zur Bestimmung der thermodynamischen Funktionen des 
Systems seine Zustandssumme kennen, und hierzu ist das ganze Energie- 
spektrum erforderlich. 

Diese Schwierigkeiten sind in einer neuen Arbeit des Verfassers mit M. A. KrI- 
WOGLAS (49) vollsténdig behoben worden. Hier wird eine Variationsmethode 
formuliert, bei der als Extremum eines Funktionals nicht die Energie, sondern 
gleich die Zustandssumme des Systems bei beliebiger Temperatur erscheint. 
Hierbei ist der Hamilton-Operator des Systems zu approximieren, nicht 
aber dessen Wellenfunktionen. Diese brauchen in der neuen Methode iiber- 
haupt nicht bestimmt zu werden. Durch die Zustandssumme kann man 
bekanntlich alle thermodynamischen Funktionen des Systems und speziell 
auch seine mittlere Energie ausdriicken, die fiir 7 — 0 in die Energie des Grund- 
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zustandes E, iibergeht. Mit Hilfe der Methode kann man nicht nur die effektive 
Masse des Polarons, sondern die ganze, im allgemeinen nichtquadratische Ab- 
hingigkeit der Energie vom Gesamtimpuls des Systems bestimmen. 
Bei einer entsprechenden Approximation des Hamilton-Operators ergibt 
sich in (49) der FEYNMANsche Ausdruck fiir Z, fiir alle Werte der Kopp- 
lungskonstanten. Fir M ergibt sich der FEYNMANsche Wert bei starker und 
schwacher Kopplung und ein etwas genauerer Wert fiir mittlere Kopplung. 
Zum ersten Mal in der Polaronentheorie konnte die Zustandssumme des 
Systems fiir beliebige Temperaturen ermittelt werden. Im Grenzfall der- 
schwachen Kopplung strebt sie gegen ihren exakten Wert, der in (49) eben- 
falls bestimmt wird. Im Grenzfall starker Kopplung weicht sie dagegen erheb- 
lich von ihrem exakten Wert ab, der in (8) mit der adiabatischen Naherung 
gewonnen wurde. 

Die Theorie der Polaronen von geringem Radius befindet sich noch in einem 
sehr unbefriedigenden Zustand. GroBe Schwierigkeiten ergeben sich infolge 
des notwendigen Verzichtes auf die Methode der effektiven Elektronenmasse 
und auf die makroskopische Behandlung der Polarisation. AuBerdem steht 
ein Polaron mit geringem Radius in erheblicher Wechselwirkung mit den 
kurzwelligen Polarisationsschwingungen, und diese Schwingungen weisen 
eine wesentliche Dispersion der Eigenfrequenzen auf, die bei den meisten 
Kristallen noch nicht quantitativ untersucht worden ist. Daraus ergibt sich, 
daB in der Theorie der Polaronen von geringem Radius das nur wenig 
bekannte periodische Mikropotential des Elektrons im Kristall explizit 
benutzt werden mu8 und daB man sich auf die ,,Atom‘‘-Wellenfunktionen 
des Elektrons stiitzen mu8. Allein schon die Ermittlung der Wechselwir- 
kungsenergie des Elektrons mit den kurzwelligen Polarisationsschwingungen 
macht groBe Schwierigkeiten und ist nur mit Hilfe eines groben Modells fir 
die Potentialdeformationen bei den Schwingungen moglich. Man kann des- 
halb auch fiir die nichsten Jahre nur auf die Entwicklung grob qualitativer 
Theorien hoffen. 

Tréstlich ist hierbei der Umstand, daB in den meisten technisch wichtigen 
Halbleitern Polaronen von gro8em Radius vorliegen. 

Ein analoges Problem besteht auch fiir homéopolare Kristalle, nur mit dem 
Unterschied, da8 das Elektron hier nicht mit den Polarisations-, sondern mit 
den akustischen Atomschwingungen in Wechselwirkung tritt. Hier wird wohl 
meist der Fall der schwachen Kopplung verwirklicht sein, so da man also die 
genannte Wechselwirkung als kleine Stérung betrachten kann. Dieses 
Problem wurde in (49) fiir einen Kristall mit isotropen elastischen Eigen- 
schaften gelést; diese Losung 14Bt sich aber auch leicht auf anisotrope Falle 
verallgemeinern. Es zeigte sich, daB in homéopolaren Kristallen stets auch 
die Wechselwirkung des Elektrons mit den kurzwelligen akustischen Schwin- 
gungen wesentlich ist. Der in (49) benutzte Hamilton-Operator beriicksich- 
tigt dagegen nur die langen akustischen Wellen. Die Ergebnisse erméglichen 
also nur eine angenaherte Abschaitzung der Bindungsenergie und der effek- 
tiven Masse des Analogons zum Polaron, das man vielleicht als ,,Kondenson‘‘ 
bezeichnen konnte. 

Kine Weiterentwicklung der Theorie der stationiren Quantenzustande der 
Ladungstriger ware in folgenden Richtungen wiinschenswert : 


Siicene ieee 
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A) Entwicklung allgemeiner Methoden zur Lésung des Mehrelektronen- 


} problems. 


B) Diskussion neuer Typen von Quasiteilchen oder Elementaranregungen, 
die im Kristall als Ladungstrager fungieren kénnen. 


C) Neue Typen und neve Begriindungen der Hinelektronennaherungen fiir den 
Kristall. Speziell allgemeinere Begriindungen und Bestimmungen der An- 
wendbarkeitsgrenzen fiir die Naherung, in der die Elektronen als unabhingig 
voneinander im auf eren periodischen Feld bewegt angesehen werden. 


D) Entwicklung von Rechenmethoden fiir die Elektronen im periodischen 
Feld. 


E) Behandlung héherer Naherungen in der Methode der effektiven Elektro- 
nenmasse und Entwicklung anderer Naherungsmethoden, auf Grund deren 
man das periodische Potential fortlassen kann, wenn man dafiir in die Theorie 
einen oder zwei neue Parameter einfiihrt. 


F) Gewinnung genauerer und leicht nachpriifbarer Kriterien fiir die Anwend- 
barkeit der Bandertheorie auf ein Uberschuf8elektron im homéopolaren 
Kristall. 


G) Behandlung hoéherer Naherungen in der Polaronentheorie, speziell 
Beriicksichtigung der Nichtadiabasie-Korrekturen im Fall starker Kopp- 
lung des Elektrons mit den Polarisationsschwingungen des Ionengitters. 
Abschatzung der Ungenauigkeiten der Theorie. 


H) Entwicklung von Methoden zur Behandlung des Polarons im Fall mitt- 
lerer Kopplung. Speziell Entwicklung von Naherungen, die sich nicht auf eine 
direkte Variationsmethode stiitzen (diese ist zur Bestimmung der Abhangig- 
keit der Energie des Systems vom Polaronenimpuls und zur Berechnung der 
effektiven Polaronenmasse wenig geeignet). 


I) Behandlung von Polaronen mit kleinem Radius ohne Benutzung der 
Methode der effektiven Masse und des Modells des dielektrischen Kontinu- 
ums. Berechnung der Energiebander fir das Polaron (in einem Energieinter- 
vall kT liegt eine groBe Anzahl solcher Bander). 


K) Untersuchung der Eigentiimlichkeiten, die auftreten, wenn die Geschwin- 
digkeit des Polarons mit der Schallgeschwindigkeit oder mit der Geschwindig- 
keit der Polarisationswellen im Kristall ttbereinstimmt. 


L) Verallgemeinerung der Polaronentheorie auf anisotrope Kristalle und auf 
den Fall komplizierter Dispersionsgesetze fiir die optischen Ionenschwin- 
gungen. 


M) Beriicksichtigung der akustischen Gitterschwingungen in der Polaronen- 
theorie. 


N) Weiterentwicklung der Theorie der Excitonen von grofem Radius, wobei 
die gemeinsame Bewegung von Elektronen und Loch als Bewegung zweier 
Quasiteilchen mit effektiven Massen betrachtet wird. Beriicksichtigung der 
Kristalldeformationen durch das Exciton. 
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O) Entwicklung einer Excitonentheorie auf Grund der HLH-Naherung und 
Entwicklung anderer Methoden zur Mehrelektronenbehandlung der Exci- 
tonen. 

P) Berechnung der freien Weglinge von Ladungstragern und Excitonen*) 
hinsichtlich der thermischen Gitterschwingungen, der elastischen und un- 
elastischen StéBe mit Fremdatomen; Berechnung der Lebensdauer dieser 
Teilchen. 


b) Der Zustand der an Fremdatomen und Gitterdefekten lokalisierten Elek- 
tronen. 

In diesem Fall liegen die Dinge fiir groBe effektive Radien der Elektronen- 
zustiinde verhaltnismaBig giinstig; man kann dann die Methode der effek- 
tiven Masse anwenden und das periodische Potential vernachlassigen, den 
Kristall als ein dielektrisches Kontinuum betrachten und das positiv geladene 
Zentrum, in dem sich das Elektron lokalisiert, durch eine oder zwei 
positive Punktladungen ersetzen. Beispielsweise la8t sich ein atomares 
Fremdzentrum von groBem Radius in einem homéopolaren Kristall auf ein 
wasserstoffahnliches Problem zuriickfiihren, wobei eine effektive Masse und 
eine Dielektrizitatskonstante einzufiihren sind. Ein derartiges Zentrum in 
einem Ionenkristall kommt im Problem des F-Zentrums vor. In den oben 
skizzierten Fallen hingen die Wellenfunktion und die Energie des lokalisier- 
ten Elektrons kaum von der Natur des Fremdatoms ab, sondern nur von der 
GroBe der positiven Ladung. GroBe Radien der Zustande sind in Kristallen 
mit groBem Verhaltnis «/u im allgemeinen verwirklicht. Gegenwartig sind 
auch folgende Falle behandelt worden: zwei Elektronen bei einer positiven 
Ladung (31), zwei Elektronen bei zwei positiven Ladungen (29). Auch 
kompliziertere Zentren, die eine Assoziation der oben genannten einfachen 
Zentren bilden, sind untersucht worden. 

Wesentlich unbefriedigender ist die theoretische Situation fiir kleine Radien 
der y-Wolke des Elektrons; dann léBt sich weder die Methode der effektiven 
Masse noch das Modell des dielektrischen Kontinuums anwenden (50—52). 
Die Theorie begegnet hier Schwierigkeiten ahnlich denen im Fall von 
Atomen oder Molekiilen mit vielen Elektronen. Eine grundsiatzliche Ver- 
besserung der Situation ist hier nur méglich, wenn ginzlich neue Naherungs- 
methoden zur Lésung von Mehrelektronenproblemen entwickelt werden. 
Eine Weiterentwicklung der Theorie der lokalen Elektronenzentren ist 
wiinschenswert entsprechend den Punkten A), C) und E) des vorigen Ab- 
schnittes, ferner in den Richtungen: 


R) Eine weitere Verbesserung der Theorie der lokalen Zentren mit groBem 
Radius. Behandlung neuer Faille (neuer Modelle). Bessere Beriicksichtigung 
einer starken Wechselwirkung der Elektronen mit den thermischen Gitter- 
schwingungen und Berechnung der Gleichgewichtsdeformation des Kristalls 
durch das lokalisierte Elektron. Die letztere hangt ab von dem Quanten- 
zustand des Elektrons im lokalen Zentrum. Ihre Kenntnis ist erforderlich, 
wenn man die Theorie der Fremdabsorption und der Lumineszenz sowie die 
Theorie der strahlungslosen Ubergange anwenden will. 


1) ANSELM und Firssow haben kiirzlich die freie Weglinge des Excitons berechnet (53). 
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S) Behandlung von Zentren mit geringem Radius auf Grund der HLH- 
Naherung und der BLocuschen Naherung der stark gebundenen Elektronen; 
Entwicklung neuer Naherungsmethoden. 


T) Behandlung der Anregung und Ionisation von Zentren durch StdBe mit 
Ladungstragern, Excitonen, Korpuskular- und elektromagnetischer Strah- 
lung. 

U) Behandlung von Fallen, in denen die Fremdatome seltene Erden sind, 
und in denen der Einflu8 des umgebenden Kristalls auf den Zustand des 
optischen Elektrons als kleine Stérung betrachtet werden kann. 


V) Entwicklung von Theorien der Spinelektronen-Resonanz in den lokalen 
Elektronenzentren; eine solche Theorie ist erforderlich fiir eine richtige 
Deutung der experimentellen Ergebnisse und fiir Schliisse auf das Modell 
des Zentrums auf Grund von experimentellen Daten. 


Ich danke Herrn Dr. HOHLER, Miinchen, fiir die freundliche Mitteilung des 
von ihm erhaltenen Resultates (9). 
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Grundlagen der Statistisdhen Mechanik der Irreversiblen Prozesse 
Von N. G. VAN KAMPEN 


i Einleitung 


Eine der auffalligsten Erscheinungen der alltaéglichen Erfahrung ist wohl, 
da die natiirlichen Prozesse einseitig verlaufen: jedes isolierte physikalische 
_ System bewegt sich einer Ruhelage zu, um darin nach Erreichen zu ver- 
.  harren. Die umgekehrte Bewegung tritt nie spontan auf; wenn sie vorkommt, 
kann sie immer auf einen auBeren EinfluB8 zuriickgefiihrt werden. Mit dem 
Durchbruch der atomistischen Auffassung entstand das Problem, dieses 
__zeitlich nicht umkehrbare Benehmen als eine Folge der Bewegungsgleichun- 
‘gen der klassischen Mechanik zu deuten, welche grunds&tzlich invariant 
_ gegen Zeitumkehr sind. Namentlich durch die epochemachende Arbeit 
BOLTZMANNs (J) wurde dieses Problem zum Gegenstand einer neuen Diszi- 
‘plin, der Statistischen Mechanik, welche eine umfangreiche Literatur hervor- 
gerufen hat. Insbesondere sind das Buch von GIBBs (2) und der kritische 
Bericht von P. und T. EHRENFEST (3) zu erwahnen; eine sehr vollstaéndige 
_ Literaturiibersicht gibt TER HAAR (4). Uber neuere Anwendungen ist von 
a DE BOER (5), MONTROLL und GREEN (6) und von PRIGOGINE (7) berichtet 
__ worden. 

| In den zahlreichen Versuchen zur Losung dieses Problems war der Begriff 
der Wahrscheinlichkeit ausschlaggebend ; seinen heuristischen Nutzen verdankt 
dieser Begriff wohl seiner Anschaulichkeit, wodurch es oft médglich war, 
__ prinzipiellen Schwierigkeiten vorlaufig aus dem Wege zu gehen, indem auf 
| eine genaue Definition verzichtet wurde. Deshalb rtickt aber auch das Pro- 
blem in ein neues Licht, sobald die klassische Mechanik durch die Quanten- 
_ mechanik ersetzt wird, weil ja der Wahrscheinlichkeitsbegriff als ein wesent- 
_ licher Bestandteil in die physikalische Deutung der quantenmechanischen 
; Gleichungen eingeht. In welcher Weise diese quantenmechanische Wahr- 
scheinlichkeit in die statistische Mechanik hineinspielt, wird durch folgenden 
I Satz (§ 14) dargetan: Hin einzelner quantenmechanischer Zustand entspricht 
q korrespondenzma fig einem klassischen Ensemble. 

i Wenn nun die Frage gestellt wird, ob das Problem des Ubergangs von den 
' umkehrbaren mechanischen Bewegungsgleichungen zu den nichtumkehr- 
baren thermodynamischen Gleichungen geldst worden ist, so muB die Ant- 
. wort — zunachst fiir den klassischen Fall — wie folgt lauten. Man versteht 
} 


im groBen und ganzen, welche Ziige des mechanischen Systems fiir das 
nichtumkehrbare Benehmen der makroskopischen Groen verantwortlich 
sind, und man wei (wenigstens in einfachen Fallen), wie zu rechnen ist, um 
28 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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die richtigen Resultate zu bekommen. Aber man kennt keine exakte mathe- 
matische Ableitung, etwa in der Weise, wie die Planetenbewegung aus den 
Newtonschen Gesetzen, oder das Wasserstoffspektrum aus der Quanten- 
mechanik abgeleitet wird. Man ist nimlich gezwungen, die Mechanik mit 
gewissen Wahrscheinlichkeitsaussagen oder Unordnungsannahmen zu er- 
ginzen, welche zwar nicht mit ihr im Widerspruch stehen, aber auch nicht 
aus ihr gefolgert werden kénnen. Die verschiedenen moglichen Formulierun- 
gen fiir diese zusaitzlichen Annahmen zu untersuchen, ist eine der wichtigsten 
Aufgaben der heutigen statistischen Mechanik — und dieser Arbeit. 

Was die Quantenmechanik anbelangt, hat eine Arbeit PAULIs vom Jahre 
1928 (8) hoffen lassen, daB es gelungen sei, das Problem sogar noch voll- 
standiger und befriedigender zu lésen als im klassischen Falle. In dieser 
Behandlung wird der Hamiltonoperator des betrachteten physikalischen 
Systems in einen ungestérten Anteil und einen Stérungsterm aufgeteilt, 
und die Wellenfunktion nach den Eigenfunktionen gy? des ungestorten 


Operators entwickelt, 
i EMUh 


p(t) => c(t) p? € 


Fir die Wahrscheinlichkeit, daB das System sich im Zustand gy‘? befindet, 
-setzt man gem&B der tiblichen Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quan- 
tenmechanik ses 2 

pi(t) = |e; (é)|?. 


Sodann wird mit Hilfe der DirAcschen Stérungsrechnung gezeigt, daB der 
Stérungsterm im Hamiltonoperator eine zeitliche Anderung der p; bewirkt, 
welche durch eine Gleichung der Gestalt 

Sy te 

Pi + (w; 5D; ji Pi) (1) 
gegeben wird. Das erste Glied auf der rechten Seite beschreibt die Zunahme 
der Besetzungswahrscheinlichkeit des i-ten Zustandes als Folge der Uber- 
gange von j nach i, wihrend das zweite Glied die Abnahme durch Ubergange 
von i nach j ausdriickt. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten w;; sind nach 
dieser Ableitung den Absolutquadraten der Matrixelemente des Stérungs- 
termes proportional, so dai wegen der Hermitizitat gilt 

Wij = Wji- (2) 

Damit ist der Schritt von zeitumkehrbaren zu zeitlich nichtumkehrbaren 
Gleichungen erledigt. Die Gleichung (1) ist grundlegend fiir die Behandlung 
der irreversiblen Prozesse und ist deshalb neuerdings mit dem Namen ,,master 
equation’ (Fundamentalgleichung) belegt worden. Aus (1) und (2) kénnen 
ohne prinzipielle Schwierigkeiten die Gesetze der Thermodynamik, nament- 
lich der zweite Hauptsatz, sowie die phanomenologischen Gleichungen fiir 
Warmeleitung, Diffusion usw., einschlieBlich der ONSAGERschen Reziprozi- 
taitsbeziehungen, abgeleitet werden). 
1) Fir das Streben zum Gleichgewicht siehe (8), (9) und die mathematische Literatur 
liber ,,stationére Markoff-Ketten‘‘', z. B. (10). Die ONsacERschen Beziehungen (11) 


werden aus (1) und (2) abgeleitet in (12) und (13). In (14) und (15) wird die Struktur der 
beiden Gleichungen (1) und (2) untersucht. 
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Die oben angefiihrte Theorie hat sich in den Lehrbiichern eingebiirgert 
(9, 16, 17) und sich in vielen Anwendungen!) bewahrt. Trotzdem sind in den 
letzten Jahren manche Bedenken gegen sie erhoben worden, zumal gegen die 
Verwendung der St6rungstheorie zur Herleitung von (1). Die DiRAcsche 
Stérungsrechnung setzt ja voraus, daB das System sich hauptsichlich: in 
einem einzigen Eigenzustand des ungestérten Hamiltonoperators befindet2). 
Diese Bedingung wird durch die in der Thermodynamik’ betrachteten 
Systeme, z. B. ein verdiinntes Gas, sicherlich nicht erfiillt. Im Grunde gehért 
die ganze Betrachtungsweise dem Gedankenkreis der alteren BOHRschen 
Quantentheorie an, und sie benutzt nur beilaufig die heutige Quantenmecha- 
nik, naémlich zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der ,,Quanten- 
spriinge“. 

Neuerdings sind mehrere Untersuchungen?) verdffentlicht worden, die 
beabsichtigen, das Bestehen von Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht zu 
postulieren, sondern vielmehr aus dem quantenmechanischen Formalismus 
herzuleiten. Es stellt sich heraus, daB — genau wie in derklassischen Theorie — 
Phasenzellen eingefihrt werden miissen, fiir welche sich Besetzungswahr- 
scheinlichkeiten definieren lassen. Die Zeitabhangigkeit dieser Besetzungs- 
wahrscheinlichkeiten wird durch eine Fundamentalgleichung der Gestalt (1) 
gegeben, worin die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer (2) entsprechenden 
Symmetrierelation gentigen [namlich (29)]. Dabei miissen jedoch wieder 
gewisse Unordnungsannahmen in Kauf genommen werden. Die Lage ist also 
dem klassischen Fall genau analog: eine liickenlose mathematische Deduktion 
der phanomenologischen thermodynamischen Gesetze aus den Grund- 
gleichungen der Quantenmechanik gibt es zwar z. Z. nicht, aber man kann 
im groBen und ganzen verstehen, welche Ziige des quantenmechanischen 
Systems fiir das nichtumkehrbare Benehmen der makroskopischen Gré8en 
verantwortlich sind. AuSerdem ist klar, warum man fir die Beschreibung 
des makroskopischen Aspektes des Systems mit klassischen Zustandsgréfen 
auskommt. 

Uberhaupt schlieBt diese neue Behandlung sich der klassischen Theorie naher 
an als die bisher tibliche. Es ist oft behauptet worden, da die quanten- 
theoretische Berechnung einfacher sei als die klassische, im Grunde wohl 
darum, weil in der Quantentheorie die kérnige Struktur des Phasenraumes, 
die in der klassischen Theorie mittels Phasenzellen eingefiihrt werden muBte, 
ohnehin vorhanden ist. Jedoch ist diese von der PLANCKschen Konstante h 


1) Auf die Gastheorie zuerst von UEHLING und UHLENBECK (18); fiir den Zusammenhang 
der BoLtzMANNschen Stofgleichung mit der Fundamentalgleichung (1) siehe (19). 
Fiir die Anwendung auf die Theorie des festen Zustandes siehe z. B. (20). Weitere An- 
wendungen bei Cox (12), CALLEN und Mitarbeitern (27) und WANGSNESsS und BLocH 
(22). 

2) Genauer: man setzt c;(t) = 61; + c(t) und vernachlassigt die cj(t) in zweiter Ord- 
nung. 

3) Bon VON NEUMANN (23) hat den Beweis des Ergodensatzes in der Quantenmechanik 
ohne Stérungsrechnung erbracht; seine Gedanken wurden von LuDWiIG (24) weiter- 
entwickelt. Die irreversiblen Prozesse wurden vom Verfasser (13) betrachtet. KUMMEL 
(25) hat diese Methoden fiir den Fall eines verdiinnten Gases bei hoher Temperatur aus- 
gearbeitet. 

28* 
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herrithrende kérnige Struktur eine feinkérnige; wir behaupten, daB nur durch 
eine grobkérnige Struktur die Giiltigkeit von (1), also das Bestehen von 
Ubergangswahrscheinlichkeiten erzwungen werden kann. Nur wenn auch 
in der Quantenmechanik Phasenzellen definiert werden, deren jede eine 
groBe Zahl von einzelnen Zusténden enthalt, kann man von der mikroskopi- 
schen, zeitumkehrbaren Beschreibung mit komplexen Wahrscheinlichkeits- 
amplituden zu einer makroskopischen, nicht-zeitumkehrbaren Beschreibung mit 
positiven Wahrscheinlichkeiten tibergehen, und zwar mit Hilfe von geeigneten 
Unordnungsannahmen. Deshalb ist die quantenmechanische Behandlung 
nicht einfacher als die klassische; vielmehr enthalt sie dieselben zusatzlichen 
Komplikationen, denen man immer bei der Ubersetzung eines klassischen 
Problems in die Quantenmechanik begegnet. 

Die Absicht des vorliegenden Berichtes ist, diese neuere Entwicklung’) 
méglichst anschaulich darzustellen. Um ihren Zusammenhang mit der klas- 
sischen Theorie zu betonen, ist ein erstes Kapitel der klassischen Ableitung 
der Fundamentalgleichung (mit zugehériger Symmetriebeziehung) gewidmet. 
Im zweiten Kapitel folgt die quantenmechanische Ableitung, wobei wir uns 
der Darstellung in (13) ziemlich nahe anschlieBen. Auf die Wiedergabe des 
Zusammenhanges zwischen der Fundamentalgleichung und den phano- 
menologischen Gesetzen miissen wir hier verzichten. 


Kapitel 1. Klassische Mechanik 
§ 1. Die Bahn im Phasenraum 


Nichtumkehrbare Prozesse werden immer nur bei Systemen mit sehr vielen 
Freiheitsgraden vorgefunden. Betrachten wir also ein klassisches System mit 
einer groBen Zahl f von Lagekoordinaten gq, und f Impulskoordinaten p,! 
Der Anschaulichkeit halber stellen wir uns dabei ein abgeschlossenes GefaB 
mit sehr vielen gleichen Teilchen vor, die einander durch eine Wechsel- 
wirkungskraft paarweise beeinflussen. Die augenblickliche Situation des 
Systems kann durch einen Punkt im 2f-dimensionalen Raum der q;, p,, 
dem Phasenraum, dargestellt werden. Durch diesen Punkt sind Orte und 
Geschwindigkeiten aller Teilchen festgelegt; wir werden die in dieser Weise 
durch Angabe von 2f Bestimmungsstiicken beschriebene Situation den 
Mikrozustand des Systems nennen. 

Diese mikroskopische Beschreibung des Systems ist eine vollstaéndige in 
dem Sinne, daB, sobald der Mikrozustand zu einem gewissen Zeitpunkte. 
z. B. t = 0, gegeben ist, die Mikrozustinde in spateren (bzw. friiheren) Zeit- 
punkten eindeutig festgelegt sind. Denn die Bewegung aller Teilchen wird 
bestimmt durch eine Reihe von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir 
die q,, p,, die sich bekanntlich in der ,,kanonischen‘‘ Gestalt 

O4(q,p) E(q, P) 


Ln mars epee ric (3) 


1) Natiirlich ist sie nicht so neu, da8 in der friitheren Literatur nicht Andeutungen vor- 
kamen; z. B. auf Seite 24 des JonDANschen Buches (9). 
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schreiben lassen, wo H(qy,..., 4; Py,--+, Py) die Hamiltonfunktion des 
_ Systems ist). Oder in geometrischer Sprache: Das System beschreibt im 


Phasenraum eine Bahnkurve, die eindeutig bestimmt ist, sobald ein einziger 
ihrer Punkte gegeben ist. Es ist manchmal bequem fiir die Lésung von (3) 


') formal zu schreiben?) : 


(q(t), Pu (t)) = £1 (qn (0), 9; (0)). (4) 


Der Phasenraum ist also gefiillt mit Bahnkurven: durch jeden Punkt geht 


| genau eine’). Um die explizite Gestalt dieser Bahnkurven zu finden, miissen 
| die Differentialgleichungen (3) integriert werden. Wenn man z. B. 2/—1 


(unabhangige, die Zeit nicht explizit enthaltende) Integrale der Bewegung 


\ ©®,(q,p) finden kénnte, so wiirden die Bahnkurven als die Schnittkurven von 
| je 2f—1 Hyperflachen der Gestalt 


CE p) = C; ae Vie eto!) (5) 


gegeben sein. Jeder Wahl der konstanten Zahlen C; entspricht eine Bahn- 


} kurve und umgekehrt. Von den 2/—1 Funktionen ®;(q, p) sind jedoch fast 


alle unauffindbar. Im allgemeinen ist nur die Energiefunktion ®,(q, p) 
= E(q, p) bekannt; in vereinzelten Fallen kann es noch einige weitere geben, 
z. B. die drei Komponenten des totalen Drehimpulses eines in einem kugel- 
formigen Gefa8 enthaltenen Gases. Wir werden sehen, daf dieser Unter- 
schied zwischen bekannten und unbekannten Bewegungsintegralen nicht von 
der menschlichen Rechenfahigkeit herrihrt, sondern mit einem wesentlichen 
Unterschied in der Beschaffenheit dieser Integrale verkniipft ist. 

Obgleich man also nicht imstande ist, die exakten Bahnkurven zu berechnen, 
kann man doch versuchen, ihren Verlauf zu veranschaulichen. So lange keine 
Zusammenstofe im Gase stattfinden, bewegt der Phasenpunkt sich auf einer 
Geraden. Wenn aber die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen merklich wird, 
so andern sich die Impulse beider Teilchen ziemlich pl6otzlich, und der Phasen- 
punkt springt rasch nach einer neuen Stelle. In einem wirklichen Gase ist 
die Wechselwirkung nie von so kurzer Reichweite, daf nicht immer zahl- 
reiche Stoe zwischen verschiedenen Paaren von Teilchen zur gleichen Zeit 
stattfanden. Wir schlieBen hieraus, daB die einzelnen Bahnkurven aufer- 
ordentlich verwickelt sind, und daB wahrend einer makroskopischen Beob- 
achtung des Systems der Phasenpunkt ein sehr kompliziertes Kurvenstiick 
zuricklegt. Bei den in der statistischen Mechanik betrachteten Experimen- 
ten wird also der augenblickliche Mikrozustand nicht enthillt: jede Messung 
gibt nur einen Mittelwert tiber einen Zeitraum, in welchem sehr viele Zu- 
sammenstoe stattgefunden haben. 

Die Bewegung des Phasenpunktes ist nicht nur in ihrem zeitlichen Ablauf 
sehr verwickelt, sondern auch hinsichtlich ihrer Abhangigkeit vom Anfangs- 


1) Der Einfachkeit halber betrachten wir nur den Fall, daf die Hamiltonfunktion # 
die Zeit nicht explizit enthalt. 

2) Die £, bilden eine einparametrige, kontinuierliche Gruppe von kanonischen Trans- 
formationen des Phasenraumes, deren infinitesimale Erzeugende H(q, p) dt ist (26). 

3) Dies ist natiirlich nur richtig fiir ein gewisses Gebiet im Phasenraum; z. B. werden die 
moglichen Werte der Koordinaten g, eingeschriinkt durch die Wande des GefiBes. 
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punkt. Die durch zwei sehr nahe beieinander liegende Anfangspunkte 
bestimmten Phasenbahnen riicken nach jedem ZusammenstoB weiter aus- 
einander, so daB die entsprechenden Mikrozustinde bald sehr verschieden 
sind. Man bedenke dabei, daB wegen der grofen Zahl von Dimensionen die 
Verwirrung noch ungeheuer viel gréfer ist als man sich je vorstellen kann. 

Es ist nicht erstaunlich, daB ein so verwirrtes Netz von Bahnkurven einer 
exakten mathematischen Berechnung unzuginglich ist. Aber die statistische 
Mechanik macht aus dieser Not eine Tugend, indem sie das ungeordnete 
Tanzeln des Phasenpunktes als eine Art Brownsche Bewegung betrachtet 
und mit demselben mathematischen Verfahren (der Theorie der stochastischen 
Prozesse) angreift!). Damit ist aber die Berechnung einer exakt determinier- 
ten, obschon sehr verwickelten Kurve durch eine Wahrscheinlichkeits- 
betrachtung ersetzt. Unsere Aufgabe ist zu untersuchen, in welcher Weise 
dieser Ubergang zur Statistik vorgenommen werden muB, welche Aussagen 
uber a priort Wahrscheinlichkeiten dabei als Hypothesen eingefiihrt werden 
miissen und welche Resultate aus der statistischen Behandlung abgeleitet 
werden koénnen. 


§ 2. Mikroskopische und makroskopische Grépen 


In der Sprache der klassischen Mechanik sind alle Funktionen der 2f Koor- 
dinaten, 


AGi, 5973 Pas > Df) (6) 


mechanische ZustandsgroBen. (Der Fall, da auch noch die Zeit ¢ explizit 
in A enthalten ist, wird hier der Einfachheit halber ausgeschlossen.) Die 
meisten dieser Groen sind jedoch der Wahrnehmung unzuganglich, wie 
z. B. die Ortskoordinaten und die Geschwindigkeitskomponenten eines ein- 
zelnen Teilchens; solche werden wir mikroskopische GréBen nennen. Andrer- 
seits gibt es zahlreiche experimentell meBbare Groen, sie werden makro- 
skopische GréBen genannt. 

Freilich entspricht diesem Unterschied keine scharfe Grenze, sondern man 
kann im Gegenteil eine liickenlose Kette von GréBen zwischen dem mikro- 
skopischen und dem makroskopischen Gebiet herstellen. Dazu betrachten wir 
ein schweres, in einem Gase oder einer Fliissigkeit suspendiertes Teilchen; 
wenn seine Masse allmahlich vergrofert wird, gehen die Ortskoordinaten 
allmahlich von mikroskopischen GréBen in makroskopische iiber (28). Diese 
Zwischenstellung des Brownschen Teilchens auf der Grenze vom Makroskopi- 
schen und Mikroskopischen ist wohl die Ursache seiner wichtigen Rolle in 
der Entwicklung der Theorie. 

Der Unterschied zwischen mikroskopischen und makroskopischen Zustands- 
groBen ist grundlegend fiir die statistische Mechanik, denn bei Beobachtung 
mit mikroskopischer Genauigkeit wiirde der statistische Aspekt verloren- 


1) Freilich kann die Brownsche Bewegung nur zur Veranschaulichung dienen, nicht zur 
Beweisfiihrung, weil sie ja selbst ein spezieller Fall des hier betrachteten Problems ist. 
Aber auch historisch hat sie eine wichtige Rolle gespielt, weil sie zum Studium des 
stochastischen Prozesses angeregt hat (siehe z. B. 27). 
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lgehen'). Die Eigenschaften der makroskopischen GréBen, die die Giiltigkeit 
Ider statistischen Behandlung zur Folge haben, sind von M. 8. GREEN (29) 
‘und YAMAMOTO (30) analysiert worden. Wir werden spater sehen, daB sie 
(ibereinstimmen mit den Eigenschaften, die im quantenmechanischen Fall 
terforderlich sind. 

'Erstens ist die makroskopische Messung einer GréBe A (q, p) immer mit einer 
'gewissen Ungenauigkeit 4A behaftet. Wir werden voraussetzen, daB AA 
iklein ist gegen den von A durchlaufenen Wertebereich; sonst wire A vom 
‘makroskopischen Standpunkte eine Konstante und kénnte auf8er Betracht 
ligelassen werden. Zweitens bendtigt die makroskopische Messung eine Zeit- 
idauer At, welche sehr viel langer ist als die freie Flugzeit der Teilchen. Man 
imibt also nicht A (q(t), p(t)) fiir bestimmte ¢, sondern einen gewissen Zeit- 


1 At 
PT Ae tae ee (7) 


Weil die g;,(¢ + 9), p(t + 8) gemaB (3) eindeutig durch q; (t), »;(¢) bestimmt 
sind, kann A wiederum ais eine Funktion A (q(t), p(¢)) der Gestalt (6) aufgefaBt 
‘werden. Die Bestimmung von A kann nur dann als eine Messung von A 
/betrachtet werden, wenn der Unterschied zwischen beiden vernachlissigbar 


A(q, p) —A(q, p) ~ AA. (8) 


| Mit anderen Worten, die Zeitmittelung (7) soll die raschen Schwankungen 
) von A ausschmieren, ohne A selbst zu entstellen. AuBerdem folgt aus (8), 


| daB A sich wahrend At um nicht mehr als 44 Andern darf, daB also in diesem 
' Sinne A langsam veranderlich sein soll. In der Tat ist dies erforderlich, damit 


| A trotz der endlichen Dauer At der Messung ein bestimmter augenblicklicher 
' Wert beigemessen werden kann. 

Zusammenfassend haben wir gefunden, da eine mechanische GréBe der 
| Art (6) nur dann einer makroskopischen Messung zuganglich ist, falls sze 


aus einem langsam verdnderlichen, im Vergleich mit AA groBen Anteil A 
besteht und einer dariiber swperponierten schnellen Schwankung, die klein 
gegen AA ist. Kine Funktion A(q, p) mit diesen Eigenschaften nennen wir 
genauer eine makroskopisch wahrnehmbare Zustandsgréfe. Zu jeder derartigen 
_ GroBe gibt es natiirlieh noch eine Menge von weiteren GréBen, die sich von 
ihr nur um AA unterscheiden; die Gesamtheit dieser makroskopisch unter- 
scheidbaren Groen fassen wir zu einer ,,groben Zustandgroéfe‘ zusammen. 


Sie werde mit {A} bezeichnet; z. B. gilt offenbar {A} = {A}. Diese Definition 
{A} ist also mit einem Spielraum 4A behaftet. 


1) Vergleiche hierzu die bekannte Tatsache, daB die Darstellung auf einem Zeitungs- 
bild nicht mehr zu erkennen ist, wenn das Bild durch eine Lupe so stark vergréBert 
wird, da die einzelnen Rasterpunkte hervortreten. 

2) Diese Glittung von Funktionen durch Zeitmittelung wurde besonders von K1RK- 
woop betont (31). Der in Wirklichkeit gemessene Mittelwert sollte eine gewisse durch 
die MeBanordnung gegebene Gewichtsfunktion enthalten, die aber fiir unsere Diskussion 
nicht wesentlich ist (wir wissen ja aus der Erfahrung, daB das MeBergebnis nicht von 
der genauen Gestalt dieser Gewichtsfunktion abhangt). 
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Obgleich die Bewegungsintegrale (5) selbstverstandlich keine Schwankunger 
erleiden, brauchen sie doch nicht makroskopisch wahrnehmbar zu sein, denz 
dazu miBte auch noch ihre MeBungenauigkeit klein gegen ihren Werte: 
bereich sein. Die meisten ®; geniigen dieser Bedingung nicht; diese GroBer 
sind also so beschaffen, da ihre genauen Zahlenwerte dem Beobachter nid 
bekannt sind. Nur die Gesamtenergie ist immer ein makroskopisch wahrt 
nehmbares Bewegungsintegral. | 


§ 3. Definition der Phasenzellen 


Es sei A(q, p) eine makroskopisch wahrnehmbare Zustandsgr6Be mit zu1 
gehoriger Ungenauigkeit 1A. ZweckmaBigerweise zerlegen wir den Werte: 
bereich von A in Intervalle der ungefaihren Lange 4A, 


PN ogy Was Hig yy Ons ly Opes pg ee 


Dieser Einteilung der A-Skala entspricht eine Einteilung des Phasenraumes 
in ebenso viele Gebiete, bestimmt durch 


Op BAN ct) idg Daler msedace Wl O. beeen: 


Falls man insbesondere fiir A die Energie H(q, p) wahlt, so heiBen diese 
Gebiete Hnergieschalen; analog kénnte man auch von A-Schalen sprechen! 
Eine Messung von A zur Zeit ¢ ist gleichwertig mit der Angabe, in welchez 
A-Schale der Phasenpunkt sich wahrend des Zeitraumes 


1 it 
Se eg Att > At 


hauptsachlich aufhalt. 
Wenn von einem System eine Reihe makroskopisch wahrnehmbarer GréBen 


E, A, B,... oder etwa A, AM, A®,... 


in Betracht gezogen werden, so lautet die entsprechende Zerlegung des 
Phasenraumes 
aS ce AO (gs pray He Oe ee) (Sf 


Die hierdurch definierten Gebiete heiBen Phasenzellen. Eine gleichzeitige 
Messung aller Groégen A ist gleichwertig mit der Angabe, in welcher 
Phasenzelle der Phasenpunkt liegt. Wir werden sagen, daB diese unvoll- 
standige Kenntnis den Makrozustand des Systemes bestimmt. Eine Phasen- 
zelle ist identifiziert durch die Indizes 1, v9,...; zur Abkiirzung mogen sie zu 
einem einzigen Symbol J zusammengefaft werden. Das Volumen (oder die 
Phasenausdehnung) der Phasenzelle J ist 


Gy =|. [dqy...dgy dp,...d py, 
wo die 2 f-fache Integration tiber den durch (9) gegebenen Wertebereich zu 


erstrecken ist. Bekanntlich nimmt G, fiir verschiedene Phasenzellen enorm 
stark verschiedene Werte an. 
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Zu einer makroskopisch wahrnehmbaren ZustandsgréBe A® kann man eine 
yrobe Zustandsgrépe {A®\ in folgender Weise definieren. Fiir jede Phasenzelle J 
wird ein Wert A® gewahlt, der innerhalb des zu dieser Zelle gehérigen Spiel- 
taumes 4A liegt. Sodann wird {A} definiert als diejenige (unstetige) 
‘Funktion von (q, p), die den Wert A“ annimmt, sobald (q, p) in der Zelle J 
‘iegt. Offenbar ist der Unterschied zwischen A™ und {A} nie gréBer als 
Hie MeBungenauigkeit 1A. 


\s 4. Das Ensemble 
i 


‘Um den Wabhrscheinlichkeitsbegriff genau zu definieren, ist er durch den 
"Begriff der relativen Héufigkeit zu ersetzen (3). Zu diesem Zweck hat man das 
Ensemble erfunden. Ein Ensemble ist eine fingierte Schar von unendlich 
‘vielen gleichbeschaffenen Exemplaren des vorgegebenen Systems, deren jedes 
i2inzelne Exemplar durch einen Punkt im Phasenraum vergegenwartigt wird. 
Das Ensemble bedarf also einer naheren Erklarung, weil die Verteilung dieser 
}Phasenpunkte durch eine Dichtefunktion 0(q,...q;; p,...py) angegeben 
‘werden mu8. Die Wahrscheinlichkeit einer Aussage ist nun definiert als die 
‘relative Zahl der Exemplare i im Ensemble, fiir die diese Aussage zutrifft. Der 
\Erwartungswert einer GréBe A(q, p) im Sinne der Wahrscheinlichkeits- 
‘rechnung ist gleich dem Scharmittelwert von A (q, p) tiber alle Exemplare: 


(A) =| A(q, p) 0G P) dq... dy. (10) 


Die Funktion @ soll hier und im folgenden auf Eins normiert sein, gema8 


ota, p) dar...dpy = 1. 


‘Durch die Wahl von g wird die a priort Wahrscheinlichkeit festgelegt. Sie ist 
junabhangig von den mechanischen Bewegungsgleichungen (3) und bedeutet 
‘eine zusdtzliche Annahme, welche noch spater diskutiert werden soll. 

‘Statt (10) darf man innerhalb der Fehlergrenze 4A setzen 


(A) ~ ({4}) = | {4} oda ..dpy = As Py, 


{ 


‘wo . fe dq,...d py 
| (J) 


ider Bruchteil des Ensembles, der in die Zelle J fallt, ist. Etwas allgemeiner gilt 
(f(H, A, B,...)) ~ GUE}, {A}, {B},..-)) = 2 fEs, AGB asc.s ee (LL) 


Wenn ein Ensemble durch einen Schwarm von Phasenpunkten mit der Dichteo 
gegeben ist, so ist die zeitliche Entwicklung des Schwarmes bestimmt, indem 
jeder Punkt entlang seiner Bahnkurve weiterriickt. Daraus ergibt sich wegen 
der ,,Erhaltung der Phasenpunkte“ fiir die zeitliche Anderung von @ 

de 


iv (o) 
ap = 7 Div lev). (12) 
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wo voriibergehend Div die 2f-dimensionale richie’ bedeutet und Vv dent 
Geschwindigkeitsvektor mit den Komponenten 4q,...py. Wesentlich ist der 


Satz von Liouville: pat 
Div V = 6, (13y 


welcher unmittelbar aus (3) folgt. Dadurch reduziert (12) sich auf 


do 
Ot 


De 


V- Gtad 14 
0= + V- Gra eae NY (14): 


wo Do/Dt die zeitliche Anderung von 9 fiir einen mitgefiihrten Beobachter ist. 
Der Liouvillesche Satz besagt also einerseits [gemaB (13)], daB die Stré- 
mung im Phasenraum jedes 2f-dimensionales Gebiet in volumengleiche 
Gebiete tiberfilhrt, andrerseits [gem4B (14)], daB die Dichte jedes Elementes: 
des Schwarmes sich wahrend seiner Bewegung nicht andert. Wenn man ini 


—_ 
(14) die Komponenten von V aus (3) einsetzt, bekommt man die explizite 
Gleichung fiir die Zeitabhangigkeit der Dichtefunktion 0 (q, p, f): 


do 1 {0E 00 OE doe ’ 
En ee 15) 
Ot 2 Op, OF: Ode O pl” (18) 


Auch diese Gleichung wird oft, namentlich in der amerikanischen Literatur. 
als Liouvillescher Satz bezeichnet. 

Offenbar ist es wesentlich einfacher, die Bewegung des Ensembles zu betrach- 
ten als die eines einzigen Phasenpunktes, weil das unregelmaBige Tanzeln dex 
einzelnen Punkte in einem stetig verteilten Schwarm sich weitgehend aus- 
gleichen wird. Allerdings ist dabei vorauszusetzen, daB die Verteilung des 
Schwarmes glatt genug sei, und daB man mit Aussagen itiber das mittlere 
Verhalten des Schwarmes zufrieden ist. 

Freilich mu8 zur richtigen Veranschaulichung noch eine begriffliche Schwie- 
rigkeit behoben werden. Man kénnte némlich meinen, daB der Schwarm im 
Phasenraum sich gar nicht mit einem Schwarm Brownscher Teilchen ver- 
gleichen 1aBt, weil ja gemab dem Liouvilleschen Satz jedes Element dq, ...dp, 
sich so bewegt, daB sein Volumen und seine Dichte unverandert bleiben. Die 
Uberlegungen des § 1 jedoch zeigen, da seine Gestalt sich stark andert: das 
Element wird in lange, diinne Faden ausgezogen und bildet bald ein ver- 
wirrtes Knaéuel im Phasenraum. Dadurch ist es méglich, daB ein gréBeres 
Volumen mit einer mittleren Dichte belegt wird, die kleiner ist als die ur- 
springliche, trotz dem Liouvilleschen Satze. Dieser Sachverhalt wird veran- 
schaulicht durch das bekannte Beispiel eines Tropfens schwarzer Tinte in 
einem wassergefillten Glas: wenn man rihrt, so wird der Tropfen in Faden 
ausgezogen, die sich tiber das ganze Volumen ausstrecken, und bald auf den 
groben Beobachter den EKindruck machen, das Glas sei gleichmafig mit 
grauer Tinte gefillt, obgleich doch jedes Flissigkeitselement entweder aus 
Wasser oder aus schwarzer Tinte besteht. 

Hinsichtlich der Anwendung des Ensembles soll noch bemerkt werden, dafi 
der Verlauf jeder einzelnen Phasenbahn stark von der ganzen Gestalt des 
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| GefaBes, der Beschaffenheit der Wande und von inneren und auBeren Stérun- 
_ gen abhangig ist, wahrend die Evolution des Schwarmes dadurch kaum beein- 
fluBt wird. (Diese Bemerkung darf jedoch nicht als eine Rechtfertigung fiir die 
{ Einfiihrung des Ensembles verwendet werden. Noch weniger soll man die 
? AufBenwelt sogar als Ursache des diffusionsartigen Benehmens des Schwarmes 
i betrachten (32), da erfahrungsgemi8 die makroskopischen Gesetze, z. B. 
} das Warmeleitungsgesetz, von der Beschaffenheit der Umgebung ganz un- 
| abhangig sind.) 


$5. Verwendung des Ensembles 


} Im vorigen Paragraphen haben wir das Ensemble als ein akademisches 
) Ubungsbeispiel eingefiihrt, ohne Zusammenhang mit physikalischen Beob- 
+ achtungen. Das war der von GIBBS in seinem beriihmten Buch (2) vertretene 
& Standpunkt. Um jetzt die Beziehung zur Physik herzustellen, mu8 eine neue 
f Annahme gemacht werden, naimlich: Der bei einer Messung gefundene Wert 


)) fir eine Grope A(q, p) (oder etwa A oder {A}) kann dem Scharmittelwert (10) 
| gleichgesetzt werden, sofern das Ensemble geeignet gewiéhlt worden ist. Das 
Problem, welches diese ,,geeignete Wahl“ ist, bietet keine Schwierigkeiten, 
/ um so schwieriger ist aber die Frage der Rechtfertigung dieser Gleichsetzung 
» von gemessenen GroBen mit Mittelwerten iiber ein Ensemble. 
_ Diese Frage ist von zahlreichen Autoren diskutiert und mit verschieden- 
i artigen, oft philosophisch angehauchten Argumenten beantwortet worden. 
| Freilich kénnte man die Einfiihrung des Ensembles als ein neues Axiom 
( betrachten, ein Naturgesetz, das zur Beschreibung eines Gases unentbehr- 
| lich sei. Damit wiirde aber behauptet werden, da8 die atomistische Be- 
+ schreibung unvollstaindig sei, daB ein Gas nicht bloB aus einer Gesamtheit 
} zahlreicher Teilchen bestehe. Zu einem solchen Schritt wiirde man sich nur 
, im Notfall entscheiden, weil er zahlreiche neue Fragen hervorruft. Im nachsten 
Paragraphen werden wir die Rechtfertigungsversuche fiir den Spezialfall 
| des stationiren Ensembles diskutieren; in § 14 jedoch wird gezeigt, da in 
i der Quantenmechanik diese Frage hinfallig wird, weil das Ensemble schon 
| in der Wellenfunktion des einzelnen Systems eingebaut ist. 
| Das Problem der geeigneten Wahl von e wird im allgemeinen so geldst, da} im 
| Ensemble nur solche Exemplare zugelassen werden, die samtliche dem 
| Beobachter bekannte Eigenschaften des abzubildenden Systems mit dem- 
selben gemein haben, im iibrigen aber sollen die Exemplare méglichst gleich- 
maBig iiber den Phasenraum verteilt sein. Wenn gewisse makroskopisch 
wahrnehmbare ZustandsgréBen HF, A, B,... zur Zeit t = 0 gemessen sind, so 
weiB man also, in welcher Phasenzelle das vorliegende System sich befindet. 
Das geeignet konstruierte Ensemble soll daher aus Exemplaren bestehen, die 
alle zur Zeit t = 0 in dieser Phasenzelle liegen und dieselbe gleichmafig 
fiillen, d. h. 
eo (9, p) = 90 fir (g,p) nichtin Jo, 
(16) 
Or-0 (9, p) = 1/G;, fir (g,p) in Jo. 
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Der zu einem spiiteren Zeitpunkte gemessene Wert einer makroskopisch 
wahrnehmbaren Zustandsgré&e A ist dann gema% der obigen Annahme 
identisch mit dem Scharmittelwert 


(Ay = [Aq Pp) e(G v) dnd Py, 


wo Q; aus (16) mittels (15) zu berechnen ist’). 


§ 6. Exkurs iiber das stationére Ensemble*) 


Weitaus am griindlichsten studiert ist die statistische Mechanik der rever- 
siblen Prozesse, welche sich ausschlieBlich mit Systemen im Gleichgewicht 
beschaftigt. Von einem solchen System weiB man nur den Energiewert, Ep, 
und auBerdem wei man, daB sein Zustand sich nicht mit der Zeit andert. Der 
ersten Forderung entspricht ein Ensemble, das genau eine Energieschale 
gleichmaBig fullt, was durch 


0(q, p) = konst. x 6(E(q, p) — Ey) (17) 


dargestellt wird*). Man tiberzeugt sich leicht, da& wegen des Liouvilleschen 
Satzes diese Verteilung zugleich auch stationar ist. 

Insbesondere dieser stationaére Fall hat zahlreiche Versuche, die Verwen- 
dung des durch (17) erklarten Ensembles zu rechtfertigen, veranlaBt. Diese 
Versuche sind zweierlei Art, dynamische und nicht-dynamische. Erstere 
wollen aus der Kinetik des Systems herleiten, daB eine Gleichgewichtslage 
angestrebt wird, welche durch (17) dargestellt wird. Zu dieser Methode gehért 
z. B. das ,,H-Theorem‘, und auch der vorliegende Versuch, die Gleichungen 
(1) und (2) abzuleiten, denn aus diesen Gleichungen folgt ja die Tendenz zum 
Gleichgewicht als eine rein mathematische Konsequenz. 

Die nicht-dynamischen Methoden wollen den Umweg iiber Nicht-Gleich- 
gewichtszustande ausschalten und streben nach einer unmittelbaren Recht- 
fertigung von (17). Der bekannteste Versuch beruht auf der Bemerkung, daB 
man freilich in Wirklichkeit nur ein einziges System beobachtet, aber daB 
jede Messung eine gewisse Zeitdauer 7’ erfordert. Es wiirde daher geniigen 
zu zeigen, da fir jede GroBe A der Scharmittelwert (10) iber das Ensemble 
(17) gleich ihrem Zeitmittelwert 


1 4u 
7 J A (q(t), p(t) dt (18) 


1) Das von BERGMANN (33) eingefiihrte ,,verallgemeinerte kanonische Ensemble‘ 
spielt dieselbe Rolle wie (16). Es verhalt sich zu (16) wie (in der Theorie der Gleich- 
gewichtszustande) das kanonische Ensemble sich zu dem mikrokanonischen verhalt: 
seine Verteilungsdichte ist eine stetige, aber sehr stark in der Zelle J konzentrierte 
Funktion. Diese Analogie mit der Theorie der Gleichgewichtszustande macht besonders 
klar, daB die makroskopisch wahrnehmbaren GréBen als adiabatisch verdanderlich 
betrachtet werden, d.h., da8 sie praktisch konstant bleiben wahrend der Zeit, deren 
die zahlreichen sonstigen Gréfen bediirfen, um ihre zugehérigen Gleichgewichtslagen 
aufzusuchen. 

*) Dieser Paragraph ist fiir das Verstandnis des Weiteren entbehrlich. 

*) 6 ist die Diracsche Deltafunktion oder irgendeine delta-artige Funktion mit einer 
Breite der GréBenordnung AE. 


SS ee 
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sei. Dies ist der bertihmte Ergodensatz'), welcher zwar trotz mancher An- 


strengung mathematisch nicht restlos nachgewiesen worden ist, aber bei der 


hier beanspruchten Strenge wohl als richtig betrachtet werden darf?). 


Schwerwiegend ist jedoch der Einwand, daB die Gleichheit von (10) und (18) 


/nur im Limes 7 = oo exakt gilt, und da8 fiir eine gute Annaherung 7’ sehr 
| groB gegen die im System enthaltenen Relaxationszeiten sein mu8. Nur in den 


seltensten Fallen ist das System in der Tat so beschaffen, daB alle Relaxa- 
tionszeiten unmeSbar klein sind. Fir das Studium von irreversiblen Vor- 
gangen ist der Ergodensatz augenscheinlich nicht sachdienlich. Es mége 
dahingestellt bleiben, inwiefern er tberhaupt den fiir das Gleichgewicht 
verantwortlichen Mechanismus erfaBt. 


| Ein zweiter nicht-dynamischer Rechtfertigungsversuch ist von mehreren 


Verfassern, namentlich TOLMAN (36), vorgeschlagen worden. TOLMAN 


| behauptet, da die Einfiihrung eines gleichmaBig tiber die Energieschale ver- 


_teilten Ensembles dadurch wenigstens plausibel gemacht wird, da nur in 
dieser Weise unsere unvollstandige Kenntnis des mikroskopischen Zustandes 
} unparteilisch vergegenwartigt wird. KEMBLE (37) hat dagegen eingeworfen, 
/ daB ein Mangel an Kenntnis nie zu einer prazis definierten Wahrscheinlich- 
| keitsverteilung fiihren kann. Dieser Einwand wird zwar dadurch abge- 


schwacht, da die prazise Gestalt der Verteilung belanglos ist (siehe § 7). 


| aber nicht aufgehoben. Denn wenn z. B. ein System auBer der Energie 
_ E(q, p) eine zweite makroskopisch wahrnehmbare Konstante der Bewegung 
’ F(q, p) hat, so wirde ein Beobachter, der F nicht gemessen hat, sich nicht 


deshalb eines Ensembles bedienen kénnen, das gleichmaBig tiber die Energie- 


| schale verteilt ist, worin also alle F-Werte vergegenwartigt sind. 
 Natiirlich wiirde niemand diese Fehler begehen, weil man weiB, daB dieses 


Argument des Unwissens sicher nicht auf makroskopisch wahrnehmbare 
GroBen angewendet werden darf. Warum das Argument auf makroskopisch 
nichtwahrnehmbare GroBen angewendet zu richtigen Ergebnissen fiihrt, soll 


in folgender Weise verstanden werden. Die raschen Schwankungen, die diese 


GroBen erleiden, haben einerseits zur Folge, da ihre Werte notwendig un- 
bekannt sind, andrerseits aber, da8 wahrend einer Messung sehr viele Werte 
durchlaufen werden; daher hat der Phasenpunkt schon das ganze Gebiet der 
Zelle J durchfegt, bevor die makroskopischen Gréfen sich merklich geandert 
haben. Mit anderen Worten: wahrend einer Messung sind die makroskopisch 
wahrnehmbaren Gr6Ben als unveranderlich zu betrachten, aber beziiglich der 
makroskopisch nichtwahrnehmbaren Gr6fen ist das System im Gleich- 
gewicht. Die mit den letzteren verkniipften Relaxationszeiten sind klein 
gegen Af, auf sie ist also der Ergodensatz anwendbar. Es handelt sich hier um 
eine starkere Fassung des Ergodensatzes, nach welcher die tiber At gemittel- 


1) AuBer den erwihnten Literaturiibersichten siehe das Buch von KHINTCHINE (34) 
und die mathematische Erérterung von HopF (38). 

2) Freilichist dazu vorauszusetzen, da® au®er der Energie keine weiteren makroskopisch 
wahrnehmbaren Bewegungsintegrale vorhanden sind. Aber auch wenn mehrere solche 
Integrale bekannt sind, kann der Satz in geeigneter Formulierung beibehalten bleiben. 
Die Ursache der Schwierigkeiten beim Beweise liegt jedoch in der Zerlegung der 2f—1 
Bewegungsintegrale (5) in makroskopisch wahrnehmbare und nichtwahrnehmbare 
GréRen. 
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ten mikroskopischen GréBen (bei gegebenen Werten der makroskopischen 
GréBen) gefunden werden kénnen durch Mittelung tiber dasjenige Gebiet 
des Phasenraumes, das mit diesen gegebenen Werten der makroskopischen 
Groen vertraglich ist (vergleiche 30). Die theoretische Schwierigkeit liegt 
aber in der Trennung von Gréfen, deren Relaxationszeiten lang gegen At 
und solchen, deren Relaxationszeiten kurz gegen At sind?). 


§ 7. Ubergangswahrscheinlichkeiten 


Die Frage: ,,Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da& ein System, das 
sich zur Zeit t = 0 in der Phasenzelle J, befindet, zu einer spateren Zeit 
t > Oin der Zelle J liegen wird ?“‘ ist gemaB den obigen Ausfiihrungen folgen- 
dermaBen zu interpretieren: ,,Welcher Bruchteil des durch (16) definierten 
Ensembles findet sich zur Zeit t in der Zelle J?“ Die in dieser Weise erklarte 
Wahrscheinlichkeit werden wir die Ubergangswahrscheinlichkeit nennen 
und mit 7';(J, > J) bezeichnen?). Offenbar gilt, da die Gesamtzahl der 
Systeme konstant ist 

2 Pity Jd) aa (19) 

F 


Zudem mu 7';(J, > J) immer verschwinden, wenn J, und J nicht der- 
selben Energieschale angehoren. 

Wegen des Liouvilleschen Satzes ist der Bruchteil des Ensembles (16), der 
zur Zeit t in J angelangt ist, gleich dem Bruchteil des Volumens der Zelle Jy, 
der durch die Str6mung in der Zeit t nach J gelangt. Zur formelmaBigen Dar- 
stellung dieser Gleichheit brauchen wir einige neue Symbole. Es sei J’;, das 
Gebiet des Phasenraumes, das die Zelle J, bildet, und daher das Volumen 


Gz, besitzt. Es sei ry, der Bestandteil vonI’,,, der nach der Zeit t in’; an- 
gelangt ist; das Volumen von J’ a sei mit Gy, bezeichnet. Sodann gilt 


Gy, = Gy, T(J > J). (20) 


Diese Gleichung k6énnte auch zur Definition von 7;(Jy)—> J) verwendet 
werden. Uberhaupt kann die Wahrscheinlichkeit dem Phasenvolumen 
proportional gesetzt werden, wodurch die Heranziehung eines Ensembles 
sich ertibrigt. In der Tat ist es manchmal (z. B. im nachsten Paragraphen) 
bequemer, mit Phasenausdehnungen zu rechnen als mit der Dichteverteilung 
eines Ensembles, aber es soll nie vergessen werden, da8 die Gleichsetzung 
der Wahrscheinlichkeit mit dem Phasenvolumen auch eine statistische An- 
nahme bedeutet. 

*) Kine ahnliche Schwierigkeit liegt in der Theorie des kollektiven (oder ,,unified“‘) 
Atomkernmodells (35) vor, wo die Aufgabe vorliegt, die langsam variierenden kollek- 


tiven Variablen von den mit hohen Frequenzen verkniipften Variabeln der einzelnen 
Teilchen zu trennen. 

*) Zu dieser Bezeichnungsweise sei erstens bemerkt, daB T;(J9 > Jo) auch einbezogen 
ist, obgleich man kaum von einem ,,Ubergang‘‘ von Jy nach Jy sprechen kann. Zweitens, 
daf} dieser Namen gelegentlich auch fiir die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit benutzt 
wird (z. B. die w;; in der Kinleitung). 
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1 Die Bewegung der Gebiete im Phasenraum hat eine wesentliche Eigenschaft, 
} die von der in § 1 erwahnten Kompliziertheit der einzelnen Bahnkurven her- 
} rihbrt. Wenn schon J’;, eine ziemlich einfache Gestalt hat, so wird doch 
| £,(L7,)1) bald eine ungeheuer verwickelte Gestalt annehmen, weil jeder 


‘f Phasenpunkt seine individuelle Bahn durchlauft. Der Gebietsteil I” 7 von 
| I;,, der in der Zeit t nachJ’; gelangen wird, bildet ein sehr verwickeltes 
’ Knauel, das sich tiber das ganze Gebiet J’,, erstreckt, ohne da8 sein Volumen 


Gy, einen betrachtlichen Teil des Volumens G,, zu beanspruchen braucht. 
) Wenn man also statt des Ensembles (16) ein Ensemble mit einer willkiir- 
) lichen, nicht-konstanten Dichteverteilung inI’;, gewahlt hatte, so wiirde den- 
¥ noch derselbe Bruchteil 7; (J 9 — J) aller Exemplare in dem Kniduel enthalten 
“) sein. Das wiirde nur dann nicht zutreffen, wenn eine sehr spezielle, sehr ver- 
-Y wickelte Anfangsdichte gewahlt worden ware, die gerade auf die Faden des 
? Knauels konzentriert bzw. verdiinnt ware. Man darf also schlieBen, daB nicht 
* nur bei konstanter Anfangsdichte, sondern auch bei fast jeder Wahl der An- 
') fangsdichte, genau ein Bruchteil 7; (J) > J) von allen Exemplaren in J’;, in 
) der Zeit ¢ nach J gelangt. 

| Diese Bemerkung zeigt, daB die Willkiir in der speziellen Wahl (16) nur 
), scheinbar ist, weil die uns interessierende Eigenschaft fiir die iibergroBe Mehr- 
«&zahl der Dichteverteilungen dieselbe ist. Freilich gibt es wieder eine neue 
/ Schwierigkeit: Was bedeutet ,,iibergroBe Mehrzahl“, in welcher Weise soll 
i man die méglichen Dichteverteilungen zahlen? Auf diese Frage kommen wir 
—in § 17 zuriick. 


| § 8. Die Symmetrieeigenschaften der Ubergangswahrscheinlichkeiten 


_In diesem Paragraphen beweisen wir nach WIGNER (39): das Volumen Gy, 


| das aus Jy in J hineinriickt, ist gleich dem Volumen Gy, das in derselben 
| Zeit aus J in Jg hineinriickt, oder 


Gy, Ti(Jgn > J) = Gy T;,(J > Jo)- (21) 


‘) Diese Eigenschaft wird mikroskopische Reversibilitat oder ,,detatled balan- 
“‘) cing genannt?). Sie rihrt von der Zeitumkehrbarkeit der mikroskopischen 
' Bewegungsgleichungen (3) her. In der Gestalt (21) gilt sie nur, wenn saimt- 
') liche ZustandsgréBen H, A, B..., die zur Definition der Phasenzellen ver- 
“) wendet wurden, gerade Funktionen der Impulse 7, sind’). 
‘) Zuerst definieren wir zu jedem Phasenpunkt (q, p,) den ,,zeitkonjugierten“ 
‘) Punkt (q;, — py). Weil die GrodBen FH, A, B,... denselben Wert in (q,, px) 
; und (q;%, — p,) haben, liegen diese beide Punkte stets in derselben Phasen- 
4} zelle. Weiter gilt offenbar: wenn (q, p,) ein beliebiges Gebiet durchlauft, so 
_ durchlauft (q,, — p,) ein zweites Gebiet, das aber dasselbe Volumen hat wie 


das erste. Wir werden jetzt zeigen, daB Ty und £, (I a) zueinander zeitkon- 


1) GemaB (4) bedeutet dies das in der Zeit t aus D7, entstandene Gebiet im Phasenraum. 
2) Es gibt mehrere verwandte, aber nicht ganz identische Begriffe, die mit beiden 
Namen belegt werden. 

3) Fir den allgemeineren Fall siehe (13). 
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jugiert sind; mit Riicksicht auf (20) ist damit (21) bewiesen, da weder die 
Punkttransformation £;, noch die Zeitkonjugation das Volumen andert. 
Die Zeitumkehrbarkeit der Gleichungen (3), bzw. (4), wird ausgedriickt 
durch: 
wenn (9%, pe) = £1 (Gis Pr)» (22a) 
dann (qi, — pt) = Li (1%. — Pk). (22b) 


Wir nehmen jetzt fiir (q;, pz) einen beliebigen Punkt aus J° a Dann liegt 
(q%, px) und daher auch (q%, — pz) in T7°. Andrerseits liegt (qi, — pi) in Vya 
so daB (q%, — pz) gemaB (22b) sogar in J’, liegt. Also liegt fiir jeden Punkt 
(Vk pz) von I" “a der entsprechende Punkt (q%, — px) in I do das umgekehrte 
beweist man genau so, und es folgt, daB Gy, = G5 ist. 

Dieser Beweis zeigt, daB die Zeitumkehrbarkeit der mikroskopischen Be- 
wegungsgleichungen eine wesentliche Spur in der Makrophysik hinterlaBt. 
Die Symmetrieeigenschaft (21) ist naémlich nicht nur der Grund fiir die 
ONSAGERschen Reziprozitaétsbeziehungen, sondern auch unentbehrlich fiir 
den Beweis, da im Limes ¢ = co das Ensemble gleichmafig tiber die Ener- 
gieschale verschmiert wird. 


§ 9. Der Markoff-Charakter 


Wir betrachten jetzt ein Ensemble, das tiber mehrere Phasenzellen verteilt 
ist, in der Weise, da bei t = 0 in jeder Zelle J ein Bruchteil P (0) der Gesamt- 
zahl der Exemplare liegt. P;(0) ist also die Wahrscheinlichkeit, daB ein will- 
kirlich herausgegriffenes Exemplar in J’; liegt. Der Scharmittelwert einer 
GroBe A ist daher 


(Ahi=0 a A, P;(0). 


Wenn das Ensemble nicht gerade einer der in § 7 erwa&hnten seltenen Aus- 
nahmefialle ist, so gilt in einem spiéteren Zeitpunkte ¢ 


Pat) = Py(0) T(J’ > J). (22) 


Wenn die zur Zeit t entstandene Dichteverteilung wiederum nicht eine der Aus- 
nahmefille ist, so gilt am Ende eines zweiten Zeitintervalls ¢’ 


Prt +t) = 2 Py (t) Ty(J’ > J) caer. Py (0) T(J" > J’) Ty (J’ > J). 
Andrerseits gilt gemaB (22) 

Pat xt) = 2) Py (0) Test (J’ > J). 
Offensichtlich ist es méglich, durch Vergleich dieser beiden Gleichungen iiber 


die Weise, in der 7; von ¢ abhiingt, Auskunft zu erlangen. 
Zu diesem Zweck wahle man eine Zeit t und setze zur Abkiirzung 


BAS > d) = Pie (23). 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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» Sodann gibt wiederholte Anwendung von (22) fiir jede nicht-negative ganze 
Zahl m 


a 


Py(mt) — (P")5x Py (0), (24) 


wo T™ die m-te Potenz der Matrix (23) bedeutet. Falls t so klein gewahlt 
)) worden ist, daB die P, (t) sich wahrend eines Zeitintervalls der Lange t kaum 
' andern, so sind durch (24) die P;(t) praktisch vollstindig bestimmt; zur 
Bestimmung des zeitlichen Verhaltens der P,;(t) ist also nur die Kenntnis 
)| der konstanten Matrix (23) erforderlich. Diese Matrix enthalt nur nicht- 
(| negative Elemente und hat die Eigenschaften (19) und (21), d.h. 


2 Voy =A, Vy geGge = Ty Gy. (25) 
| Es ist gelaufiger, die Evolution der P,, statt durch (24), durch eine Differen- 
\ tialgleichung zu beschreiben. Zu diesem Zweck definieren wir eine Matrix 


Was durch 
Peg = Oss + Woy. (26) 


Damit bekommt man aus (22) 


Pj(t + t) — Prlt 
T 


ms S Woy Po. (27) 


Diese Gleichung gilt zunachst nur fiir die diskreten Werte ¢ = mrt, aber weil 
P,;(t) praktisch konstant ist wahrend eines Zeitintervalls t, kann man sie 
ohne merkliche Fehler fiir alle Zeiten anschreiben. Alle Nicht-Diagonal- 
elemente von W,,, sind nicht-negativ und aus (25) folgen die Eigenschaften 


> Was => 0, oder Woes = —» Woya (28) 
J J+J 


und Wyse Gy = Was G;. (29) 
Wegen (28) kann (27) in der Gestalt geschrieben werden 


Py =D (Was Pa — Wes Bs): (30) 
JTsd : 

Damit ist das Ziel erreicht, die in der Einleitung erwahnte Fundamental- 
gleichung abzuleiten. Nur sind die P; keine Besetzungswahrscheinlichkeiten 
fiir einzelne Zustaénde, sondern fiir Phasenzellen, wie es auch in der klassi- 
schen Beschreibungsweise nicht anders moglich ware. Dementsprechend 
enthalt die Symmetrierelation (29) im Gegensatz zu (2) das Volumen G, der 
Zellen. 
Die Gleichungen (24) bzw. (30) besagen, daB die Besetzungswahrscheinlich- 
keiten P;(0) geniigen, um die P,;(t) fir t > 0 zu bestimmen. Diese Eigen- 
schaft nennt man den Markoff-Charakter des makroskopischen Prozesses. Sie 
ist mittels der oben vorgebrachten Annahme eingefiihrt worden, die wir die 
wiederholte Unordnungsannahme nennen wollen. Diese besagt, da nach jeder 
Zeitdauer t der Mikrozustand wiederum durch eine in jeder einzelnen Zelle 
gleichmaBige Verteilung ersetzt werden darf, ohne daB die genaue Gestalt 
29 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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des Knauels zu beriicksichtigen ist. Dafiir muB 1 sicher groB gegen die Zeit 
sein, in der der Phasenpunkt eine Zelle durchquert. Die Differentiation in 
(30) bezieht sich also nicht auf mathematische Differentiale, sondern auf Zeit- 
differenzen, wahrend deren der Mikrozustand sich stark andert, der Makro- 
zustand aber sehr wenig. Gleichzeitig mit dem Markoff-Charakter wird durch 
diese wiederholte Unordnungsannahme auch die Irreversibilitat eingefihrt. 
Die Annahme iibernimmt also die Rolle des BOLTZMANNschen StoBzahlan- 
satzes der kinetischen Gastheorie, aber einerseits ist sie allgemeiner anwend- 
bar, andrerseits fordert sie auch etwas weniger. 


Kapitel 2. Quantenmechanik 


§ 10. Der quantenmechanische Formalismus 


In der Quantenmechanik wird der mikroskopische Zustand des Systems, 
anstatt durch einen Phasenpunkt im 2 f-dimensionalen Raum, durch eine 
komplexe Wellenfunktion y(q%, %2,--.,97;t) der f Koordinaten q, gegeben, 
deren Evolution durch die Schrédingergleichung 


bestimmt wird. Wenn y,(q) die Eigenfunktionen und E, die zugehorigen 
Eigenwerte des Hamiltonoperators # sind, so ]aéBt sich die allgemeine Lésung 
von (31) formal schreiben 


y (dt) =X angn (g) = 1a", (32) 


wo a, beliebige komplexe Integrationskonstanten sind. Genau wie im klassi- 
schen Fall ist es jedoch unméglich, in dieser Weise (31) wirklich zu lésen, weil 
die einzelnen g, ungeheuer verwickelte Funktionen der gq, sind. 

Auferdem ist die Losung noch in einer anderen Hinsicht sehr verwickelt. 
Erstens liegen die Energieeigenwerte ZH, gar nicht gleichmaBig verteilt auf 
der Energieskala, sondern bald liegen mehrere Werte zusammen, bald zeigt 
sich eine Liicke ohne Eigenwerte. Zweitens sind im allgemeinen zwei 9», 
deren Energiewerte H, kaum verschieden sind, dennoch in bezug auf andere 
Gr6éfen stark verschieden; d.h. die Matrixelemente (p,| A|@m) einer beliebi- 
gen GréBe A bilden keine glatte, sondern eine unregelmaBig schwankende 
Funktion von n und m. Diese Verhaltnisse werden im nichsten Paragraphen 
an einem Beispiel erlautert. Es sei hier noch betont, daB diese Verwickelt- 
heit und diese Unregelméfigkeit der sukzessiven gp, wesentlich fiir den 
Markoff-Charakter des makroskopischen Prozesses sind, genau wie die Ver- 
wickeltheit der einzelnen Bahnkurven im klassischen Fall). 


1) Damit weichen wir etwas von der Behandlung Lupwics (24) ab, denn statt der 
Unregelmafigkeit der Matrixelemente nimmt er an, daB sie glatte Funktionen der E, 
und £,, seien. Diese Annahme ist jedoch m. E. nicht verwirklicht und fiihrt auch nicht 
zum gewiinschten Resultat. 
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‘§ Zum besseren Verstindnis skizzieren wir schon hier die Sachverhalte, die 


'\}in den nachsten Paragraphen abgeleitet werden. Es seien H, A, B,... die zum 
“y System gehorigen makroskopisch wahrnehmbaren GréBen, und AE, AA, 


|, AB,... die entsprechenden MeBungenauigkeiten. Die Eigenfunktionen ¢, (q) 
\— bilden ein Orthogonalsystem im Hilbertschen Raum der quadratisch inte- 
‘} grierbaren Funktionen von q, ...,g7. Nun ist es méglich, ein neues Orthogonal- 
“system €,, zu wahlen mit folgenden Eigenschaften: 


ull Die &,, zerfallen in durch J indizierte Gruppen; die J-te Gruppe ent- 


§ halt G; Vektoren €;, (« = 1, 2,...,G,), die einen G;-dimensionalen Unterraum 
) aufspannen. Fir jeden der Operatoren Z#, A, B,... gelten die angena&herten 
) Eigenwertgleichungen 

| 7 Aly, = Azz, + O(AA). (33) 


( Das heibt jeder Vektor &7, ist ein Eigenvektor von A mit dem Eigenwert 4,, 
) sofern von einem Fehler der Ordnung 4A abgesehen wird. Dasselbe gilt natiir- 
| lich auch fir einen beliebigen Vektor y“ im Unterraum J, 


Gy 
yr => byes: (34) 
ta 


Das besagt, daB im Unterraum J die Operatoren H, A, B,... die Werte 
! E,, A;, B;,... —bis auf Terme von der GréSenordnung der MeSungenauig- 
» keit — annehmen. Diese Unterriume des Hilbertschen Raumes sind also den 
) klassischen Phasenzellen analog ; wir werden sie auch als Phasenzellen bezeich- 
, nen. : 

1 Ein beliebiger Zustandsvektor y ist 


y ca by. Ey. (35) 


Der Erwartungswert einer GréBe A in diesem Zustand ist gemaB (33), ab- 
gesehen von Termen der Ordnung 44, 


wlAlpr=2 Ard [bsl? Feats Pine (36) 


Die hier eingefiihrte nicht-negative Zahl 


Gy 
Py = ay | b;.|* (37) 


darf daher als die Wahrscheinlichkeit dafiir bezeichnet werden, das System 
in der J-ten Zelle zu finden. Die P; geniigen also zur Bestimmung des makro- 
skopischen Aspektes des Zustandes y, genau wie im klassischen Fall die P; 
den makroskopischen Aspekt eines Ensembles bestimmen. Wenn auBerdem 
die dem augenblicklichen Zustand zugeordneten P, ausreichen, um den ma- 
kroskopischen Aspekt in der Zukunft zu bestimmen, so spricht man wiederum 
von einem Markoft-ProzeB, und es gilt wieder eine Gleichung der Gestalt (30). 
Bequemlichkeitshalber werden wir uns von den Korrektionstermen in (33) 
durch Einfiihrung des groben ,,Operators‘‘ {A} befreien, definiert durch 


{A} Ex, = A; E70. 
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Dieser Operator {A} hat also die genauen Eigenwerte A; und Eigenvektoren 
&,,; auBerdem unterscheidet er sich von A nur durch Terme von der Gré8en- 
ordnung AA. Offenbar sind alle groben Operatoren untereinander vertausch- 
bar1). Insbesondere sind {A}, {B},... mit {#} vertauschbar; der Zusammen- 
hang zwischen der Zeitableitung eines Operators und seinem Kommutator 
mit dem Energieoperator ist also bei der Vergroberung verloren gegangen. 
Das ist aber nur moéglich, wenn A, B,... langsam variieren; die genaue Be- 
dingung wird in § 12 formuliert. 


§ 11. Ein Beispiel 


Wir betrachten ein einziges Teilchen der Masse m in einem rechteckigen 
Kasten mit den Kanten 1,, l,, l,. Die Eigenfunktionen sind bekanntlich 


Pnznyng(Z, Y> %) = V8flzlyl, sin (nga 2/lz) sin (ny 2 y/ly) sin (n,72/l,), 
und die zugehérigen Eigenwerte 


RE _ wh? (ne ny n> 
Na Ny Ne Dion P + Parone 
x y Zz 


(38) 


wobei die Quantenzahlen n,, ny, n, alle positiven ganzen Zahlen, durchlaufen. 
Es werde vorausgesetzt, daB 1;/1;, lj/lz, 1Z/l; keine rationalen Zahlen sind, 
so daB zu jedem Eigenwert genau eine Eigenfunktion gehdrt. Die Eigen- 
funktionen kénnen dargestellt werden durch Punkte im ersten Oktanten 
eines rechteckigen Gitters mit den Gitterabstanden 1/l,, 1/l,, 1/1,; dem Ener- 
giewert (38) entspricht dann die Entfernung vom Ursprung. 

Um die Eigenwerte (38) in eine aufsteigende Folge zu ordnen, denke man sich 
eine Kugel um den Ursprung des Gitterraumes, deren Radius allmahlich 
wachst; wenn diese Kugel tiber einen Gitterpunkt fegt, werden jedesmal die 
zugehorigen Quantenzahlen n,, ny, n, notiert. Dieses Verfahren macht an- 
schaulich klar, erstens, daB die Eigenwerte auf der Energieskala ungleich- 
maBig verteilt liegen, und zweitens, daB die Werte der einzelnen Quanten- 
zahlen nz, Ny, n, stark auf und ab schwanken. 

Durch die ungleichmaBige Verteilung der Energiewerte ist es genau betrach- 
tet sinnlos, von der Dichte der Eigenwerte auf der Energieskala zu sprechen. 
Grob betrachtet gibt es aber doch eine Dichte, weil die Zahl der Eigenwerte 
zwischen H und # + AF annahernd in der Gestalt 0(H#)AEH geschrieben 
werden kann, vorausgesetzt, daB AE gropB gegen den Gitterabstand ist: 


AE > (h]l) VE[m ~ h/9 (39) 


(0 bedeutet voriibergehend die Zeit, die das Teilchen bendtigt, um den Kasten 
zu durchqueren, und J ist etwa die kleinste der Kantenlingen.) Sodann gilt 


1) Die Ersetzung von nicht-vertauschbaren mikroskopischen Gré8en durch vertausch- 
bare angenaherte Groen findet sich zuerst bei von NEUMANN (23 und 40, S. 215). 
Siehe auch Lupwic (24). 
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i fiir 9(£) der bekannte Ausdruck 


a welcher von grundlegender Bedeutung fiir manche Anwendungen der stati- 
} stischen Mechanik ist. Er wird namlich verwendet, um Summen in Integrale 
> zu verwandlen: 


Sf (En) > | f(E) 0 (2) dE. 


Obige Betrachtung macht klar, daB dies nur berechtigt ist, wenn f(H) in 


einem Intervall 4H, das der Bedingung (39) geniigt, wenig variiert. Ins- 
besondere gilt fiir die Zustandssumme [(#) = exp (— E/kT), so daB die 


é Bedingung (39) in diesem Spezialfall lautet 


kT > h/8; 


i oder etwa: die durch die Warmebewegung verursachte mittlere Energie soll 
| groB gegen die quantenmechanische Unbestimmtheit sein, mit der die Teil- 
\i/ chenenergie als Folge der von dem Kasten herriihrenden Ortseinschrankung 
) behaftet ist. Die statistische Behandlung ist also nur giiltig im Gebiet, wo 


auch das Korrespondenzprinzip in Kraft ist'). 
Innerhalb jedes Intervalls J# sind nicht nur die Eigenwerte ungleichmafig 
verteilt, sondern es bilden auch die sukzessiven Werte der einzelnen Quan- 


_ tenzahlen n,, ny, n, unregelmaBig auf und ab schwankende Folgen; die Eigen- 


funktionen sind also zwar der Gesamtenergie nach geordnet, jedoch hinsicht- 


| lich der Teilenergien H,, H,, H, noch ganz ungeordnet. Wir werden nun die 
| Energieskala in Abschnitte der Lange AF zerlegen und in jedem einzelnen 
— Abschnitt die Eigenfunktionen derart umnumerieren, da die n, innerhalb 


jedes einzelnen Intervalls eine steigende Folge bilden. Dadurch wird zwar 


1 die. Anordnung nach wachsender Gesamtenergie H# zerstort, aber nur im 
) feinen, nicht im groben: wenn man Unterschiede der GréBenordnung AH 


nicht beriicksichtigt, so bilden die Eigenwerte der Gesamtenergie noch immer 


4 eine steigende Folge. ZweckmaBigerweise schreibt man fiir die Abschnitte 
der Energieskala {4H#}y, und fiir die zugehérigen Eigenfunktionen gy,. 


Dann bestimmt N die Gesamtenergie # mit einer Ungenauigkeit AZ, 
wahrend 4 den Wert von #, angibt. 

Dasselbe Verfahren kann nun ein zweites Mal verwendet werden, um eine 
Ordnung hinsichtlich HZ, zu erzielen. Dazu mu die #,-Skala in Abschnitte 


1) Zum Beispiel ist die tbliche quantenmechanische Ableitung des NERNSTschen Warme- 
satzes, die darauf beruht, da8 beim absoluten Nullpunkt das System sich in einem ein- 
zigen Zustand befindet, namlich dem Grundzustand (wofern dieser nicht entartet ist), 
fehlerhaft. Schon Casimir hat in einer unver6ffentlichten Mitteilung betont, dali diese 
Ableitung nur fiir Temperaturen zutrifft, die viel niedriger sind als sie je experimentell 
erreicht werden [und daB sie deshalb zu ersetzen ist durch eine Ableitung, die sich auf 
die Abnahme von 0 (£) fiir EH — 0 stiitzt]. Dariiber hinaus fiigen wir nun hinzu, daf bei 
solch niedriger Temperatur sogar die ganze statistische Behandlung zusammenbricht, 
und das System vielmehr als ein einziges Riesenmolekiil betrachtet werden muf. 
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{AL,\4 der Lange AE zerlegt werden und eine Umnumerierung der py, 
innerhalb jedes dieser Abschnitte zugelassen werden. Aus der Anschauung des 
Gitters erhellt wiederum, daB diese Umnumerierung so vorgenommen 
werden kann, daB die zu einem {4H,\, gehérigen py,, eine Folge py,a,, mit 
monoton wachsenden £,-Werten bilden. Die Indizes N,A bestimmen die 
groben Werte von £ und #,, waihrend y den Wert von EH, angibt. Freilich 
ist es zwecklos, H, genauer zu bestimmen als #,; konsequenterweise muB 
man daher auch die #,-Skala in Abschnitte {4H,}r zerlegen, und alle in dem- 
selben Abschnitt Hegenden Qy,a,r,. als makroskopisch ununterscheidbar 
betrachten. 

Das Resultat ist, daB der ganze Gitterraum in Zellen zerlegt ist, die einer- 
seits groB genug sind, um viele Gitterpunkte zu enthalten, andrerseits klein 
genug, daB die zu diesen Gitterpunkten gehdrigen Werte von £, bzw. E,, Hy, 
und daher auch #,, keine gréBeren Unterschiede als 4H aufweisen. Die | 
Zellen werden durch die Indizes N, A,J” gekennzeichnet, welche in einem 
einzigen Symbol J zusammengefaBt seien. Die Gitterpunkte innerhalb einer 
Zelle J sind durch den Index ze numeriert, ihre Anzahl sei G,;. In dem durch 
die m, gegebenen Hilbertschen Raum spannen sie einen G‘,;-dimensionalen 
Unterraum auf; allen Wellenfunktionen in diesem Unterraum kommen die- 
selben, bis auf AH bestimmten, Werte von H, bzw. H,, Hy, H, zu. 


§ 12. Makroskopisch wahrnehmbare GroBen 


Wenden wir uns jetzt wieder einem System mit zahlreichen Freiheitsgraden 
zu! Es seien A® mikroskopische Zustandsgr6Ben, also hermitische Opera- 
toren. Ihre Messung ist einerseits mit experimentellen Ungenauigkeiten 
AA” hehaftet, andrerseits mit den prinzipiellen quantenmechanischen 
Unbestimmtheiten 6A“. Wir setzen voraus, da8 fiir jedes Paar dieser 
GroBen gilt 

AA™ -AA™ > 6AM - 6A®, (40) 


Diese Ungleichung besagt, daB die quantenmechanischen Unbestimmt- 
heiten vernachlassigbar klein gegen die MeBungenauigkeit sind; in der Tat 
werden wir sehen, da} sie die Bedingung dafir ist, daf die A® makrosko- 
pisch wahrnehmbar sind und als klassische Groen behandelt werden 
konnen. 

Die in §11 betrachteten GroBen A? = HF, AY = H,, AM = HK, waren 
Konstanten der Bewegung, und daher Diagonalmatrizen in der Energie- 
darstellung. Die jetzt zu betrachtenden Gro8en A® sind im allgemeinen 
keine Konstanten (auBer natirlich A® = #); aber die Ungleichung (40) 
bedingt, daB sie doch wenigstens fust Diagonalmatrizen sein miissen und daher 
nur langsam verinderlich sein kénnen. Um das einzusehen, betrachten wir 
einen beliebigen Operator A aus der Reihe A, A®,.... Es folgt aus (40) 
insbesondere 


AE - AA > 6E - 6A. (41) 


Diese Ungleichung lat sich folgendermaBen umformen. Der Kommutator — 
ELA — AEF ist bekanntlich mit der prinzipiellen Unmdglichkeit verkniipft, 
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\|# und A gleichzeitig genau zu messen, und zwar ist er der GréBenord- 
‘@nung nach gleich dem Unbestimmtheitsprodukt 6# - 6A. Andrerseits sind 
‘die Matrixelemente von HA — AE in der Energiedarstellung gleich 
i (ZL, —E,,) Anke - Also 


OL oi BA An wie Bey A, 


(41) besagt daher, da8 die A,,, klein gegen 4A sein sollen, sobald die Energie- 
differenz H,, — #,, mit AE vergleichbar wird. Die Matrixelemente von A sind 
‘also nur in einem schmalen Streifen lings der Hauptdiagonale nicht sehr klein. 
Y Wenn man auBerdem die Matrixelemente mit den zugehérigen Zeitfaktoren 


An m Ci En—Em tlh (42) 


4) erginzt, so sieht man, daB (41) besagt, da der schnell variierende Bestand- 
} teil von A klein gegen AA sein soll. Das war genau die Bedingung, die in 
”, § 2 fir die makroskopisch wahrnehmbaren GréfSen in der klassischen Theorie 
4, gefunden wurde?). 

) Wir werden eine Menge von Gré8en A” makroskopisch wahrnehmbar 
\}, nennen, wenn sie (40) gentigen, obgleich diese Kennzeichnung sicher nicht 
) erschépfend ist. Denn erstens muB es noch eine Bedingung geben, die besagt, 
i} da8 ihre Zahl nicht zu gro ist und jedenfalls klein gegen die Zahl der Frei- 
i) heitsgrade (30); zweitens soll ihre Zahl nicht zu klein sein, denn sie miissen 
f/ in gewissem Sinne eine vollstandige Beschreibung des makroskopischen 
§ Zustandes liefern (29). Beilaufig sei noch bemerkt, da8 wir zwar das klassische 
“) Gegenstiick von (41), nicht jedoch das der allgemeineren Bedingung (40) 
4) gefunden haben. Wir miissen jedoch auf eine weitere Diskussion verzichten. 


a § 13. Definition der Phasenzellen 


} Zunachst wird die sehr dicht mit Eigenwerten besetzte Energieskala in Ab- 
'} schnitte der Linge AZ zerlegt, welche mit {AH} y bezeichnet werden mégen. 
Die y,, deren Eigenwerte Z,, im Abschnitt {AZ} y liegen, bilden einen linearen 
Unterraum des Hilbertraumes, der mit einer klassischen Energieschale 
iibereinstimmt. In jedem Abschnitt wird ein — iibrigens willkiirlicher — Wert 
| {£Z}w gewahlt. Der ,,grobe Hnergieoperator‘* wird definiert als derjenige Opera- 
) tor, der in der Energie-Darstellung eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonal- 
 elemente fiir alle y, in {4H} y gleich Be sind. Formelmafig?) 


(E} = 2) {Bh | Pn XPa|- 


N E,, in Pa E}y 


Offensichtlich unterscheidet sich {Z} von HZ um nicht mehr als AE; die 
Definition von {Z} ist mit einer Willkiir derselben GroBenordnung AE behaftet. 


1) Da jede Messung eine Mittelung tiber At enthalt (§ 2), werden alle Matrixelemente 
(42) mit |Z, — Em| > h/4t weggemittelt; die Bedingung (41) ist daher sicher befriedigt 
fiir jede makroskopische Gréfe (24). 

2) Gem&iB der Diracschen Schreibweise ist |¢,)(~,| der Projektionsoperator, der aus 
einem Hilbertvektor die Komponente in der Richtung ¢, ausscheidet. 
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Da {£} stark entartet ist, kann man die y, in jeder einzelnen Energieschale 
noch einer willkirlichen unitéren Transformation unterwerfen, ohne die 
Diagonalform von {H} zu zerstéren. Diese Freiheit, die mit der Preisgabe 
der exakten Ubereinstimmung des Operators der gemessenen Energie mit 
dem Hamiltonoperator erkauft worden ist, wird die weitere Unterteilung 
der Energieschale in Phasenzellen erméglichen. Wesentlich ist, daB die er- 
kaufte Freiheit gentigend gro8 ist, daf also innerhalb einer fiir die Wahr- 
nehmung belanglosen Ungenauigkeit AH sehr viele Eigenfunktionen gp, vor- 
kommen. 

Es sei A ein Operator der der Bedingung (41) geniigt. Durch die Aufteilung 
der g, in Energieschalen zerfallen seine Elemente Ajm = (~n| A|Pm) in zwei 
Kategorien, nimlich solche, fiir die y, und gw, derselben Energieschale an- 
gehéren, und solche, in denen zwei Zusténde verschiedener Energieschalen 
auftreten. Die Matrixelemente der zweiten Kategorie sind entweder klein, 
oder, sofern sie in dem schmalen Streifen langs der Hauptdiagonale liegen, 
nur in geringer Zahl vorhanden; wir setzen sie alle gleich Null. Die so ver- 
stiimmelte Matrix ist eine ,,direkte Summe‘‘ von ,,Kastchen“, derart, daB 
jedes Kastchen A“? einen Operator in der einzelnen Energieschale {AE} y 
darstellt. : 

Auf die zu {4#}y gehérigen g, kann nun eine unitare Transformation an- 
gewendet werden, wodurch A“ in Diagonalform erscheint. Wenn of die 
neuen Basisvektoren sind, soll gelten 


(| A yh) = Oa AP”. 


Die Eigenwerte A{”) durchlaufen alle Werte der A-Skala, die mit der Gesamt- 
energie {#} y vertraglich sind. Diese A-Skala wird jetzt wiederum in Abschnitte 
der Lange 4A zerlegt, welche mit {4.A}y,4 bezeichnet werden mogen, und in 
jedem Abschnitt wird ein — iibrigens willkiirlicher — Wert {A}y4 gewahlt. 
Der grobe Operator {A} wird definiert durch 


{A} =) {Ala to DT [eh Qi? |. 


N,A x§) in {4A} yA 


Die zu {4 A} w,4 gehérigen a? spannen einen linearen Unterraum der Energie- 
schale auf, in welchem {#} den Wert {HZ} und {A} den Wert {A} y,4 hat; falls 
keine weiteren makroskopisch wahrnehmbaren Gré8en vorhanden sind, ist 
der Unterraum {4A} y,4 eine Phasenzelle, denn der makroskopische Aspekt 
eines Zustandes, der durch einen in diesem Unterraum liegenden Vektor dar- 
gestellt wird, ist innerhalb der MeBungenauigkeit bestimmt. 

Wenn mit A die Reihe der makroskopisch wahrnehmbaren GréBen noch 
nicht erschépft ist, so kann man das obige Verfahren schrittweise fortsetzen. 
Zuletzt kommt man so zu dem in § 10 erwahnten Orthogonalsystem &,,, 
wo J die Indizes N, A,... zusammenfaBt. Die £,, mit festem J spannen einen 
Unterraum auf, in dem simtliche grobe Operatoren {HZ}, {A}, {B},... die 
exakten Werte {#},, {A},, {B},,... haben, so daB die urspriinglichen Opera- 


toren H, A, B,... dieselben Werte bis auf Ungenauigkeiten 1H, 4A, AB.,... 
haben. 
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Diese Unterraéume bilden die Phasenzellen. Sie sind eindeutig bestimmt durch 
§die Wahl der Operatoren H, A, B,... und deren Ungenauigkeitsintervalle; 
innerhalb jeder einzelnen Zelle jedoch kénnen die &,, einer beliebigen Trans- 
jformation unterworfen werden. Die Zahl der &,, fiir gegebenes J, also die 


“6 Besetzungswahrscheinlichkeiten einer Gleichung der Gestalt (30) geniigen. 
if In der Tatsache, daB diese Zahl zwar sehr groB aber doch endlich ist, wahrend 
jim klassischen Fall in jeder Phasenzelle unendlich viele Phasenpunkte vor- 
)handen sind, duSert sich die bekannte feinkérnige Struktur des Phasen- 
i raumes, die aus der Existenz des Quantums h hervorgeht!). Der Unterschied 
) zwischen dieser feinkérnigen Struktur und der grobkérmigen Struktur, die 


} von der MeSungenauigkeit. herriihrt und in der Definition der Phasen- 


| worden. Die in der vorliegenden Arbeit vertretene Ansicht kann auch so 
© formuliert werden: nur in der grobkérnigen Sprache haben die Begriffe 
.. ,,Besetzungswahrscheinlichkeit‘ und ,, Ubergangswahrscheinlichkeit‘ einen Sinn. 


| § 14. Der grobe Zustand 


_Damit sind die in § 10 angekiindigten Tatsachen begriindet. Eine beliebige 
_ Wellenfunktion y kann gema& (35) nach den &,, entwickelt werden, wodurch 
} sie in Komponenten y“ der Gestalt (34) zerlegt wird. Die quadrierten 
Langen dieser Komponenten sind gemaB (37) 


G, 
(yy) = 3 by? = Pr. 
0 


] Diese Zahlen geniigen zur groben Beschreibung des Zustandes y, obgleich 
+ sie viel weniger Bestimmungsstiicke enthalten als der Inbegriff der b,,. In 
der Tat ist der Erwartungswert jeder makroskopisch wahrnehmbaren Zu- 
standsgroBe durch (36) gegeben, oder allgemeiner: fiir jede Funktion f 
solcher GroRen gilt?) 


(f{(#, A, B,...)) = (y| f(z, A, B,...)|p) 
=~ (p|f({Z}, {A}, {B},..-)|p) 
= 2 f(Es, A;, By, «..)-Py. (43) 


(Zur Abkiirzung sind die geschweiften Klammern in {£},, usw. fortgelassen.) 
_ Dieser Ausdruck ist aber identisch mit dem Ausdruck (15), der im klassischen 


1) Freilich gibt es eine unendliche Zahl von Linearkombinationen (34) der endlich vielen 
£7,in der Zelle J, aber jede Linearkombination soll als das korrespondenzmafige Gegen- 
} stiick eines klassischen Ensembles betrachtet werden, wahrend die einzelnen £7, mit ein- 
{ zelnen Phasenpunkten iibereinstimmen (vergleiche § 14). 

' 2) Die durch ~ angegebene Naherung ist nur zulassig, falls f eine geniigend glatte 
_ Funktion ist, damit die Ungenauigkeiten AZ, 4A, AB,... belanglos sind. Das ist die- 
_ selbe Bedingung, die auch in’§ 11 auftrat; es ist klar, dag’ Funktionen, die innerhalb der 
MeBungenauigkeiten stark variieren, experimentell unbestimmbar sind. 
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Fall fiir den Scharmittelwert von f{(H, A, B,...) iber ein Ensemble galt’). 
Deshalb eriibrigt sich in der Quantenmechanik die Einfiihrung eines Ensembles, 
denn schon ein einziger ,,sauberer Zustand: p wird, in Hinblick auf seinen 
groben Aspekt, durch Wahrscheinlichkeiten P, beschrieben. 

Zur naheren Erlauterung dieser Verhaltnisse moge folgendes dienen. Das 
Korrespondenzprinzip besagt, dafi bei hoher Energie die quantenmechani- 
sche Beschreibung mit der klassischen tibereinstimmt. Genauer: es ist még- 
lich, durch geeignete Wahl der Koeffizienten a, in der Entwicklung (32), 
,spezielle Wellenpakete“ p(q, t) zu konstruieren, fiir die sowohl die q, wie 
die », ziemlich scharf definierte Werte 9,, bzw. p, haben; die Anderung, die 
diese GréBen -9;,, ~, wahrend der Fortpflanzung des Wellenpakets erleiden, 
ist gerade die durch die klassischen Bewegungsgleichungen (3) bestimmte. In 
dieser Weise kann jede klassische Teilchenbahn, sofern ihre Energie nicht zu 
klein ist, durch eine Wellenfunktion ziemlich treu abgebildet werden. Um- | 
gekehrt jedoch ist nicht jede Wellenfunktion ein spezielles Wellenpaket; 
vielmehr wird ein willkirlich vorgegebenes y sich iiber sehr viele Werte der 
dx, Py Nahezu gleichmaBig ausbreiten. Der oben erwaihnte Satz besagt nun, 
daB, genau wie ein spezielles Wellenpaket mit einem einzelnen Phasenpunkt 
korrespondiert, eine allgemeine Wellenfunktion y mit einer Gesamtheit 
klassischer Phasenpunkte korrespondiert, also mit einem klassischen En- 
semble. Die Verteilungsdichte dieses korrespondierenden Ensembles ist 
dadurch bestimmt, daB der auf eine beliebige Phasenzelle J fallende Bruch- 
teil aller Punkte gleich der in (37) definierten Zahl P, sein soll; die genaue 
Verteilung innerhalb jeder Zelle ist aber belanglos. 

Kin Beispiel dieses Tatbestandes liefern die Schwankungserscheinungen. 
Sowohl klassisch wie quantenmechanisch berechnet sich die Streuung eine 
makroskopisch wahrnehmbaren Grof8e A zu 


(ACh ake faites Aj Fas (2) A; P,;)? 


1 
= > AAs ae A,;)? ! a Py. 


Klassisch aber wird sie dadurch hervorgerufen, da8 ein Ensemble statt eines 
einzigen Phasenpunktes betrachtet wird; quantenmechanisch hingegen ist 
sie identisch mit der quantenmechanischen Unbestimmtheit des Operators A 
im Zustand yp. 


§ 15. Die Zeitabhangigkeit der P, 


Die vorangehenden Erérterungen beziehen sich nur auf den augenblicklichen 
Zustand zu einem bestimmten Zeitpunkt. Es soll jetzt untersucht werden, 
wie die experimentell gegebene Tatsache zu verstehen ist, da® dieser augen- 
blickliche grobe Zustand, d. h. die Angabe der P,, geniigend Informationen 
enthalt, um auch das kiinftige Verhalten des Systems zu determinieren. 


1) Dieses Ergebnis wurde durch die doppelte Verwendung des Symbols () in (10) und (48) « 
vorweggenommen. 
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Die Evolution des Zustandes y ist durch die Schrédingergleichung (31) 
® gegeben. Fiir die Koeffizienten 6,,(¢) in (35) folgt aus (32) nach kurzer Rech- 


‘I nung b,,(t) ar (Jt| U (t)| J’) by (0), (44) 


} wo der unitare ,,Evolutionsoperator‘ U (t) gegeben wird durch 

(Jt| U()| Je’) cae (E] Pn) oP Balh (Dn| Eqn’). (45) 
; Aus (44) und der Definition (37) folgt 

P= SX {SIV OTTO O/T I by e(0) Bre (0). (48) 


1) Zur Bestimmung der P,(é) geniigen also zunachst die P,;(0) nicht, vielmehr 
% mu8 man samtliche Koeffizienten 6,,(0) kennen, also den ganzen Mikro- 
) zustand. Dieser Sachverhalt ist dem klassischen Fall genau analog: auch dort 
® gentigt es zum Voraussagen der Zukunft eines Gases zundchst nicht, etwa 
_die Verteilung von Druck und Temperatur am Anfang zu kennen, sondern 
f man mu die Koordinaten und Impulse aller Molekiile zur Berechnung 
) heranziehen. Wir wissen aber auch aus der klassischen Theorie, daB fiir fast 
} alle Anfangszustande die spitere Evolution sich nur unmerkbar wenig von 
! einem mittleren Verhalten unterscheidet, fiir dessen Berechnung die genaue 
# Kenntnis der molekularen Grofen nicht erforderlich ist. Es ist jetzt unsere 
_ Aufgabe, auch in der Quantenmechanik ein derartiges mittleres Verhalten her- 
' auszuschalen, fiir dessen Bestimmung die zur groben Zustandsbeschreibung 
) gehorigen Groen P,(0) ausreichen. Dabei werden wir wieder gewisse An- 
} nahmen iber die a priori Wahrscheinlichkeiten der Anfangszustande in Kauf 
| nehmen miissen. 

| Betrachten wir die Doppelsumme (46)! Die Terme mit J’ =J"’,/ =v’ 
| sind sicherlich reell und nicht negativ. Die Terme aber mit zwei verschiedenen 
| Koeffizienten 6 sind komplex und ihr komplexes Argument ist aus den Argu- 
' menten der Koeffizienten 6 und der Matrixelemente von U (t) zusammen- 
| gesetzt. Diese Terme bilden also eine grofke Menge von komplexen Zahlen, 
| welche, sofern die Koeffizienten b;,(0) des Anfangszustandes nicht in sehr 
_raffinierter Weise ausgewahlt sind, unregelmaRig in der komplexen Zahl- 
 ebene verbreitet sind. Wir werden daher die Annahme machen, da sie in 
_ der Doppelsumme einander praktisch vollstaéndig wegheben, so da8 nur die- 
| jenigen Terme iibrigbleiben, von denen wir wissen, daB sie positiv sind. Da- 
_ durch vereinfacht (46) sich zu 


PAt), = sre Inet 


Damit sind aber noch nicht die P,(t) durch die P,(0) ausgedrickt. Wir 
miissen noch eine zweite Unordnungsannahme zulassen, némlich, dafi die 
Absolutwerte |b,,(0)|? ebenfalls unregelmaBig schwanken, so dafi sie in der 
Summe durch ihre Mittelwerte ersetzt werden diirfen: 


S lo(0)l = 5 
; (0) 
|b, (0) |? > peeOHCL bar = G, 0 


U (t)| J’e’) 


“t byry (0)|?. 
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So bekommen wir endlich 


Py(t) =X Try) Py (0); (47) 
mit Tr y(t) = GPS |i UI’). (48) 


Die Gleichung (47) ist identisch mit der klassischen Gleichung (22) (bis auf 
die Bezeichnungsweise der Matrix 7’). In den nachsten Paragraphen wird 
gezeigt, da dieser Matrix dieselben Eigenschaften zukommen, wie sie fiir 
das klassische Gegenstiick abgeleitet wurden. 


§ 16. Eigenschaften der Matrix T'; z(t) 


Die Matrixelemente 7',,-(t) sind offenbar positiv oder Null, und die Summe 
der Elemente in jeder Spalte ist gleich eins: 


X Tay) = GF F(X IV OTOP =6F YL = 1 


Se 


wegen der Unitaritat von U. Es ist daher erlaubt, sie als (zeitabhangige) Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten zu bezeichnen. Etwas weniger trivial ist der Be- 
weis der Symmetrieeigenschaft. 

Wir betrachten nur den Fall, in dem alle ZustandsgréBen LH, A, B,..., die 
zur Definition der Phasenzellen herangezogen wurden, gerade Funktionen 
der Impulse p, sind, so daB die zugehérigen Operatoren in der q-Darstellung 
nicht nur hermitisch, sondern auch (wegen py = — ihO/Oq,) reell sind. Dann 
kénnen sowohl die Eigenfunktionen ¢, reell gewahlt werden, als auch die 
—;,, denn man iiberzeugt sich leicht, daB die sukzessiven Hauptachsentrans- 
formationen in § 13 alle reell sind. Deshalb gilt (&).|@n) = (al €s.), So daB die 
Matrix (45) symmetrisch ist, und wegen (48) 


Ty 3 (t) Gy => |(Je| U (t)| J’e’ |? = Tey (t) Gy. 


ist. 


§ 17. Die Unordnungsannahme 


Das Ziel der Unordnungsannahme war, den Schlu8 von (46) auf (47) zu er- 
méglichen. Formal konnte dasselbe Resultat auch in folgender Weise erreicht 
werden. Statt in (46) eine einzige Reihe von Koeffizienten b,,(0) zu betrach- 
ten, nimmt man den Mittelwert iiber simtliche Koeffizientenreihen, die mit 


# 


Daal 


b;,(0)|2 = P,(0) (fiir jedes J) (49) 


vertraéglich sind. Die Gewichtsfunktion bei dieser Mittelung ist dadurch 
bestimmt, da man fiir jedes J die b,,(0) als Koeffizienten eines komplexen 
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G,-dimensionalen Vektors mit gegebener Lange ) P, (0) betrachtet, iiber dessen 
Richtung gemittelt werden soll. In der Tat findet man dann 


Mittelw. [b,.-(0) 03+. (0)] = dy: 7” 6 Py (0)/Gy, (50) 


wodurch (46) sich unmittelbar auf (47) reduziert. Dieses Verfahren gibt sogar 
) das gewiinschte Resultat, ohne daB die G, groB zu sein brauchen; insbesondere 
) kénnte man alle G, gleich eins setzen, und also mit Ubergangswahrschein- 
lichkeiten zwischen einzelnen Zustaénden rechnen1). Allein man hat dabei 
| auch in der Quantenmechanik wieder das einzelne System durch ein En- 
» semble ersetzt und sich also den in § 5 erwahnten Bedenken ausgesetzt. Wich- 
tiger aber ist der Einwand, da® dieser Kunstgriff nur fiir t = 0 aushilft; 
| in § 18 werden wir einer wiederholten Unordnungsannahme bediirfen, die 
- sich nicht durch die Einfiihrung eines Ensembles beheben 1aBt. 
! Es seien also die G, groBe Zahlen. Wir behaupten, daB in diesem Fall der 
| Ubergang von (46) auf (47) fir fast alle zulassigen Anfangszustinde »(0), 
| d.h. fiir fast jede Wahl der Koeffizienten 6;,(0) mit der Einschrinkung (49), 
) gerechtfertigt ist. Diese Behauptung hat nur Sinn, wenn der Ausdruck ,,fast 
_ alle“ erklart worden ist, d. h. wenn angegeben ist, wie die Koeffizienten- 
/ reihen b;,(0) gezahlt werden sollen. Wir kénnen etwa verabreden, daf dazu 
| die oben eingefithrte Gewichtsfunktion benutzt werden soll. Unsere Behaup- 
| tung ist dann gleichwertig mit der Aussage, da8 das Absolutquadrat des 
_ Unterschieds zwischen (46) und (47), wenn nach obigem Verfahren gemittelt, 
_ sehr klein ist; auf die explizite Nachrechnung werden wir verzichten. 
Man konnte einwenden, da in dieser Weise doch wieder eine Gesamtheit 
eingeschmuggelt wird, namlich zur Definition von ,,fast alle“‘. Jedoch ist 
diese Definition weitgehend unabhangig von der speziellen Wahl der Ge- 
_ wichtsfunktion; der Inhalt des Ausdrucks ,,fast alle“‘ (oder etwa ,,erdriickende 
) Mehrzahl“‘) andert sich nicht, wenn die Gewichtsfunktion stetig abgeaindert 
) wird. Wir brauchen also nur eine abgeschwachte Hypothese fiir die a priori 
Wahrscheinlichkeit; eine derartige Hypothese liegt jeder Anwendung von 
| Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen auf physikalische Prozesse zugrunde, wie 
? von POINCARE (41) betont wurde. 
Wenn aber die Gewichtsfunktion einschneidend abgeandert wird, kann man 
zu einem verschiedenen Resultat gelangen. Betrachten wir z. B. ein Gas von 
ununterscheidbaren Teilchen. Falls das Orthogonalsystem &,, nicht schon 
/ gleich am Anfang auf symmetrische bzw. antisymmetrische Funktionen ein- 
geschrinkt wird, wiirde die oben gewahlte a priori Wahrscheinlichkeit zu 
physikalisch unrichtigen Aussagen fiihren. Um das richtige Ergebnis zu er- 
langen, mu8 man jeder Koeffizientenreihe, die nicht ein symmetrisches, bzw. 
antisymmetrisches y liefert, das Gewicht Null zuschreiben. Da8 die a priori 
Wahrscheinlichkeit in dieser Weise gewahlt werden mu8, kann nur der Er- 
fahrung entnommen werden. Also: die genaue Wahl der a priort Wahrschein- 
lichkeit ist unwesentlich, aber zwei grundverschiedene Gewichtsfunktionen 


1) Dieses Verfahren benutzt z. B. TOLMAN (36), siehe auch BECKER (17, sein Hinweis 
auf meine Arbeit beruht wohl auf einem Mifverstindnis). KEMBLE (16) kommt zum 
selben Resultat, sein Gedankengang kommt jedoch dem unsrigen etwas naher. 
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kénnen zu verschiedenen Resultaten fiihren; in diesem Falle kann nur die Er- 
fahrung entscheiden?). 

Fir physikalische Anwendungen ist nur das Verhalten der erdriickenden 
Mehrzahl maBgebend, aber fiir das richtige Verstindnis spielen die Aus- 
nahmefialle eine wesentliche Rolle. Erstens machen sie klar, daB es keine un- 
stetige Abgrenzung zwischen ,,statistischen Systemen“ und ,,mechanischen 
Systemen‘' gibt: bei allmihlicher Abnahme der Zahl der Freiheitsgrade 
werden die Ausnahmefalle immer weniger selten, bis sie nicht mehr als Aus- 
nahmen betrachtet werden kénnen, und daher die statistische Betrachtungs- 
weise nicht mehr angemessen ist. 

Zweitens liefern sie auch die Antwort auf den Loscumiprschen Umkehrein- 
wand. Dieser besagt, daB die ganze bisherige Ableitung auch auf die ent- 
gegengesetzte Zeitrichtung angewendet werden kann; das wiirde zur Glei- 


chung 
P;(0) eee’ Ty 5'(t) Pa (t) 


fihren, welche nur mit (47) vertraglich ist, falls 7',;-(t) die Einheitsmatrix ist. 
Jedoch hat eine Wellenfunktion, die sich von 0 bis ¢ dem mittleren Verhalten 
(47) anschlieBt, zur Zeit t nicht mehr willkirlich verteilte Koeffizienten 
b;,(t); vielmehr sind sie so beschaffen, daB sie hinsichtlich der riickléufigen 
Betrachtung einen Ausnahmefall bilden. 

Drittens sollen die Ausnahmefalle die Antwort auf den Zzrmexoschen 
Wiederkehreinwand bilden. In der Quantenmechanik kann derselbe etwa so 
formuliert werden. In der Entwicklung (32) ist es stets mdglich, sehr groBe 


Werte vont zu finden, fiir die jede Phase H,t/h praktisch gleich einem Multi- 


plum von 2 z ist; fiir solche ¢ gilt y(t) ~ y(0). Wenn also der Anfangszustand 
y(0) kein Gleichgewichtszustand war, so wird in der Zukunft derselbe Nicht- 
gleichgewichtszustand unendlich viele Male wiederkehren und sei es auch 
mit ungeheuer langen Zwischenzeiten. Dieser Widerspruch zu (46) kann aber 
so verstanden werden, da jede Koeffizientenreihe b,,(¢) nach sehr langer Zeit 
wohl einmal in einen Ausnahmefall geraten muB, wobei die makroskopische 
Gleichung (47) verletzt wird. 

Diese kurze Besprechung der beiden bekannten Paradoxa ist selbstverstaind- 
lich nicht erschépfend. Sie soll nur betonen, da% die Resultate der statisti- 
schen Mechanik nicht zwangslaufig aus den Bewegungsgleichungen abgeleitet 
wurden. Vielmehr muBten Unordnungsannahmen gemacht werden, welche 
besagen, dafX gewisse ,,Ausnahmefalle“‘ auBer acht gelassen werden kénnen. 


1) Neuerdings haben BoHM und ScHUTZzEr (42) die Auffassung vertreten, daB die Er- 
gebnisse sogar von der Wahl der Gewichtsfunktion vollstdndig unabhangig seien, weil 
die Ausnahmefialle nur eine Menge vom Mafe Null (Nullmenge) bilden und daher, un- 
geachtet der Gewichtsfunktion, in Wirklichkeit nie vorkommen. Aber diese Null- 
mengen entstehen nur bei dem mathematischen Grenziibergang; bei wirklichen physi- 
kalischen Systemen haben sie ein zwar sehr kleines, aber doch von Null verschiedenes 
Ma8. Obendrein sind Nullmengen auch in der Physik nicht immer mit der Wahrschein- 
lichkeit Null belegt, wie obiges Beispiel der ununterscheidbaren Teilchen zeigt: unter 
allen Koeffizientenreihen 6y7,(0) bilden diejenigen, die zu einer symmetrischen, bzw. 
antisymmetrischen Wellenfunktion gehéren, eine Nullmenge. 
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} Freilich wurde es durch den Formalismus nahegelegt, dieselben als Ausnahme- 
i fille zu betrachten, aber daB sie auch tatsdchlich in der Natur selten auf- 
» treten, kann nur durch die Erfahrung nachgewiesen werden. 


| § 18. Der Markoff-Charakter 


Die Gleichung (47) gilt, sobald der Anfangszustand unsere Unordnungs- 
annahme beziiglich der Koeffizienten },;,(0) erfillt, aber sie ist noch nicht 
sehr niitzlich, weil die Zeitabhangigkeit der 7',,(¢) noch unbekannt ist. Um 
dartiber naheres aussagen zu konnen, gehen wir in genau derselben Weise vor, 
die im klassischen Fall den SchluB von (22) auf (30) vermittelte. Das Zeit- 
intervall (0, t) wird in kurze Abschnitte der Lange 1 zerlegt und die Anderung 
der P,; in jedem Abschnitt wird mittels (47) berechnet. Das ist aber nur dann 
gerechtfertigt, wenn an jedem Trennpunkt zweier Abschnitte die Koeffi- 
zienten b,;,(mt) dieselbe Unordnungsannahme erfiillen, die im vorigen 
Paragraphen zunachst nur fiir den Anfangszustand gefordert wurde. 

Falls diese ,,wiederholte Unordnungsannahme“ erfiillt ist, folgt ohne weiteres 
die Giltigkeit der Gleichungen (24) bzw. (30), die in § 9 abgeleitet wurden. 
Auch die Symmetrieeigenschaft (29) bleibt zu Recht bestehen, nur da die 
G, jetzt nicht das Phasenvolumen, sondern die Dimensionszahl der Phasen- 
zellen bedeutet. Damit ist der Schritt von der zeitumkehrbaren Schrédinger- 
gleichung zur nicht-zeitumkehrbaren Fundamentalgleichung erledigt. Alle 
in der Einleitung erwahnten Folgerungen sind also auch quantenmechanisch 
begriindet, es sei denn, daB eine dem klassischen Fall analoge Unordnungs- 
annahme gemacht werden muBte. 

Wir wollen jetzt diese wiederholte Unordnungsannahme einer naheren 
Betrachtung unterziehen. Einerseits ist in der Tat plausibel, daB die in § 15 
eingefihrte Unordnungsannahme, die ja durch die erdriickende Mehrzahl 
der Hilbertvektoren befriedigt wird, nicht nur fiir y(0), sondern auch fiir 
y(t), p(2 T),... zutrifft+). Die Lage ist daher grundverschieden von derjenigen 
in der alteren Behandlung der Quantenstatistik. Dort mu8te die viel starkere 
Annahme gemacht werden, daf der Zustand anfangs aus einem einzigen 
Eigenvektor gp‘? des ungestérten Hamiltonoperators bestehe, oder etwa 
aus einem ,,Gemisch‘‘ solcher, und daB dasselbe wiederum am Ende jedes 
Zeitabschnittes t zutrafe. Diese Annahme ist jedoch fiir ¢ = 0 sehr erkiin- 
stelt, und fiir ¢ = tT, 2 t,... geradezu mit den Gesetzen der Quantenmechanik 
in Widerspruch. 

Andrerseits ist die Notwendigkeit einer ganzen Reihe von Annahmen beziig- 
lich der sukzessiven Zustinde in einer Reihe von Zeitpunkten unbefriedi- 
gend, da diese Zustinde im Prinzip alle durch den Anfangszustand festgelegt 
sind. Ein einziges Kriterium, das bei gegebenem Anfangszustand zu ent- 
scheiden gestattet, ob innerhalb eines gegebenen Zeitraumes ein Ausnahme- 
fall eintreten wird oder nicht, wiirde den Anspriichen, die man an eine physi- 
kalische Theorie zu stellen pflegt, besser geniigen. Dazu soll jedoch folgendes 
bemerkt werden. Im Prinzip ist die Annahme, daB w(t), (2 7), ... keine Aus- 
1) Wenn dem nicht so wire, so wiirde die Bevorzugung des Anfangspunktes wenigstens 
einer niheren Rechtfertigung bediirfen. 
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nahmevektoren sind, eine implizite Bedingung fiir den Anfangszustand 
y(0). Um aber diese Bedingung explizite in den 6,,(0) auszudriicken, muB der 
Zusammenhang dieser Koeffizienten mit den 6,,(t), 5,.(2 7),.... gefunden 
werden; es miissen also die mikroskopischen Bewegungsgleichungen geldést 
werden, was eben unmoglich ist. Daher ist die statistische Mechanik nicht 
imstande, ein genaues Kriterium aufzustellen, welches bei gegebenem 
mikroskopischem Anfangszustand w(0) aussagt, wie lange y(t) der makrosko- 
pischen Fundamentalgleichung gehorchen wird, d.h. also, wann zum ersten 
Mal ein Ausnahmefall eintreten wird. Man verlangt ja etwa von einem rech- 
nerischen Naherungsverfahren auch nicht, daB es imstande sei, den genauen 
Zahlenwert der gemachten Fehler zu berechnen, denn das wirde gleich- 
bedeutend mit der exakten Lésung sein! 

Diese Bemerkung schlieBt natiirlich nicht die Moglichkeit aus, gewisse Resul- 
tate abzuleiten, welche eine vollstandige Loésung der Bewegungsgleichungen 
nicht benétigen. In der Tat ist es VAN HoveE (43) gelungen, fiir einen spezi- 
ellen, der Stérungstheorie zuginglichen Fall eine Klasse von Anfangs- 
zustanden anzugeben, fiir die die Fundamentalgleichung (30) wahrend einer 
gegebenen Zeitdauer sicher erfillt ist. Eine genauere Diskussion seiner 
Arbeit wiirde jedoch den Rahmen dieses Berichtes tiberschreiten. 


Utrecht (Niederlande), Instituut voor Theoretische Fysica, Maliesingel 23 


Literatur 


(1) L. BoLtzMann, Vorlesungen iiber Gastheorie, I und II (Leipzig 1896, 1898). 

(2) J. W. Gisss, Elementary principles in statistical mechanics (New York 1902). 

(3) P. und T. EHRENFEST, Encyklopidie mathem. Wissens., Band 4, Nr. 32 (Leipzig 
1912). 

(4) D. TER Haar, Rev. Mod. Phys. 27, 289 (1955). 

(5) J. DE BorER, Reports on Progress in Physics 12, 305 (1949). 

(6) E. W. MonTROLL u. M. S. GREEN, Annual Rev. Phys. Chem. 5, 449 (1954). 

(7) I. PR1GOGINE, Annual Rev. Phys. Chem. 6, 457 (1955). 

(8) W. Pauxi, Sommerfeld Festschrift (Leipzig 1928), S. 30. 

(9) P. JoRDAN, Statistische Mechanik auf quantentheoretischer Grundlage (Braun- 
schweig 1933); J. KE. MAYER u.M. GOEPPERT MAYER, Statistical Mechanics 
(New York 1940), Kap. 2. 

(10) R. von Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik 
und theoretischen Physik (Leipzig 1931), § 16; M. FREcHET, Méthode des fonc- 
tions arbitraires, théorie des événements en chaine dans le cas d’un nombre fini 
d’états possibles (Paris 1938); W. FELLER, An introduction to probability theory 
and its applications, Vol. 1 (New York 1950), Kap. 15. 

(17) L. ONSAGER, Phys. Rev. 37, 405 (1931); 88, 2265 (1931); H. B. G. Casimir, 
Rev. Mod. Phys. 17, 343 (1945); S. R. bE Groot, Thermodynamics of irrever- 
sible processes (Amsterdam 1951). 

(12) R. T. Cox, Rev. Mod. Phys. 22, 238 (1950); 24, 312 (1952). 

(13) N. G. van KaMPEN, Physica 20, 603 (1954). 

(14) E.C. G. StUECKELBERG, Helv. Phys. Acta 25, 577 (1952); J. S. THOMSEN, 
Phys. Rev. 91, 1263 (1953). | 

(15) P. T. LANDSBERG, Phys. Rev. 96, 1420 (1954). 


Grundlagen der Statistischen Mechanik der Irreversiblen Prozesse 437 


(16) E. C. KemBie, The fundamental principles of quantum mechanics (New York 
1937). 

(17) D. TER Haar, Elements of statistical mechanics (New York 1954); R. BECKER, 
Theorie der Warme (Berlin 1955). 

(18) E, A. UEHLING u. G. E. UHLENBECcK, Phys. Rev. 48, 552 (1933); siehe auch den 
Bericht von J. DE Borer u. R. B. Birp in: J. O. HirscHFELDER, C. F. Curtiss 
u. R. B. BirD, Molecular theory of gases and liquids (New York 1954), Kap. 10. 

(19) A. SMEKAL, Encyklopidie mathem. Wissens., Band 5, Nr. 28 (Leipzig 1926); 
A. J. F. SIEGERT, Phys. Rev. 76, 1708 (1949). 

(20) R. E, PEIERLS, Quantum theory of solids (Oxford 1955). 

(21) H. B. CALLEN u.T. A. WELTON, Phys. Rev. 88, 34 (1951); H.B. Catien, 
M. L. BarascuH u. J. L. Jackson, Phys. Rev. 88, 1382 (1952); auch J. WEBER, 
Phys. Rev. 90, 977 (1953). 

(22) R. K. WanGsNESs u. F. BLocn, Phys. Rev. 89, 728 (1953). Siehe auch die kriti- 
sche Untersuchung von U. Fano, Phys. Rev. 96, 869 (1954). 

(23) J. von NEUMANN, Z. Physik 57, 30 (1929); W. Pautr u. M. Fierz, Z. Physik 
106, 572 (1937). 

(24) G. Lupwia, Die Grundlagen der Quantenmechanik (Berlin 1954), Kap. 5; Z. Phy- 
sik 185, 483 (1953). 

(25) H. KUmMEL, Nuovo Cim. (10) 1, 1057 (1955); 2, 877 (1955); Z. Physik 148, 219 
(1955); Z. Naturforschung, 11a, 15 (1956). 

(26) E.T. WHITTAKER, Analytische Dynamik der Punkte und starren Kérper 
(Deutsche Ubersetzung, Berlin 1924) § 134. 

(27) S. CHANDRASEKHAR, Rey. Mod. Phys. 15, 1 (1943); M. C. Wanc u. G.E. UHLEN: 
BECK, Rev. Mod. Phys. 17, 323 (1945); P. LEvy, Processus stochastiques et mouve- 
ment brownien (Paris 1948). 

(28) L. RoSENFELD, Acta Phys. Polon. 14, 3 (1955). 

(29) M. S. GREEN, J. Chem. Phys. 20, 1281 (1952). 

(30) T. YAMAMOTO, Progr. Theor. Phys. 10, 11 (1953). 

(31) J. G. Kirkwoop, J. Chem. Phys. 14, 180 (1946). 

(32) R. H. Fowcer u. E. A. GUGGENHEIM, Statistical thermodynamics (Cambridge 
1939); M. J. KLEIN, Phys. Rev. 87, 111 (1952). 

(33) P. G@. BERGMANN, Phys. Rev. 84, 1026 (1951); P. G. BERGMANN u. A. C. THomM- 
SON, Phys. Rev. 91, 180 (1953); H. L. Friscu, Phys. Rev. 91, 791 (1953). 

(34) A. I. Karncuin, Mathematical foundations of statistical mechanics (Englische 
Ubersetzung, New York 1949). 

(35) E. Hopr, Ergodentheorie (Ergebnisse Mathem. Grenzgebiete 5, Leipzig 1937). 

(36) R. C. ToLtMaANn, The principles of statistical mechanics (Oxford 1938). 

(37) E. C. KEMBLE, Phys. Rev. 56, 1013 (1939). 

(38) Siehe z. B. den Bericht von A. Bour u. B. R. MoTTELSON in: K. SIEGBAHN, 
Beta- and gamma-ray spectroscopy (Amsterdam 1955), S. 468. 

(39) E. P. WiGNER, J. Chem. Phys. 22, 1912 (1954). 

(40) J.von NEuMANN, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (Berlin 
1932). 

(41) H. PotncarE, Calcul des probabilités (Paris 1896), S. 126ff. 

(42) D. Boum u. W. ScHUTZER, Nuovo Cim. Suppl. (10) 2, 1004 (1955). 

(43) L. VAN Hove, Physica 21, 517 (1955). 


30 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


,»Fortschritte der Physik‘‘ Bd. 4, 438 — 517, 1956 


Probleme der Quantenfeldtheorie’) 
Von N. N. BoGOLJUBOW und D. W. SCHIRKOW 


II. Beseitigung der Divergenzen aus der Streumatrix’) 


§ 1. Die Divergenzen zweiter und dritter Ordnung der Streumatrix in der Spinor- 
elektrodynamik. 

§ 2. Allgemeine Regeln fiir die Beseitigung der Divergenzen aus der S-Matrix. 

§ 3. Klassifikation der Theorien nach ihrer Renormierbarkeit. 

§ 4. Allgemeine Form der Kontra-Glieder in der Spinorelektrodynamik. 

§ 5. Renormierung von Masse und Ladung in der Spinorelektrodynamik. 

Literatur. 


§1. Die Divergenzen zweiter und dritter Ordnung der Streumatrix in der 
Spinorelektrodynamik 


Die am SchluB des ersten Teils dieses Artikels (1) formulierten FEYNMAN- 
schen Regeln fiir die Matrixelemente fiihren zu einer Darstellung dieser 
Matrixelemente als Integrale tiber die Viererimpulse der Ubergangsteilchen. 
In den einfachsten Fallen (z. B. bei der COMPTON-Streuung, der Paarvernich- 


mate 


a b c 
Abb. 1. 


tung usw.) lassen sich diese Integrale in trivialer Weise mit Hilfe der so- 
genannten ,,Knoten“-d-Funktionen auswerten, die den Erhaltungssatz fir 
den Viererimpuls in den einzelnen Knoten der entsprechenden Graphen aus- 
driicken. Enthalt der Graph innere Linien, die virtuellen Teilchen ent- 
sprechen, so reicht jedoch die Anzahl der Knoten-d-Funktionen nicht zur 
Auswertung aller Integrale aus, und die Funktion F (p’, p) in (I. 6,26)3) laBt 
sich nur als mehrfaches Integral darstellen. Hierbei zeigt es sich, daB solche 
Integrale im allgemeinen fir das Gebiet groBer Impulse divergieren. Beispiels- 
weise divergieren die Matrixelemente fiir die CoMPTON-Streuung und die 


1) Ungektirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 57, 3 (1955). 

*) Ubersetzung von Teil I in Fortschr. d. Phys. 8, 439 (1955). 

3) Die rémische Zahl I vor der Nummer einer Formel bedeutet, daB es sich um eine 
Formel aus dem ersten Teil dieses Artikels (1) handelt. 
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Paarvernichtung fiir hGhere Ordnungen alse? (e* und héher). Auch die Matrix- 
elemente zweiter Ordnung, die den in Abbildung 1 dargestellten Graphen 


_ entsprechen, divergieren. 


Wir betrachten ein Glied der Streumatrix, die dem Graph Abbildung la 
entspricht : 


—Ane*:y (x) Dg" y" S* (x — y) y® Ds (x — y) p(y): (1,1) 
und schreiben es in der Form 
:y (x) XL (xe — y) p(y):, 
wobei gilt 
2 (% — y) = — 4m? S' g** y, 8° (x — y) y® Di (x — y). (1,2) 


Durch eine einfache Rechnung kann man sich tiberzeugen, daB die FOURIER- 
Transformierte 2(p) der Matrix 2 (x — y) 


1 ; 
2a) =o aate Pe Y2Kp) 4 


in folgender Weise in das Matrixelement der S-Matrix eingeht: 


F (p',p) ~u (p') 2 (p)u(p) (p' =p). 


Hierbei sind wu und u die Spinoramplituden, die den Feldfunktionen y und p 
entsprechen. Die Konvergenz des Matrixelements F hingt daher nur von der 
Konvergenz der Matrix 2(p) ab. Wir erinnern daran, da die Kausal- 
funktionen in der Impulsdarstellung folgende Form haben [vgl. (I. 6,15) und 


(I. 6,16)]: 1 
D? (k):= A aeae (1,3) 
m + p 
e a ee a 4 
S° (p) m: — p? —ie 2) 
Dann ergibt sich fiir 2'(p) 
4x 
S(p) = — aan = att [ dks (k) y" S° (p — k) y” 
e nn + dk n p—k+m n 
Re Gaia aiead GE ee anim ae noite 


Bei groBen k nimmt der Integrand wie k~* ab, und das Integral 
[es -dtk 


divergiert infolgedessen im allgemeinen linear. 

Wie wir sehen, fiihren also die rein formal angenommenen Reduktionsregeln 
auf Produkte von Kausalfunktionen in diesem Fall zu einem sinnlosen Er- 
gebnis. 

30* 
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Im wesentlichen kommt hier der Umstand zur Geltung, da8 wir das Produkt 
singulirer Funktionen nicht als integrierbare singulare Funktion definiert 
haben. Um also die Koeffizienten des chronologischen Produktes 


T {L (2), L(x2)} 


als integrierbare, uneigentliche Funktionen definieren zu kénnen, benutzen 
wir ahnlich wie in (I. § 2)1) einen Grenziibergang. Zu diesem Zweck be- 
trachten wir zundchst einen fiktiven Hilfsfall, in dem die Operatorfunktionen 
des Feldes gewissen Vertauschungsrelationen geniigen, in denen die Kausal- 
funktionen A¢ durch die Funktionen reg (4°) ersetzt sind. 

In den Ausdruck fiir '(p) hat man jetzt an Stelle von (1,3) und (1,4) folgende 
Funktionen einzusetzen: 


1 
ree Di Ol = — ee OM Pie cs 
A 1 1 
reg [S° (p)] = (p + m) eer Ss 2 Cy wae ail (1,7) 


Es zeigt sich hierbei, daB zur Regularisierung von 2p) eine Hilfsmasse M 
ausreicht. Setzen wir 
Cu —=— ibs 


so finden wir, daB bei groBen Werten von k die Funktion reg [D°(k)] wie k-# 
abnimmt, waihrend reg [S°(p)] wie k-* abnimmt. Infolgedessen konvergiert 
das Integral 


e2 M2 
reg [2 (p)] = i EO" fat (ia UW DF ie * 
(p —k + m) (M? — m?) 
[m® — (p —k)® — ie] (M® —(p —k® — ie] 


fir groBe Werte von k wie 
k 
d* k P 
ane 


Wir untersuchen nun das Verhalten von reg [2 (p)] fiir M — oo bei der Auf- 
hebung der Regularisierung. Es ist zweckmaBig, diese Betrachtung tatsich- 
lich durchzufiihren, indem man reg [2 (p)] explizit ausrechnet. 
Zur Berechnung des Integrals (1,8) benutzen wir folgendes Hilfsverfahren. 
Die Faktoren im Nenner von (1,8) werden folgendermaBen dargestellt : 

1 bias 


a ta(k*—m? tie) 
Ppa alae ni da. (1,9) 


Dy ae 


: (1,8) 


Die Integration tiber k reduziert sich dann auf die Auswertung von Integralen 
vom Gaussschen Typ. Wir stellen deshalb die allgemeinen Rechenregeln fiir 
diese Integrale kurz zusammen. 


1) Das hei®t in § 2 des ersten Teils (1). 
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‘GWir betrachten das typische Integral 


co 2 
[eters de; a> 0, 


—co 


co 


f efter ag eae) dis fur 7 > 0, 7-0, (1,10) 


vauffassen. Zur Auswertung von (1,10) fiihren wir neue Variable ein (drehen 
‘den Integrationsweg in der komplexen t-Ebene): 


12 — — 72; pegs) a ob AL 
V2 
§Dann wird 


co co 


, —art* tod r—int? 
joOeiene fe yee we ay 
2 


—oco —oo 


) Durch Ubergang zu der neuen Variablen 


eT + sees 


yz @ 


| erhalten wir in der Grenze 7 > 0 


oo 


i : - _ibt eg eet 


y2 a 
\ Wir kénnen nun die benétigten vierdimensionalen Integrale vom Typ 


peer Pe) dk, 
i mit k? = (k°)? —¥2; bk = b°ko — bt; dk = dk df. 


4 —oo — 00 


| ausrechnen. 
) Mit Hilfe von (1,11) und der hierzu konjugiert komplexen Formel erhalten 
) wir 


s 


co foo} 
eerily dk ani] CHER a dk x I] ena Giich k*] dk = 
—<05 l<a«3 "4, 


iPpalva ( a m2 — 7 ((0%)—64] 


~ 2 ye} @ 


aie 
also fete dk =e SS: (1,12) 
ta 


i Tw EE 
2. 
iJ 
rS) 
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Differenzieren wir diesen Ausdruck ein- bzw. zweimal nach den Komponenten 
b” und 6”, so erhalten wir 


ib? 
1b" 22 -ZX 
fae dk ase; a> 0, (1,13) 
ib? 
mn ; bn hm 50 Ree 
und [eterna ak wtf - = Geet Gl), ne 
4a a 


Nun kehren wir wieder zur Auswertung des Integrals (1,8) zuriick. Setzen 
wir hier die Integraldarstellungen der singularen Funktionen vom Typ (1,9) 
ein: 


reg [Dé (k)] = i [etm —en (1 — eta M*) day, (1,18) 
i 0 


reg [8° (p)] == 4 (p + m) f eisse*—24 (e—sam* _ ¢-iaeM*) day, (1,16) 
0 


so kénnen wir mit Hilfe der Formeln (1,11) und (1,12) die Integration iiber k 
ausfiihren. Summieren wir noch tiber 7, so erhalten wir 


gaaeP? 
gata —€(a,+ a2) 
reg »' [(p x 
(a, + Via 


X (1 — eta M") (e—tasm? __ e—ias M?) (2m ae 7) a i 


Hier fiihren wir die neuen Variablen 
dy =a GA: a@ =(1—&)a 


ein, beriicksichtigen die JACOBI-Determinante 


und erhalten ‘durch Integration tiber A in der Grenze ¢ > 0 


ie | 
reg [2 (p)] = 5— | dé (2m —pé) I (E, M), 


0 
wobei gilt 
|M? — Ep?| .|& M2 + (1 — &) m? — E(1 — &) p?| 


I(é, M) =1 
oe fee ope Oe eee 
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‘oder nach einer geringfiigigen Umordnung der Glieder 


i 
| 5 2 2) 
fee (2 on) = 35 [deem —peym|e- SFP 4 
0 
' 1 
2 m2 M24 (1—) m®—E (18) 
Boo, | dm — 9010 ee Uae 


(1,17) 


2 1 
| 4 
. Die Zerlegung in (1,17) ist so gewahlt, daB 
‘| x’ (0) =0 und CAME) ie 0), (1,19) 
| Op" |p=0 


{Das erste Glied in (1,17) divergiert bei M — oo logarithmisch. Gehen wir zur 
Konfigurationsdarstellung iiber, so erhalten wir fiir hinreichend groBe M 


meg [2 (x)] = jh (-) (4m —1 | — (5 ae tm)| 6 (x) + 


A 


, Pe Oraed ees, 
+ 2'y (2); aan Duk (1,20) 


i Hierbei bildet die FOURIER-Transformierte der Funktion 2'y (x) x gucite 
7 Glied des Ausdrucks (1,17). Wiederholen wir die Gedankengange von (I. § 2), 
(so kénnen wir uns iiberzeugen, daB 2’; (x) fir M — oo im uneigentlichen 
i Sinne gegen die integrierbare Funktion 


lim Jy (x) = & (2) 
M- oo 
ae deren FOURIER-Transformierte der Ausdruck (1,18) bildet. 
Im Bk genommen kann die Funktion reg [2’(x)] infolge des Faktors 
t In(M/m)? nicht einmal im uneigentlichen Sinne konvergieren. 
s das erste Glied von (1,20) bei 2 + 0 verschwindet, koénnen wir schreiben 


Jani reg [2: (4) ) = 271(4)) “bei cai-=-0. 


M- oo 


Wir haben hier die divergierenden Anteile aus der singularen Funktion 2'(z) 
abgetrennt, miissen jedoch hervorheben, da diese Abtrennung der Singulari- 
_ taten nicht eindeutig ist. 

| 
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Tatsachlich kénnten wir die Formel (1,20) beispielsweise auch folgendermaBex 


darstellen: 
ie 
reg [2'(x)] = _ {in (i) (4m a24 x) .s 
f 0 Vt 
(5 ae —4n)} 6 (x) + 2'y (x), 
es r P 


wobei y eine willkiirliche endliche Masse ist. 

Wir wiirden dann fiir den regularen Anteil 2’, einen Ausdruck erhalten, der 
sich von Yy durch Glieder unterscheidet, die proportional der Funktion 6(z 
und ihrer ersten Ableitung sind. 

Eine Abanderung im gleichen Sinne wiirden wir im endlichen Anteil 2’ auel: 
beim Ubergang zu irgendeinem anderen Regularisierungsverfahren erhalten 
Regularisiert man beispielsweise 2'(p) durch Einfitihrung eines Abschneide. 
faktors unter dem Integral (1,5) (2, 3) 


Wk 
M2 — ?’ 


was bei uns 4quivalent einer Regularisierung lediglich des Photonenanteils 
der Funktion D¢ ist, so 14Bt sich das Ergebnis folgendermaBen schreiben: 


. 2 2) 
reg? [ >’ (z)] = = fs i (4m ab x) ‘i 
i 0 


Hierbei unterscheidet sich die regulare Funktion Y} in der Impulsdarstellung 
von 2” durch die GréBe 


1 
sez f . jez Sa 
_ a (bE —2m)In(d — 8) =F (2m— Fp). 


0 


Man kann also sagen, daB bei der Aufhebung der Regularisierung nicht 
reg [2'(p)] gegen eine bestimmte Grenze geht, sondern etwa der Ausdruck, 
den man erhalt, wenn man von dieser Funktion die ersten beiden Glieder 
der MAc LauRtInschen Reihe abzieht. 


reg [ (p)] —reg [Y (0)] — y O78 L> (I 


n 1,21 
2 ap" p ( 


p=0 


Dieser Ausdruck konvergiert gegen eine Grenze, die vom Regularisierungs- 
verfabren nicht abhangt, denn die Addition eines beliebigen Polynoms erster 
Grades in p zu reg [2” (p)] beeinfluBt das ,,Restglied“ (1,21) nicht. 
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Yen allgemeinen Ausdruck fiir 2’ (p) erhalten wir, wenn wir zu (1,21) ein be- 
Hebiges wealynem ersten Grades i in p hinzufiigen. 


c, (Pp —m) + cym 
ind der allgemeine Ausdruck fiir 2” (p) lautet damit 


. = (p) = raf [fem —P0m ge 


+ ¢, (Pp (p m) + cy m\. (1,22) 


m= — Ep 


[Entsprechend ist in der x-Darstellung der Ausdruck fiir x” bis auf ein Glied 
ie x0: 
ore E ( da —m) +e cam| 6 (2), . 


Wie auch auf Grund allgemeiner Betrachtungen zu erwarten war, kommt die 
/Willkiir in dem betreffenden Glied des 7'-Produktes nur in einer unendlich 
‘zleinen Umgebung des Punktes x = 0 zur Geltung. 

Wir wenden uns nun dem zweiten divergierenden Glied in S, (a, y) zu. Das 
iGlied der Streumatrix, das dem Graph Abbildung 1b entspricht, léBt sich 
}folgendermaBen schreiben 

— 4re?: Sp {A (x) S*(% — y) A (y) S*(y — 2)}: = 

| m,n 

i Hierbei ist 

| II™® (% — y) = — 4me? Sp {y™ 8° (a — y) y* S*(y —=)}. (1,28) 
4 Durch Ubergang zur Impulsdarstellung 


[[™* (x ax y) == res TS® (k) dk, 


1 
(27)8 


) kénnen wir uns iiberzeugen, daB das Integral 


ptm p—k+m 
Si eee Tia (1,24) 


Pp 
| [pdp ~p’. 


Zur expliziten Berechnung von //”" (k) benutzen wir dieselben Verfahren wie 
| zur Berechnung von 2'(p) 
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Unter Verwendung der regularisierten S¢-Funktionen (1,16) fahren wir miti 
Hilfe der Formeln (1,12), (1,13) und (1,14) die Integration tiber p aus. Bet 
der Berechnung der Spur erhalten wir 


2 co co : : ; : 
reg [L mn (k)] = — | da, { daje—*(u+%) (eta — ete. M" x 
0 0 


ia, a,k* 1 
—ia,m*? __ g—ia,M? emtas a 
nk (@, + a) 
10 Ae in a 1 . ‘| 
+. [2k* k™ — g™"k?] — g™® ami. 
ee er ee bears 


Durch Ubergang zu den neuen Variablen 
a = A= Og (l=) A 
und durch Integration tiber A finden wir, daB im Grenzfall groBer M gilt 


2 
reg (/7"* (by] = 5g" (Mt ant) + 


5 e2 2 
=e iy (=) (kn km —gm™k2) + 17'™™ (hk), (1,25) 
3% m 
Hierbei lautet die regulare Funktion J/’™"(k) 
1 
Re A A & (1 — &) m? 
I'm (ky = © (unkm — g ri) | ag(1 —£) In en 5 ee 
6 
Cy lec hime! 
ee g (m =< ak (1,26) 


Gehen wir zur Konfigurationsdarstellung tiber, so erhalten wir fiir hin- 
reichend groBe Werte von M 
2 


reg [J7"* (2)] = 5g" (M® — m?) 4 (x) — 


ie M\2 0 6) 7mn 
Bee gaia easy 08 OO ait Lee 
san (=) E ae 9 ae | § () 4 IR" (0). (1,21) 
Im Grenzfall M -> co konvergiert das Glied J7;7” (x) im uneigentlichen Sinne 
gegen die integrierbare Funktion J7’"" (2): 


lim Tyr” (x) = II’'™* (2), 

M- oo 
deren FOURIER-Transformierte durch die Formel (1,26) gegeben ist. 
Die Beseitigung der Singularitat aus J7”" (2x) ist damit abgeschlossen. Ebenso 
wie im vorhergehenden Fall ist die Zerlegung der Funktion reg [/7”"(z)] 
in einem singularen und einen endlichen Anteil und damit auch der endliche 
Anteil //’”" (x) nicht eindeutig. Man kann zuJ/’”"(k) noch einen beliebigen 
Ausdruck hinzufiigen, der ein Polynom von nicht héherem als zweitem Grade 
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: ‘Jn k darstellt, denn der singulare Anteil ist in diesem Fall ein Polynom zweiten 
vr 


siWie man sich leicht tiberzeugt, tritt in den Matrixelementen die Funktion 
WI"" (k) abnlich wie in der Funktion 5)(p) in folgender Kombination mit den 
Potentialen auf: 
Da A, (kya (bea UK): (1,27a) 
m,n 
| (Bekanntlich besagt die Bedingung der Kichinvarianz, daB alle physikalisch 
| }beobachtbaren GréBen ihren Wert bei einer Eichtransformation der Poten- 


tiale 
Am (2) > Aly (2) = Am (2) + LO) 


[oder in der Impulsdarstellung 
Am (k) > An (k) = Am (k) + ig™™ k™ f (k) 


nicht andern dirfen. 

Die Invarianzforderung an die Matrixelemente der Operatoren vom Typ 

(1,27 a) 
oS, A(R) LOR) AL bye aA (Bh) IT" (b) Ag (kh); 

m,n m,n 


i fiihrt also auf die Bedingung 
1 baie ase 0 el (k) = 0 (1,28) 


: : und hieraus folgt, daB die Funktion //”®" folgendermaBen lauten mu 
IT "(k) pues (k™ kr —gnn k?) ac (k?). (1,29) 


) Kehren wir nun wieder zu den Formeln (1,25) und (1,26) zurtick, so sehen wir, 
daB infolge der Divergenz der Funktion/7”” (k) die Eichinvarianz (1,28) nur 
# fir den reguliren Anteil /7’”” (k) gefordert werden kann. 

i Aus der Formel (1,26) geht hervor, daB man von dieser Funktion unter Be- 
y nutzung der erwahnten Willkiir das Glied 


0; (k"k™ 5 g”" k?) 


| addieren muB, damit J7’”” die Bedingung (1,28) erfiillen kann. 
/ Mit anderen Worten: man kann die Zerlegung (1,27) durch die folgende er- 
» setzen: 


2 
reg 7" (x)] se 553 gm (ar BRO WP als 5) 6 (2) Sos 


9 2 : , 
55 |I (=) — 3¢4| lar ar gn tla —oo 6 (x) + IT'tnv (2). 
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Hierbei ist der endliche Anteil /7;”” (a) invariant gegeniiber einer Eichtran 
formation und hat in der Impulsdarstellung folgende Form: 


Thay (k) = . 
4 a as | m2&(1 — &) fs . 
= (geht) idle esa cer cemy — > |- (1,30) 
0 


Auf ahnliche Weise la8t sich auch das Glied der S-Matrix behandeln, das dem: 
Graph Abbildung le entspricht. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, er-' 
wahnen wir nur, daB die entsprechende Funktion 


R (x, — 2) 


nach der Regularisierung in der Impulsdarstellung folgendermaBen ge-: 
schrieben werden kann: 


R (k) = Ry (k) 5 Raing (M, k), 
wobei fiir M — oo die Funktion R}, (k) gegen den integrierbaren Grenzwert 


lim R’y (kb) = R’ (k) 


M--co 


geht, wahrend Ring gegen ein Polynom der Komponenten des Vierervektors k 
strebt, das wie M* divergiert. 
Wir kommen also zu dem SchluB, da8B das Glied zweiter Ordnung in der Streu- 


matrix Sq (21, %) = 1? T [L (x,), L (x2)] 


in dem betrachteten regularisierten Fall (M <oo) folgendermaBen dar- 
gestellt werden kann 


Sp (ay, X) = 2 Ty [L (2), L (a2)] — 
<5 fay Bla) (52 —m) 8 (4 — a) v (a — 
— at: p (a) 6 (%, — x) p (a): + 
+ a eeu A, (%,) lor se ann i= — Ong" ‘ 6 (a — 2%) Am (2%): + 
ate aN Sg: dy Am (#) 6 (%, — %_) An (2): — 
7 ay Sgn Am (%1) [Tz, 6 (% — %2)] An (%_): + 


oa, 
_ + Being (ae, s) ies rhs) 


+ dieselben Glieder mit 2,7 2}. (1,31) 
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a Hierbei streben die Konstanten aj, a,, a3, a, und a; bei groBen M gegen die 
) Ausdriicke 


ae (Pe Ee ; etm [ay U,) cle ae aI ; 
emer es n pt 0 Eek: 5 A eet o() eget 43 


fund in den Koeffizientenfunktionen des Ausdrucks 74, miissen folgende Zu- 
ordnungsregeln benutzt werden: fiir einfache Linien der FEYNMANschen 


“1 Diagramme verwende man die Funktionen reg (4°) statt 4°, fiir geschlossene 


1) Diagramme die entsprechenden endlichen Glieder 2,, I7 pte und R4,. 

* Es ist dann klar, daB alle Koeffizientenfunktionen in dem Ausdruck 
1 Ty (L (2,), L (#,)} bei der Aufhebung der Regularisierung gegen eine endliche 
4 Grenze streben. 

') Wir sehen auch, daB alle Divergenzen in S, (x,, x) von Gliedern herrihren, 
i die proportional zu 6 (2, — x) und ihren Ableitungen sind, also nur in einer 
7 unendlich kleinen Umgebung des Punktes x, = 2, von Null verschieden sind. 
| In dieser Umgebung ist auch das 7'-Produkt T [LZ (x,), L(x,)], wie in (I, § 4) 
*% erwahnt wurde, nicht ganz bestimmt. 

Y Wir haben also die Moéglichkeit, das Produkt T [LZ (x,), L(2.)] in der Um- 
§ gebung des Punktes x, = 2, durch folgenden Grenzwert zu definieren 


lim Ty [L (x,), L (%2)] = T’ [L (2), L (22). 


Mc 


{ Dadurch ist dann die Integrierbarkeit von S, (x1, 22) gesichert. 

© Es gibt auch eine andere, vollig aquivalente Méglichkeit. Wie in (I, § 4) fest- 
» gestellt wurde, enthalt die allgemeinste Form von 8S, einen beliebigen quasi- 
} lokalen Operator: 


Sy (%1, %) = PT [L (a,), L (%2)] + tAg (a, 22). (1,32) 


Man kann also, ohne zur Grenze M— oo iiberzugehen, den quasilokalen 


i Operator 7A, folgendermaBen definieren: 


t Ag (4, 2) = T [L(2,), L (x )] — Th (L(%), L(%2)]. 


Dann kompensiert er in dem Ausdruck (1,32) alle singulaéren Glieder von 


T | L(x,), L (x,)]. Nach Ausfihrung des Grenztiberganges M — co erhalten wir 
dann S, (21, x2) als integrierbaren polylokalen Operator 


Ss. (xj, %2) = — fies ie (x,), L (%2)]. 


Wie in (I, § 4) gezeigt wurde, la Bt sich ein quasilokaler Operator 1A, tatsach- 
lich stets in den gesamten effektiven LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung 
einfiigen. Zu diesem Zweck hat man in L(x) Glieder L(x) einzufihren,. 
die nach der Integration iiber x die singularen Glieder in S, kompensieren, 


also Stee Te 
i | de +5 [ (PL), La) — 


— Ty [L (a), L ())} dx, day = 0. (1,33) 
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Durch partielle Integration lassen sich diese Kontra-Glieder L®) (x) folgender- 
maBen schreiben: 


} pase 0 Oy = 
Be (2) =a, {5 33(¥ 7 120 9%» v(a)): — mip 
OAs (2) 0An b ¥0 
—a,:y (x) p(x): + dg pager (x) ee . {ope 4) Je 


Ouam™ 
OAn(X)OAy (x) 
+a, > 9%": Am (%) Am ("): + Os OM nt nie cate ees :+ R. (1,34) 


Die Konstanten a, @5, @3, 44, a; und R, die in L) enthalten sind, weisen den 
Faktor e? auf und divergieren (mit Ausnahme von a;) bei M — oo. 
Nachdem wir also das 7'-Produkt in der Umgebung des Punktes x2, = 2% 
vollstiindig festgelegt haben, d.h. den quasilokalen Operator 


4 Az ( (> Sif) ee si [L ( (x); L (2x2)] ae Ty [L ( X,); L (x)] 


iar Cee 


Abb. 2. 


eingefiithrt haben, was aquivalent einer Addition der Kontra-Glieder 


[x mae=z | As (x, y) dy dx 


im LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung | L(x)dzxist (diese Glieder sind 
von der Ordnung e?), nachdem wir ferner den Grenziibergang M -> oo aus- 
gefiihrt haben, erhalten wir fiir die Glieder der Ordnung e? in der S-Matrix 
den regularisierten Ausdruck 


42 
ay | aM dx, T" [L (x,), L (x2)). 


Bei der tiblichen Darstellungsweise (4, 5, 6) spricht man nicht von einem 
Grenztibergang und benutzt als Kontra-Glieder sinnlose divergierende Aus- 
driicke. Unsere Darstellung ist im wesentlichen aquivalent der tiblichen und 
unterscheidet sich von dieser nur durch ihre gréBere Strenge. 

Wir haben nun das Regularisierungsproblem der Matrix in zweiter Ordnung 
‘-bezuglich e vollstindig diskutiert. 

Man kann sich leicht tiberlegen, daB die Glieder héherer Ordnung in der S- 
Matrix durch ein ganz dhnliches Verfahren regularisiert werden. 

Wir betrachten ein Glied dritter Ordnung in der Streumatrix 


S3 (2%, %, x3) = OT [L (2,), L (ag), L (xg)]. (1,35) 
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( Die divergierenden Glieder in S, die Divergenzen zweiter Ordnung enthalten 
@ und etwa den in Abbildung 2 dargestellten Graphen entsprechen, werden 
i gleichzeitig mit der Beseitigung der Divergenzen aus S, durch Glieder vom 


: Typ 7 (L (a), L® (+)] 


) kompensiert, die von der gleichen Ordnung (e) sind wie 83. 

* Spezifische Divergenzen dritter Ordnung kénnen also nur in denjenigen 

' Gliedern von S, enthalten sein, die den in Abbildung 3 dargestellten Graphen ’ 

« entsprechen. 

{ Die Glieder, die den Graphen vom Typ Abbildung 3a entsprechen, heben sich 
| aber in der Summe stets auf; dasselbe gilt fiir die Glieder, die der Abbildung 3b 

* entsprechen. 

4 Tatsichlich sind diese Glieder proportional e# und enthalten keine Faktoren, 

die freien Elektronen und Positronen entsprechen. Beim Ubergang zu den 

_ konjugierten Ladungen andern sich also die entsprechenden Matrixelemente 

um den Faktor (— 1) ; 


pA AA. 


Abb. 3. Abb. 4. 


beschreiben aber infolge des Fehlens realer Elektronen und Positronen die 
gleichen Prozesse. Sie mtissen also verschwinden?). 

Wir brauchen also nur das Glied in S, zu betrachten, das dem Graphen in 
Abbildung 4 entspricht. 

Nach den allgemeinen Regeln hat dieses Glied die Form 


| —r | = * | 


(i V4meP: y (ag) A (a5) p (ag) Y (a2) A (Xe) p (te) P (a) A (ay) y (ay): = 
= 1 V4me >: p (ag) I (x, %, 1 wg) yp (ay) An (a2):, (1,36) 


wobei die ,,Knotenfunktion‘‘ J (x, y|¢) folgendermaBen definiert ist: 

ene ait) ee oar eS og ty? S° (a — S)y'8° (F — y) yD (x — y). (1,37) 
E 

Durch Ubergang zur Impulsdarstellung 


P(e, y] 8) = gaye [ere HO-OT* (p, B dp a, 


1) Diese Behauptung ist ein Spezialfall des bekannten Satzes von Furry (siehe § 4). 
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erhalten wir 


5 2 


é 
I", b) = 385 | 4405 (o — 9) SHo" (8 + HY = 
are! ul dq I q +m n q+k+m I 
— ara 29 Juanes G@—m fie’ (+h? —m pie’ 
(1,38) 


Das Integral (1,38) divergiert bei groBen Werten von q logarithmisch. Zu 
seiner Auswertung benutzen wir unser Regularisierungsverfahren (1,15), 
(1,16). Setzen wir diese Ausdriicke fiir die Funktionen S* und D¢ in (1,38) ein, 
so erhalten wir nach einigen Umformungen der DIRAC-Matrizen 


reg [I™ (p, k)] = 


e2 co co co \ 
= — fda, | day [ dageinr® + iask*—e(a,+0.+ 0s) (| — e—iasM*) yg 
273 1 1 ; 2 3 
0 0 0 


X (e- tam? __ g—ia,M*) (g—iasm* __ g—iasM*) f dqeid' (a +a2+a3)+2 ig(kas—par) 


x [y™ m? + (+ gq) y™ ¢ — 2m (kh + 2q")). 


Fihren wir die Integration tiber q mit Hilfe der Formeln (1,12) bis (1,14) aus 
und gehen zu den neuen Variablen 


Gy Ab; a, = A(l —G— 6s); a= AEs, 
tiber, so erhalten wir nach Integration tiber A im Grenzfall groBer Werte von M 


reg [I (p, k)] = 


1 1—§, 
: : M\? ay Moe 
= ee} ag, | a8, fin (72) +1n|; 182 (1 — bi — &) 
0 0 


a. 


Ei S9) A S3) ter ata ca) 


1—€ 
m2 


e2 a 
m? (1— &)—&, (1— &,) p?— & (1—&,) ? sEE@u|| sa) 2h | 2 
0 0 


+1n 


yrm? —2mk® + ky” (p£,—k&») + 4m (k" E,—p,) + (pe, —k bs)" (pb, —k &) 
m* (1 — &) — & (1 — &) p? — & (1 — &) k? — 28,4, (pk) 


Daraus folgt 


reg [I (p, ky] =— 9 E ( 


2h, sek " 
ys] 4 rien, 0.39 


m 
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| wobei das Glied Ij; im Grenzfall groBer M gegen den endlichen Grenzwert 


F, 7 * (p, k)= 


4 t 1—§, 
ee z : m2(1 — &) 
—— 7" d aé, | i bei. Be 
, 2a” J ef oa m? (1 — &,) — &,p?— &,k? + (Ep — &,k)? : 
| . 1 1—é, 

e 
oa | ah fa 

6 0 


ym? —2mkn + ky” (pé, —kE,) + 4m (ko —p" &,) + (pE,—k Es)y" (p &, —k &) 
m? (1 é,) Ep? Ek? + (Ep — &,k)? 


(1.40) 
| strebt. Die Zerlegung von (1,39) ist so gewahlt, daB 


I’ (0,0) = 0. (1,41) 


¢ Durch Ubergang zur Konfigurationsdarstellung finden wir, da8 fiir hinrei- 
' chend groBe M gilt 


i 2 M2 1 
preg (P(e, 9 1) = — Fe [In (2) 5] 6@—n oy + 


+ Iu (z, y! ), (1,42) 


i wobei das Glied I"; im Grenzfall M — oo gegen die integrierbare Funktion 
| J” geht, die in der Impulsdarstellung durch die Formel (1,40) gegeben wird. 


1 Das erste Glied in (1,42) divergiert fiir M — oo Jogarithmisch. 


Ba) eA 


GA AY 


Abb. 5. 


Die Abtrennung der Divergenz aus J” ist wie immer nicht eindeutig. Der 
Grad dieser Mehrdeutigkeit wird durch die Struktur des singularen Gliedes 
bestimmt. Zu dem Ausdruck (1,40) kann man die Matrix y”, multipliziert 
mit einer Konstanten, hinzufiigen. Diese Konstante ist aber nicht willktir- 
lich, sondern wird durch die Bedingung der EKichinvarianz bestimmt. 

31 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Wir betrachten diese Bedingung in Anwendung auf die Glieder dritter Ord- 
nung in der Streumatrix. Die Glieder der S-Matrix, die in S, enthalten sind, 
lassen sich in zwei Gruppen einteilen. In einer dieser Gruppen befinden sich 
die Glieder, die drei Operatoren des elektromagnetischen Feldes A(z), 
A (a), A (x) enthalten, aber keine elektromagnetischen Paarungen D‘; in 
die andere gehéren die Ausdriicke, die einen Operator A und eine Paarung Dé 
enthalten. Die Glieder der ersten Gruppe entsprechen den in Abbildung 5 
dargestellten Graphen. 

Die Graphen Abbildung 5a, b, c gehéren zu Gliedern, die Normalprodukte 
von Gliedern niederster Ordnung der S-Matrix darstellen und daher offenbar 
eichinvariant sind. Das Glied Abbildung 5d verschwindet nach dem Satz 
von Furry; die Eichinvarianz des Gliedes Abbildung 5e schlieBlich 14Bt sich 
durch unmittelbare Rechnung feststellen. Die Glieder der zweiten Gruppe, 
die eigentliche Divergenzen dritter Ordnung enthalten, lassen sich insgesamt 
folgendermafen schreiben 


Dp: Arm (x) jm (x, X; 2g)! a Dat: An (2) J” (Xp, X35 2): + 
a oa Ay (a) 0* (a, 5, ea). 


Infolge der Eichinvarianz mu8 jeder Komponente dieses Ausdrucks eine Be- 
dingung der Form 


x fax, a a J” (2X, Xp, x3) = 0 (1,43) 
m 1 
auferlegt werden; infolge der Willkir der Funktion / erhalt man daraus 
0 
Py Aa J™ (x, 24; &g):= 0. (1,44) 


Abb. 6. 


Diese Funktionen enthalten Glieder, die den vier Graphen in Abbildung 6 
und auBerdem den vier Graphen, die sich daraus durch Vertauschung der 
Punkte x, und 2, ergeben, entsprechen. Zunichst kénnen wir sagen, daB die 
eee von J”, die einem Graphen vom Typ Abbildung 6d entsprechen, 
also 


TENE oentiNens | S10" (x — 2) g(a) yp (0): Dy (0, — 2) + 


+ ein Glied, in dem x, und 2, vertauscht sind 
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Om 
Oa Tir) (u, %, %,) = 0. (1,45) 


; ’ Es sind also nur noch die Glieder von S, zu betrachten, die den ersten drei 
= Graphen in Abbildung 6 entsprechen: 


ai als Yi (x2) y! S* (xz — x) y™ S¢ (x — 2)! y (4): + 


+ : py (x9) y’ S° (x, — x) py’ S* (x, — x) vy? p(x): + 
ine es S° Taiar He) y! 8° aise v(m): } Ds (x, — 2»). (1,46) 


0 — OY la 
(i 5g —m) v(2) =0, iS saa?” + my (2) =0, 


- F) 4 c 
(55g — mm) (2) = SOS ye — mse (a) = — 8 (2), 


) so erhalten wir Null. 

{ Die Glieder der S-Matrix, die den Graphen Abbildung 6a, b, c entsprechen, 
1 sind also zusammengenommen tatsichlich eichinvariant. 

_ Die hier vorgenommene Nachpriifung der Bedingung (1,44) hat rein formalen 
‘ Charakter, da in Wirklichkeit jedes Glied des Ausdrucks (1,46) divergiert. 
1 Tatsachlich miiBte man die Kichinvarianz fiir die endlichen Anteile nach- 
| priifen. Wir verfahren hierbei am zweckmaBigsten so, daf wir zunichst die 
|) FEYNMANSche Regularisierungsmethode benutzen, dann aber zu unserem 
' oben geschilderten Verfahren tibergehen. 

| Wir regularisieren also nur die Photonenfunktion 


D° (x, — %_) > reg [Dé (x, — >)] 
und erhalten folgenden Ausdruck 
ape ase (xo) py! S*° (%_ — x) y® S* (a — x,) y! wp (a): + 


+: y (x) y! S® (xy — a) y? S° (ay — x) y® y (x): + 
+: y (x) y" S* (x — wy) y! S* (2 — x) 7! p (&):} reg [Dj (a — #2)], (1,47) 
der insgesamt offenbar die Bedingung (1,44) erfiillt, da die zu differenzierenden 
Faktoren yp (2), 8 (e@ —...), S60. — 2), p(x) 


sich hier nicht andern. : 
Der singulaire Anteil des Ausdrucks (1,47) 1a8t sich fiir 17 < oo unter Beriick- 
sichtigung der Entwicklung 
Z ary, 7) 
reg? [2 (x —y)] = + (¢§ 3 y* 3 — m) 6 (2 —y) + 
a E 0 x* 
+ tak 6 (%—y) + Lp (x — y), 
regF [I (x, y| €)] =aF y" 6 (x — y) 6 (« — €) + Tp (x, y| €) 


B3 ie 


(1,48) 
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folgendermafen darstellen: 
aF > w (x) y” 6 (%_ — x) 0 (x — 2) p (a): + 
+P (a) (i om) 8(x — a] 8° (a — 217" we): — 
% 
— aF: p (aq) 6 (a, — a) S¢ (x, — x) y® p (x): + 


+ aF : wy (x) y™ S* (% — 22) (% = — m) 0 (x, — x)| wy (x): — 
2 
— af: yw (x) y® S*° (x — a) ) 6 (x, — ay) p (a):. 


Differenzieren wir diese Kombination nach x", summieren iiber » und beriick- 
sichtigen dabei die Gleichungen fiir y, y und S*, so erhalten wir 


(a — a8) | Hla) [5g 2 (2 — 29] 8 — 2) vley: + 
j 
Oy aah 6 (=) loz? oe n)| vlept. 


Damit der singulare Teil des Ausdrucks (1,48) eichinvariant ist, muB also. 
es oan (1,49) 


Infolge der Eichinvarianz des gesamten Ausdrucks (1,48) ist hiermit auch die 
Kichinvarianz seines endlichen Anteils gesichert. Gehen wir nun nach einer 
Umformung des effektiven LAGRANGE-Operators zur Grenze WV — oo iber, 
so erhalten wir fiir S, einen eichinvarianten Ausdruck, der keine Singularitat 
mehr enthalt. 

Die Identitat (1,49) zwischen den singulaéren Konstanten, die die Eichinva- 
rianz garantiert, wurde in etwas allgemeinerer Form zuerst von WARD (7) 
abgeleitet und ist unter der Bezeichnung ,,WARDsche Identitat‘‘ bekannt. 
Wir erhielten die WARDsche Identitat bei der Regularisierung nach FEYN- 
MAN. Wir zeigen, daB sie auch bei dem von uns gewohnlich verwendeten 
Regularisierungsverfahren zutrifft. Zu diesem Zweck benutzen wir die ab- 
gekiirzte Schreibweise 


regF [EZ] =Zp; reg? U“] =I 
und stellen die Beziehung (1,48) folgendermaBen dar: 
2p (p) + tat p —i (aF + af) m = 


CP 5 Gok 
= LF (p) — Lf (0) — > ae . p"+cF + pcF, (1,50) 
Ty (p, k) — aF y* = Ip (p, k) — Vp (0,0) + i c¥ y*, (1,51) 


daraus folgt 
, Oe?) 


Oe a 
ie Op" p=0 


g"™ —icFyn — Ip (0,0) — tcFy". (1,52) 
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( Durch unmittelbare Rechnung kann man sich leicht iiberzeugen, daB 


OX'p (p) 


Ase = I; (p, 0). (1,53) 
P 


agre 
y Aus (1,52) ergibt sich also 
cF = cf, 
; 1 2 
4! Bedenken wir nun, da} die Kombination 


<p (p) — 2% (0) — Soe p" 


D—Oe 


; wegen (1,21) nicht vom Regularisierungsverfahren abhangt und entsprechend 


) (1,19) gleich dem Ausdruck (1,18) ist, beachten wir ferner die entsprechenden 
|  Uberlegungen fir die Funktion J, so kénnen wir folgern, daB die Ausdriicke 


; 2 (p) + % +4 7P 
4 und I’ (p, k) + icy" 


Cy = Cp. 


3 ( Die bei unserem tblichen Regularisierungsverfahren abzuziehenden Singular- 
(@ teile der Funktionen X (x) und J™ (x, y| &) lassen sich also folgendermaBen 


1a, ( ah nt) 0 (x) +- ta, 6 (2), (1,54) 
— ay" 6 (x — y) 6 (x — &) (1,55) 
Dabei ist e Wat 1 
a 8 
2 M 2 | 
a =F |) (=)-3 +64] (1,57) 


‘{ Die WARDsche Identitat gilt also auch bei unserem Regularisierungsverfahren. 
_ Da bei der obigen Uberlegung nur die Beziehungen 


= Q; r*(0, 0) = 90 


aceon Sere 
® 
M 


ara teeeciesinen aes 


benutzt wurden, ist damit nachgewiesen, daB die WARDsche Identitat tiber- 
| haupt nicht vom Regularisierungsverfahren abhangt. 

) Wir kommen also zu dem Schlu8, daB das Glied dritter Ordnung in der 
Streumatrix folgendermaBen dargestellt werden kann: 


err ds, ta) 4° 4 (1 (2), 1 (25), Ls (25)| — 2-2 (Ls (xq); Ag (5 23)) — 
— ?T [L (x), Ag (2, %3)] — 01? T [L (xg), Ae (xy, 22)] —tAg (%, %q, 23). (1,58) 


Hierbei ist 7, eine regulare Operatorfunktion, in deren Koeffizientenfunk- 
tionen man fiir einfache Linien die Funktion reg [4°], fiir geschlossene Gra- 


Se eae aT aan DATE SE NIE 
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phen wie in Abbildung 7 die Funktionen JJ}; und Yj und schlieBlich fir 
einen Knotenteil vom Typ der Abbildung 8 die Funktion J°y; zu verwenden 
hat. 

Es ist dann klar, daB bei Aufhebung der Regularisierung samtliche Koeffi- 
zientenfunktionen des Operators 7", gegen endliche Grenzwerte konver- 


sO) yA 


Abb. 7. Abb. 8. 


gieren, die von: A’, IJ’, &” und J” abhangen. Die Glieder in dem Ausdruck 
(1,58), welche die Funktionen 


1 Ay (a, 2) = T [L (x), L (x2)] — Tu [L (%), L (%3)] 


enthalten, beriicksichtigen die Divergenzen zweiter Ordnung, die Graphen 
vom Typ der Abbildung 6 entsprechen; der quasilokale Operator 
As (2%, 2, 2%) = — V4m +e a, {2B (x) A (a2) y (9) 26 (2% — 9) X 


x 6 (x, — x3) + Glieder, in denen die Argumente vertauscht sind}, (1,59) 


entspricht Divergenzen vom Knotentyp (Abbildung 3c). 
Die Glieder mit der Funktion A, liefern nach Integration tiber 2,, x, und 23 
folgenden Beitrag zur S-Matrix: 


tare 
ara da, da, dag (Ela,). Aes ae) 


Er wird kompensiert durch die Glieder in S,, welche die Kontra-Glieder 
DL‘) (x) enthalten: 


42 q2 


ay | TLL (m), LO (a)] day da, + 5 | TUL (m), LO (x) de, day = 
0 
= oy | dey dag dng [1 (2), As (2 2) 


Das letzte divergierende Glied in (1,58) mu8 dadurch kompensiert werden, 
da man zum LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung ein neues Kontra- 
Glied dritter Ordnung in e hinzufiigt: 


[x (x) da = Vax ea, fda: a A (2) p (2) 2 = 


== sr | 4s (x, %;, %,) a2 dx, dx,. (1,60) 
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: ach der Einfiihrung der Kontra-Glieder L(?) (x) und L®) (x) und nach dem 
1Grenztibergang M->oo erhalten wir also zur Konstruktion der Glieder 
§zweiter und dritter Ordnung der S-Matrix die integrierbaren Ausdriicke 


T’ [L(x,), L (2x2)]; 
T” (L(x), L(%.), L a) 


Pe eee wir ak > 
(v Op e 
+a fy Sa yp (x) y* ee ee 
OAn(X) OAn (2) | 


Oum Ou 


ez} (a3 ai as) ,, ghm gn": 
m,n 


OAg pe 
— Qs: (Sone a) —dm :y (x) p(x): + 


™m 


+ dmo ay iow Am (x) Am (x): + R. (1,61) 
™ 
{ Dabei ist Z4=1+a,; d6m=a,; dme = a. 


iW) Weiter unten werden wir zeigen (§ 4), daB die Beseitigung der Divergenzen 
) hoherer Ordnung in der Spinorelektrodynamik durch Einfiithrung von 
’ Kontra-Gliedern der gleichen Operatorstruktur wie (1,61) in den LAGRANGE- 
‘© Operator erfolgt. 

' Als Hauptforderung an die Theorie betrachten wir die Endlichkeit und Eich- 
7 invarianz aller physikalisch beobachtbaren GréBen (in diesem Fall der 
) Matrixelemente der Streumatrix); wir werden dann nur solche LAGRANGE- 
{ Operatoren zulassen, die dieser Bedingung Rechnung tragen. Wie wir uns 
« bereits tiberzeugt haben, mu8 hierfiir hingenommen werden, daB L(x) auch 
| divergierende Glieder (a,, a),...) und nichteichinvariante Glieder (09, a5) 
~ enthalt. 

! Es zeigt sich auch, daB die Struktur der Kontraglieder von dem ,,Kinschalt- 
) gebiet‘‘ der Wechselwirkung, das durch die Funktion g(x) beschrieben wird, 
) abhangt. 

Bisher haben wir uns auf die Behandlung des Falles beschrankt, da die 
Wechselwirkung in der ganzen Raumzeit vollstandig eingeschaltet ist, daB 


also 
g(x) = 1. 


der Streuvorginge mit Teilchenumwandlungen, wobei die tatsdchliche Ein- 
und Abschaltung der Wechselwirkung in unendlich ferner Vergangenheit 
bzw. Zukunft liegen. 

Es zeigt sich jedoch, da in den Fallen, wo uns die charakteristischen GroBen 
von Teilchensystemen in gebundenen Zustinden interessieren (Energie- 


: Dieser Fall ist auch besonders wichtig fiir die Berechnung der Matrixelemente 
| 
| 
terme, Lebensdauern, Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen gebundenen 
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Zustanden)?), eine Situation zu betrachten ist, bei der die Wechselwirkung : 
nur in einem gewissen Teil der Raumzeit eingeschaltet ist und die Funktion . 
g(x) in kleinen Gebieten in der Nahe der Flachen, die diesen Teil der Raum- 
zeit begrenzen, von Null auf Eins waichst. Haben wir es mit diesem letzteren | 
Fall zu tun, wo 
g(x) +1 

ist, so kénnen wir ebenfalls die Struktur der Kontraglieder im effektiven 
LAGRANGE-Operator L(2;g) untersuchen, wobei an diesen die Bedingung 
zu stellen ist, daB er zu einem endlichen Operator 

S(g)=T {etl Hiasa)a(zjesh 
fiihrt. 
Wir betrachten die Glieder zweiter Ordnung. | 
Die Kontraglieder L?)(x; g) ergeben sich aus folgender Bedingung, die eine 
natiirliche Verallgemeinerung der Beziehung (1,33) darstellt: 


[L® (239) 9 (2) da = 


1 - 
= 5; [4% dx, g (1) g (x2) {T [L (x,), L (%)] — Ty (L (2), L (x2)]}. 
Setzen wir hier den konkreten Ausdruck fiir die Differenz 7 — Ty, ein und 
integrieren partiell, so erhalten wir 
L?) (x; 9) g (x) = L®) (x) g? (x) — 


0g O 
— ag Dighmg"* |: An (2) ds (2): 5 a re 


HAR Ae) Bom Bit a(a)} — 
0g O 
— (45 — 44) 3 [Am (2) Am (2): 7% sat 


OAm 0 
+ 2:2 Ay (2) aon : g (@) x5 Pree ee 


+ Glieder mit R und seinen Ableitungen. (1,62) 


Dabei ist der Operator L)(x) durch die Beziehung (1,34) gegeben. Man 
tberzeugt sich auch leicht, daB in der dritten Ordnung gilt 


Li) (x; 9) = L® (x) g? (2), 


wobei L‘)(a) durch die Beziehung (1,60) gegeben wird. 

Bei der partiellen Integration treten also in L(#; g) Glieder auf, die die Ab- 
leitungen der Funktion g(x) enthalten und in ihrer Operatorstruktur von 
den tiblichen Kontragliedern abweichen. 

Dieser Umstand ist wesentlich fiir die Beseitigung der Divergenzen aus der 
SCHRODINGER-Gleichung. 


1) Diese Probleme werden im nichsten Artikel behandelt. 
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(2. Allgemeine Regeln fir die Beseitigung der Divergenzen aus der S-Matrix 


im vorigen Paragraphen haben wir im Beispiel der Spinor-Elektrodynamik 
“lie integrierbaren Ausdriicke fiir S, und S, aufgebaut. Nun versuchen wir, 
‘pin allgemeines Verfahren zur Beseitigung der Divergenzen aus den Gliedern 
‘Wer S-Matrix beliebiger Ordnung zu formulieren, das sich auf das gleiche 
HPrinzip stiitzt wie die betrachteten Beispiele. Zunachst ersetzen wir die 
}igentlichen Kausalfunktionen A°(x) durch die regularisierten Ausdriicke 
‘eg [A(x)] mit einer geeigneten Anzahl von Hilfsmassen M;. Bei endlichen 
erten dieser Massen ist das tibliche 7-Produkt von LAGRANGE-Operatoren 


Riliheyy. oe (Dp) ; (2,1) 


ivollig festgelegt und seine Koeffizientenfunktionen sind stetig. Wie wir uns 
saber gerade an den Beispielen iberzeugt haben, kann der Grenztibergang 
M — oo, auch uneigentlich verstanden, in (2,1) nicht durchgefiihrt werden. 
“Genauer gesagt konvergieren die Koeffizientenfunktionen des Operators (2,1) 
‘im uneigentlichen Sinn nur in denjenigen Raumzeitgebieten, in denen simt- 
jliche Argumente 2, x,,...2, ausnahmslos voneinander verschieden sind. 
y0m von dem Ausdruck (2, 1) einen ,,konvergierenden Teil“ abtrennen zu 
jkénnen, miissen wir wie in den betrachteten Beispielen ein bestimmtes 
“Rechenverfahren anwenden. 

/ Um dieses zu formulieren, gehen wir am besten von der allgemeinen Formel 
Ar 4,32) aus, in der S, (x,,..., %,) durch den LAGRANGE-Operator der 
2Wechselwirkung L(x”) = A,(z) und die quasilokalen Operatoren A,(v > 2) 
jausgedriickt wird: 


Sa (4; .--; my = 0" T [E(2,)>..<; B (%)] + 


2 Se Beye wityginla ye rng 
(eet ia 
\ Lr=n 


i Dal A eho. See Oe Aone, Sah) pitAa (aj aspect (2:2) 


‘Wie gezeigt wurde, ist dieser Ausdruck der allgemeinste, der allen an S, 
gestellten Bedingungen (Symmetrie, Kovarianz, Unitaritat und Kausalitat) 
igentigt, wobei die hermiteschen kovarianten quasilokalen Operatoren A, 
«noch beliebig gewahlt werden kénnen. 

'Gelingt es uns, die quasilokalen Operatoren A, so zu wahlen, da die Aus- 
i driicke S, konvergieren (die Konvergenz von Ausdriicken dieser Art ver- 
} stehen wir immer im uneigentlichen Sinn), so mu8 ihr Grenzwert fiir M — oo 
»erstens eine integrierbare Operatorfunktion (im Sinne der Definition von I, 
1§2) sein und zweitens allen an S, gestellten Forderungen geniigen. Tat- 
| sichlich ist die Kovarianzbedingung (I. 4,4) linear, und der Grenziibergang 
i darin ist trivial; die Méglichkeit eines Grenziiberganges in den Bedingungen 
Liar Unitaritat (I. 4,9) und Kausalitat (I, 4,12) beruht auf dem Satz (I, § 2), 
der aussagt, daB der Grenzwert des tiblichen Produkts zweier Operator- 
| funktionen gleich dem entsprechenden Produkt der Grenzwerte ist. 

| Es geniigt also, wenn wir ein Verfahren zur Konstruktion einer Kette quasi- 
\lokaler Operatoren A,(v > 2) zu einem gegebenen LAGRANGE-Operator 
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L(x) = A,(z) aufstellen, die fiir die Konvergenz des Ausdrucks (2,2) sorgen. 
Fiir die so gewonnenen Grenzausdriicke sind alle an S, gestellten Bedin- 
gungen einschlieBlich der Integrierbarkeitsbedingungen automatisch er- 
fiillt. Zur Lésung dieses Problems geniigt es offenbar, wenn wir fir die 
A,(x,,...,2,) quasilokale Operatoren vom gleichen Operatortyp wie (2,1) 
setzen. 

Wenn wir sagen, daB die A, zum gleichen Operatortyp wie (2,1) gehéren 
sollen, so meinen wir damit, daB die A, aus den gleichen Operatorgliedern 


HEU (Seas 


bestehen wie (2,1) und sich von diesem Ausdruck nur durch die Koeffizienten- | 
funktionen unterscheiden. Aus (2,2) geht nun hervor, daB S,(,,..., %q) 
ebenfalls ein Ausdruck vom gleichen Operatortyp wie (2,1) ist. 

Zur Vereinfachung der Formel wollen wir setzen 


qi-v A; (2, sty Ln) oa A, (2, sey ea (2,3) 
EN te Ae) = AS 
sd Dann ist Sy = 1°T" a (2,4) 
mit 1, = TP [Le (ay)... 65 L (@e)) + | 
Si tale ee or gk ie 
Abb. 9. Qem<n—1\™M: 
( Zyj=n ) 
X PIA, hay oo oy He) soe Aa < Sell oe As (Cysts Caled 


Da T’, zu dem gleichen Operatortyp wie (2,1) gehort, k6nnen wir offenbar 
eine Methode zur praktischen Konstruktion von 7", durch eine gewisse 
Transformation der Koeffizientenfunktionen des Operators 7’ entwickeln. 
Es erweist sich hierbei als zweckmaBig, mit graphischen Darstellungen zu 
arbeiten. 

Die Koeffizientenfunktion fiir ein 7'-Produkt, die einem bestimmten ge- 
gebenen Graphen mit » Knoten und gegebenen inneren Linien entspricht, 
bildet ein Produkt aus regularisierten Kausalfunktionen vom Typ 


I] reg [A; (%_ — 2»)]. (2,6) 


Die Koeffizientenfunktionen des quasilokalen Operators A, fiir diesen 
Graphen bilden Produkte von 6-Funktionen und ihren Ableitungen. Im 
Graphen tritt deshalb die Gesamtheit der Punkte 2, ..., 2, als ein Ganzes 
auf, so daB es bei der Arbeit mit den Groen A, angebracht ist, den Begriff 
eines ,,verallgemeinerten Knotens G“‘ einzufiihren (Abb. 9). 

Die einem gegebenen verallgemeinerten Knoten @ entsprechende Koeffi- 
zientenfunktion des Operators A, bezeichnen wir mit 


aC scute Lele 
Wir betrachten nun einen Ausdruck von der Form 


TA Cpipeness Celso ga eee Mee (2,7) 
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#Es ist klar, daB man die Koeffizientenfunktionen aus denen des Operators 


T (L (2) ee Doe RE ei (2,8) 


t ‘Wir betrachten einen Graphen, der dem Operator (2,7) entspricht. Fassen 
il wir in diesem die Punkte 2,,..., x, in einen verallgemeinerten Knoten G 
{i zusammen, so kénnen wir das Produkt (2,6), das den hinsichtlich @ inneren 
j Linien / entspricht, durch die Koeffizientenfunktion 


dg (2, het ty) 
| 4 " ersetzen. Diese Ersetzungsoperation bezeichnen wir formal mit dem Symbol 
A (G). 


| Dann ergeben sich die Koeffizientenfunktionen des Operators aus denen des 
{ Operators (2,8) durch die Operation A (GQ). 

! Weiter ist klar, daB man im allgemeineren Fall die Koeffizientenfunktionen 
18) des Ausdrucks 


BEA; ieee. eee se aa ee 0, tty Ble SAS (SS ae] 

/ aus den Koeffizientenfunktionen des Operators (2,8) durch die Operation 
AAG.) .~.-A (G,) 

G erhalt, die in der Zusammenfassung der Punkte 


X, she Texy Xy, Vy ap oi Lyi tyes sey eens Xn 
‘4 in die verallgemeinerten Knoten 
Gas Cm 


i) und in einer Ersetzung des Teils des Produkts (2,6), der den inneren Linien 
' von G,,...,G@, entspricht, durch die betreffenden dg, ...,d¢,, besteht, 

) wobei diejenigen Faktoren ungedindert bleiben, die Linien zwischen ver- 

§ schiedenen verallgemeinerten Knoten G entsprechen. 

/ Man kann also 7, aus 7’ durch Anwendung der Operation 


1 
R(G) =1+ 3. — A (G,)... A (Gm) + A (G) (2,9) 
(ceneccone | 


) erhalten. Die Summe erstreckt sich hier tiber alle méglichen Zerlegungen der 
1 Menge der Punkte z,,..., x, des Graphen G in die verallgemeinerten Knoten 
) G,,.-..,G,. Der Symmetriesierungsoperator P, der in der Formel (2,2) auf- 
tritt, wird dadurch beriicksichtigt, daB bei einer solchen Zerlegung die 
Punkte z,,...%, vdllig symmetrisch eingehen. 

Die Operation R(G) wurde bislang rein formal definiert. Sie erhalt eine kon- 
krete Bedeutung, wenn die Regeln fiir die tatsichliche Bestimmung der 
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Funktion dg, fiir einen gegebenen Graphen G, festgelegt sind. Haben wir 
dg vorgegeben, so haben wir damit A, und folglich auch 7’, definiert. Die Wahl 
von dg nehmen wir so vor, da’ 7", fiir M — co integrierbar ist. 

Bevor wir uns dem Verfahren zur Konstruktion von dg zuwenden, wollen 
wir den Begriff des ,,Zusammenhangs“ eines Graphen einfiihren. Wenn 
man einen Graphen in zwei Teile zerlegen kann, die durch keine Linie 
verbunden sind, werden wir ihn als nicht zusammenhangend bezeichnen, 
andernfalls als zusammenhangend. Einen zusammenhangenden Graphen — 
bezeichnen wir als ,,schwach zusammenhangend‘‘, wenn man ihn durch 
Fortlassung einer Linie in einen nicht zusammenhangenden verwandeln 
kann, und als ,,stark zusammenhangend“, wenn dies nicht méglich ist. 

Fiir einen nicht zusammenhangenden Graphen lassen sich nun die Koeffi- 
zientenfunktionen des 7'-Produkts als Produkte zweier Koeffizientenfunk- 
tionen mit verschiedenen Argumenten darstellen. Ein Produkt zweier Funk- 
tionen mit verschiedenen Argumenten konvergiert aber, wenn jede der 
Funktionen fiir sich konvergiert. Hieraus ergibt sich, daB fiir einen nicht 
zusammenhangenden Graphen die Divergenzen automatisch beseitigt sind, 
wenn sie in seinen zusammenhangenden Teilen beseitigt sind. Wir kénnen 
also den Operator A(G) fiir nicht zusammenhangende Graphen gleich Null 
setzen. 

Bei dieser Wahl von A(@) zerfallt die Operation R(G), angewandt auf die 
Koeffizientenfunktionen eines 7'-Produkts, das einem aus zwei nicht zu- 
sammenhangenden Anteilen G, und G, bestehenden Graphen entspricht in 
das Produkt 


R(G,) R(G) 


zweier Operationen, die jede fiir sich auf die Koeffizientenfunktionen des 
T-Produkts wirken, die den Graphen G, bzw. G, entsprechen. 

Fiir schwach zusammenhangende Graphen kommen wir zu Koeffizienten- 
funktionen vom Typ 


Ky (%, ...., Ly) - reg [A° (%a — yYo)] - Ou (Yr, - - +5 Ye)- 


Infolge der Translationsinvarianz von K und Q erhalten wir, wenn wir noch 
setzen 


Be ig SY Yo ee Ute 
ein Produkt von Koeffizientenfunktionen mit unabhingigen Argumenten 
K y (x3, ..., 4) reg [A° (€)] - Qar (yi, - - +, Ys): (2,10) 


Der ganze Ausdruck konvergiert wieder, wenn die Faktoren K und Q einzeln 
konvergieren. Fir schwach zusammenhingende Graphen haben wir also 
ebenfalls zu setzen 

' 


A(G) = 0. 


Hier wie im vorigen Fall ist klar, daB bei unserer Wahl des Operators A (@) 
die Koeffizientenfunktionen des Operators 7’, fir schwach zusammen- 
hangende Graphen die gleiche Struktur wie (2,10) haben. 
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){n der Formel (2,9) kann man sich also auf die Betrachtung einer Zerlegung 
ivon G in die stark zusammenhangenden verallgemeinerten Knoten G, be- 
ischranken. 


ffiihren wir noch den Begriff des Index eines Graphen ein. Zu diesem Zweck 
igehen wir zur Impulsdarstellung tiber. Die Koeffizientenfunktionen des T- 
odukts haben in der p-Darstellung offenbar die Form 


Ja (k) = [ TT 8 (2p + be) TT treg (Ai (po) dp}. (2,44) 


l<«<q<n 


4) Hierbei stehen in den Argumenten der 6-Funktion die algebraischen Summen 
der Impulse fiir die inneren Linien des Graphen, die in einen Knoten q 
J miinden; dabei miissen noch die 4uBeren Impulse k, hinzugefiigt werden. 
“fIn Ubereinstimmung mit dem angegebenen Regularisicrungeverfahren der 
* Ac-Funktion gilt auch 


reg [A° (p)] = Z (p) lat pF Fe + DX Cj ay 


p* 46 j m? —té 


), wobei Z(p) das gleiche Polynom ist wie in dem nicht regularisierten Ausdruck 
4 fir die A°-Funktion. 

() Wiirden in (2,11) die nicht regularisierten 4°-Funktionen stehen, so wiirde 
® das ganze Integral im allgemeinen bei hohen Impulsen divergieren. Wir be- 
{ stimmen nun den Gesamtgrad dieser Divergenz. 

| Da wir zusammenhingende Graphen betrachten, kénnen wir mit Hilfe der 
_ 6-Funktionen 4(n—1) Integrationen vornehmen (die itbrig bleibende 
~ 6-Funktion driickt den Erhaltungssatz fiir den gesamten Viererimpuls aus), 
) und wir erhalten insgesamt 


ala 1) 


| unabhangige Integrationsvariablen (L bedeutet hier die Gesamtzahl der 
| inneren Linien). 

/ Ahnlich wie bei der Integration iiber den dreidimensionalen Raum als Inte- 
{| grationsvariable meist der Radius eingefithrt wird, benutzen wir zur Inte- 
| gration tiber den 4(Z —n + 1)-dimensionalen Raum den entsprechenden 
, radialen‘‘ Impuls P. Das Produkt der unabhangigen Differentiale 


[en 


liefert dann den Faktor 


Beriicksichtigen wir nur die héheren Potenzen von P, die von der Funktion 
A? (p) herrihren, so erhalten wir den Faktor 


Lri—2L 2(11 — 2) 
Pp! Sp! 
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\ 


und bei der Integration iiber P wichst also der Faktor der GroBe d P/P bei | 
groBen P wie der Ausdruck ~ 


2(r1+2) —4(n—1) 
Pp! 


Das Integral iiber P divergiert also, wenn 
Sy ee © or a ieene 
i 


und konvergiert bei 


> (1 + 2) —4(n —1) <0. 


t 


Die GroBe ow (4) = 2 (t-2) —2 (ae 2) (2,12) | 


bezeichnen wir als Index des Graphen G. 
Natiirlich folgt aus der Konvergenz des Integrals tiber P noch nicht die 
Konvergenz des gesamten Integrals vom Typ (2,11). 

Hier kann sich eine Situation ergeben, ahnlich wie bei der Berechnung des 


Integrals 
fale (ya 1? 


wo das Integral iiber die radiale Variable @ = x/cos g = y/sin 


o’ do cos? ydy 
(Q? sin? y + 1)? 


konvergiert, wahrend die tbrigbleibende Integration tiber » wegen der 
Singularitét in den Punkten »y = 0 und gy = 2 divergiert. 

Man kann den Indexw(@) eines Graphen auch zu der Potenz des An- 
wachsens mit steigendem Impuls in Beziehung setzen. Um diese Verhiltnisse 
ubersehen zu k6nnen, multiplizieren wir alle a4uBeren Impulse und Massen 
mit einer Zahl a und berechnen, um welchen Faktor sich das Integral (2,11) 
ohne Beriicksichtigung der Regularisierung und lediglich unter Beachtung 
der héchsten Potenz von a andert. 

Wie man leicht einsieht, lautet dieser Faktor einfach 


ai?) (2,13) 


Der Index des Diagramms gibt also genau die Potenz des Anstiegs mit dem 
Impuls an. Wir konnen hier nur von einer bedingten Potenz des Anstiegs 
sprechen, und zwar deshalb, weil die Abschaétzung (2,13) rein formal und 
ohne genaue Analyse der Konvergenz des Integrals durchgefiihrt wurde und 
das Vorhandensein logarithmisch divergierender Faktoren nicht beriick- 
sichtigt. 

Wir wollen hier auf den Umstand aufmerksam machen, daB bei der Zerlegung 
des Graphen G in eine Anzahl verallgemeinerten Knoten 


G = Gis Gye .3.0Gs 
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ur den Index gilt 
w(G)= > @ (Gj) + 2 (2) ale. — 1), (2,14) 


l<j<s 
Vir beschaftigen uns nun mit der Koeffizientenfunktion dg,. In der Impuls- 
‘iarstellung hat sie die Form 


OLS DN La hee Do o)s 


ivobei Zg, (...p...) ein Polynom in den Komponenten von 9 ist. 

jWVie wir im folgenden sehen werden, braucht man zur Kompensation der 
Divergenzen im 7'-Produkt fiir Z,, nur ein Polynom vom Grade w(G;) zu 
iwahlen. Aus der Identitat (2,14) geht hervor, daB bei einer solchen Wahl von 
uw’ weder der Gesamtgrad der Divergenz noch die Potenz des Anstiegs mit 
fiem Impuls durch die Anwendung der Operation 


A (G,)... 4 (Gm) 


svergroBert werden. Der Index w(@) wird also durch die Anwendung der 
jJperation #(G) als Ganzes nicht mehr erhoht. 

Wie wir uns an den oben behandelten Beispielen tiberzeugen konnten, be- 
Jautzt man bei der Analyse und der Berechnung der Integrale vom Typ (2,11) 
szweckmaBigerweise eine Integraldarstellung der Kausalfunktionen (wir 
iwerden sie im folgenden als ,,a-Darstellung“‘ bezeichnen): 


A® (p) = Z (p) i [ eee m+ %9 da, 
0 


reg [A (p)] = Z (p) i [eiaor—msio] ye 
0 
I (a) =1+ oot Cy e7 tM —m’). 
M 


“}Um den Faktor Z(p), der die rein exponentielle Form der Abhangigkeit von p 
(stort, zu vermeiden, benutzen wir die Beziehung 
Z (p) = Z (— tq) ek O0|q <0. 


(Mit Hilfe dieser Darstellung 148t sich die Integration tiber die inneren Im- 
(pulse in (2,11) auf Quadraturen vom Gaussschen Typ zurickfihren: 


t Lam p2 +42'(Pmam) 
12 (— ira) fe TT 8 (Sp t+ ky) TT 4p |, -0 = 


l<q«<n U 

a ey (eek eet Gk (2,15) 

i es bleiben nur die Integrationen tiber die Variablen a 

j oo co 

§J y (k) 00 0) daa enh (eee... 0). -) Sg 
0 6 


—i dim? ai—e Sar 
t t 


x e [I] 1 (a). (2,16) 
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Durch Ausfihrung der Integration tiber p, erhalten wir 


iD Aap (a+) (ha ke) 
LE ST RE ee fey ee ton) oo (2,17 


wobei F ein Polynom in & und eine rationale Funktion von a ist; sie besitzt 
nichtintegrierbare Pole, wenn einige der a; verschwinden. Da die Konver: 
—e Say 

genz des Integrals (2,16) fiir groBe a durch den Faktor e ’  gesichert wird 
beruht die mégliche Divergenz des Integrals vom Typ (2,11) im nichtregulari. 
sierten Fall in der gegebenen Darstellung eben auf dem Vorhandensein dieser 
nichtintegrierbaren Pole. 

Um die Struktur der Singularitaéten besser ibersehen zu kénnen, gehen wir 
zu den neuen Variablen 


ay= A€;; ; Dh g; = 1 


tiber und berechnen bei festem &; = 0 den Pol im Punkt 4 = 0. Gehen wir 
zu diesem Zweck in (2,15) zu den neuen ,,[mpulsen‘ 


be 1 ys 
maVA=Pi3 UV——~—= byVA=Ky 
. yA 
iiber, so erhalten wir 


Re 3 Sak. 6 con Gayo c Jaaerste-o pz (- alte 
l 


piDPS +i DP mm) 
x Je IT 8(SP + Ky) I 4Pi |e=0 
l<q<n U 
Wenn wir in JJ {Z(... )} nur die héchsten Potenzen von A beriicksichtigen 
so erhalten wir fiir kleine 4 
oo ete fs iD A%,: (Ka: Ko) 
TESA AR) Teer inl Rh Ko. oe ae = 
aa iene ia: “ (2) °4 (ka + ko) 
=A By yh Re (2,18: 


Der effektive Grad des Pols in A fir aa = 0 wird also bei Beriicksichtigung 
des Wertes der Determinante 


(Oa, be Oar) 
(06,, 2 a9 0Es-4; 0A) 


ebenfalls durch den Index w(G@) des Graphen bestimmt. 
Wir betrachten nun die Struktur der quadratischen Form 


Aah (es a dtghe) a AA gy (Soe pen sys 


— pi-1 
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Wie man sich leicht tiberzeugt, hingt sie nicht von den Polynomen Z(—i 4) 
vb und ist eine homogene Funktion ersten Grades der ay. 
Vv ie wir gleich zeigen werden, ist die Form auSerdem positiv definit. 


> Aas a % > 9; Dd 2? +0 (2,19) 
a,b 


jand genigt der Bedingung 
2 
a 00 tat < SF an(E "T). (2,20) 


Die Beziehungen (2,19) und (2, 20) lassen sich einfach nach der Methode der 
| Bepistindigen Induktion bew eisen, denn ihre pee fiir die einfachsten 


yi. fiihren die Tnduk tion in zwei Schritten 
vdurch: 

'a) bei gegebener Anzahl von Knoten wird eine 
ifmeue innere Linie hinzugefiigt; 

“b) es werden ein neuer Knoten und eine Linie 
jhinzugefiigt, die diesen Knoten mit einem der 


jalten Knoten verbindet. 7 Y 
1} Wir betrachten zunichst den ersten Fall th, AN 
iUm etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, Abb. 10. 


‘nehmen wir an, die innere Linie mit dem Im- 
6 Vernachlassigen wir Faktoren vom Typ Z(—i//,), die ohne Einflu8 auf die 


| Struktur der Exponentialfunktionen sind, so kénnen wir sagen, da in dem 
q -Ausdruck (2,15) an Stelle der Faktoren : 


6(Sp+h)o(ye+h) 
4 der neve Faktor 
eiatt 8 (S pt k, +P) 6 (Sp +k, — P| 


4 auftritt; ferner kommt eine Integration iiber pp hinzu. Die Anderung des 
j Integrals (2,15) 148t sich also schreiben 


‘| Cee ee ee ee 
—> | ebro f (ky + Po, ky —po,-..h...|...4...) Epo = 
= f emt F (ky + pos by — Poy. be. Le...) X 
i i DAao- (ka + ¢aPo) (ko + €0 Po) 
x eur d po, 


/ wobei das Symbol e, folgenderma8en definiert ist: 
| 


C= 15+ oe — 1, ¢, = 0; “(¢> 2): 
| 82 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘‘ 
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Wenn wir unser Integral in der Form (2,17) darstellen, miissen wir beachte 
daB die Funktion 

F (ky + Po, kg — Po, - - as Alen rk ee as ag tl 


infolge ihres Polynomcharakters ohne Einflu8 auf die Struktur des heraus 
kommenden Exponentialausdrucks ist. Berechnen wir also das Integral 


[ eftoPs +42 des (he + ea) (ko + eoP) d py = 


= [dp expt [(a@ + > Aap av)” Pi + 2 Dd) Aar Ca (Po hy) + DS) Aad kako], | 
so kommen wir zu einer Exponentialfunktion von der Form 


(> Aanko €,)* | 
ao Sig > Aar&a% 


Bei der Einschaltung einer neuen inneren Linie in einen Graphen erfahrt 
also der Exponent des Exponentialausdrucks folgende Transformation: 


(> Agnkyea)” 
Appia AN len ic he eee 2,21 | 
Sh, ab™a™b ea ab™a™b ao o 4 bald ( 


Infolge des positiv definiten Charakters der quadratischen Form (2,19) ergibt 
sich bei tod acd lex, ueaty 
aus der Bedingung, da8 ihre Diskriminante nicht negativ sein darf, die 
Ungleichung 

(>) Aankaks) (S)Aaveae) > (D/Aankoea)*. 
Setzen wir diese in (2,20) ein, so erhalten wir 


(d) Aan ko ea)* 
do + Agr laes eS 


exp t b Ago kg ky — 


D Aan kaks —> Dd Aan kaky —= 


0. 


ne eo a 
22 a is PIES Su PA 


Die Eigenschaft (2,19) geht also bei der Ein- 

Abb. 11 schaltung einer zusatzlichen inneren Linie nicht 
verloren. 

Da die quadratische Form bei dem Ubergang (2,21) abnimmt, wird auch die 

Bedingung (2,20) bei der Hinzufiigung einer weiteren inneren Linie nicht 

verletzt. 

Wir betrachten nun den Anschlu8 eines neuen Knotens vermége einer neuen 

Linie an den Graphen. 

Um uns bestimmter ausdriicken zu kénnen, nehmen wir an, der neue Knoten 0 

wee durch eine Linie mit einem Impuls yp an den Knoten 1 angeschlossen 

(Abb. 11). 

In dem Integral (2,15) bedeutet dies folgende Transformation 


6 (>) Pp; + ky) > ei aoPa o (x ptk+ po) 6 (ko. — Po). 
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‘AuBerdem tritt eine zusatzliche Integration tiber y auf; man kann also auch 
schreiben 


Hi (...B...a...)—> fd py efmor3 f (ley + po, hy, .. +5 0...) 8 (Po — ho) = 
= etaoko f (ky + ko, ky, ...,a,...). 


Die Veranderungen im Exponenten des Exponentialausdrucks werden ge- 
\?geben durch 


2 Aarkalky rig ato k? ae > Ago (ka + egk) (kp + ey ko), (2,22) 
‘dabei ist Puede Co Ue (0,2). 
?Auf Grund von (2,20) erhalten wir daraus 


(a 
@o%5 + Dd) Aan (Xo + Ca Xo) (%_ + €y%0) < 
< A 2 (tee + + 24)? AY a a > (xq oF €g%o)? = = 


Z| lel l<a 
| 


: | = d'a| dS) (%a + ea %o) Toe! (= lal) 


| 0<l l«<a 0<a 


Die Bedingung (2,20) bleibt also bei der Anfiigung eines neuen Knotens mit 

‘peiner Linie in Kraft. Auch die Kigenschaft (2,19) bleibt erhalten, da die qua- 
'dratische Form bei der Angliederung eines neuen Knotens zunimmt. 

)Damit ist der Beweis fiir die Eigenschaften (2, 19) und 2,20) abgeschlossen. 

)Wir weisen darauf hin, daB bei diesem Beweis ein Verfahren zur Konstruk- 

‘ition der quadratischen Form abgeleitet wurde; es ist in den Formeln (2,21) 
jund (2,22) enthalten. 

))Nunmehr betrachten wir die Anderungen, die in den Koeffizientenfunktionen 

fess T-Produkts durch Einwirkung der Operation A (G;) in unserer Integral- 
darstellung (2,15) (,,a-Darstellung“‘) vor sich gehen. 

‘Wir erinnern daran, da8 definitionsgemaB die Operation A(G;) in der z- 

* Darstellung in einer Ersetzung des Anteils des Produkts 


a c 
I] A: (Xo an Xp)s 


‘der den inneren Linien in G; entspricht, durch die Koeffizientenfunktion des 


‘)quasilokalen Operators 
dg,(...%q---) 


| besteht. Diese hat in der p-Darstellung die Form eines Polynoms, das mit 
jeiner 6-Funktion multipliziert ist: 


| LAT Wipe bates ese 


| Beim Ubergang zu der Integraldarstellung (2,15) benutzen wir, um das 
)Polynom Z, auf eine Exponentialform zu bringen, die Relation 


Ze € bey LG ) =Zg (. °° —tVq eee ) e* 2 (Pala) la=0s (2,23) 


ee ee 


‘32 
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die eine natiirliche Verallgemeinerung der Formel fiir die Z,(p) aus Ay (pw: 
darstellt. Hierbei hingt offensichtlich die quadratische Form im Exponenter 
weder von Z, noch von Z, ab. 

Durch Anwendung der Operation A(G;) erhalten wir also wieder einen Aus- 
druck vom Typ (2,17), der die Variablen a, die den inneren Linien von @: 
entsprechen, nicht mehr enthalt. 

Die ,,neue‘‘ quadratische Exponentialform ergibt sich aus der ,,alten® 
durch Nullsetzen aller a, die inneren Linien von G; entsprechen. Hierbex 
fallen automatisch aus der quadratischen Form die Impulse k, heraus, did 
den Knoten des Graphen entsprechen, die in den verallgemeinerten Knoten G: 
zusammengefaBt sind. Weiter ist klar, daB die angegebenen GroBen a, auch 
in dem Faktor F(...k...a@...) vor dem Exponentialausdruck nicht vor- 
kommen. 

Zur Analyse der Singularitaten wollen wir jetzt alle a, proportional abnehmen 
lassen, indem wir setzen 


Gigs EcAinl OO Sy Sly eS, 0, Aes O 
j 


und bestimmen daraus die maximale effektive Ordnung des Pols bei A = ( 
in dem oben gewonnenen Integral. 

Etwas weiter oben haben wir festgestellt, daB die effektive Ordnung des Pols &@ 
automatisch gleich der halben Potenz des Anwachsens plus Eins wird, une 
da die Potenz des Anwachsens sich unter dem EinfluB der Operation A (G;, 
nicht andert. Auch in diesem Fall betragt also die effektive Ordnung des 


Pols 
au? ef 


Ein ganz ahnlicher Schlu8 fihrt zur Konstanz der effektiven Ordnung des 
Pols unter dem Einflu8 der Operation 


A(G,)..-A(@p)- 


Nachdem wir diese wichtige Eigenschaft ermittelt haben, legen wir die Form 
der Operation A (@) fest. Zunaichst betrachten wir den Fall, daB die Massen 
der Teilchen aller betrachteten Felder m; gréBer als Null sind. 

Wie wir soeben festgestellt haben, betrigt die effektive Ordnung des Pols in 
dem Ausdruck 


MGs PAGEN Sk) = OCS Nadlecn ee 


w(G) 
5 + 1. 


in der a- Darstellung 


Andererseits ergibt sich aus der Formel (2,18), da8 jede Differentiation nach 
einer Impulskomponente k, die Ordnung des Pols um 3/, vermindert. Haber 
wir also N Mal nach den Komponenten k, partiell abgeleitet 


OR Tape hanes) | 
OM k,... ONmE,, (Ni =N), | 
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‘0 so erhalten wir einen Ausdruck, in dem die effektive Ordnung des Pols um 
\¥ N/2 abgenommen hat, also 


w(G) —N 
Gee 


| betragt. 


| Setzen wir VN = w(@) + 1, so erhalten wir unter dem Integral den Faktor 


ot Al: dA. Da aber alle unsere Funktionen rationale Funktionen der Variablen a 


waren, miissen sie auch in der Variablen / rational sein. Der Faktor A>‘: ist 
also tatsachlich nicht vorhanden. 
Wenn man von der Funktion 


Tie Bd 


die Summe aller ersten Glieder ihrer MCLAURIN -Entwicklung bis zu Gliedern 
der Ordnung w(@) einschlieBlich 


hte Beets) oe 
abzieht, so 14Bt sich das Restglied 
ei Wie eed (5.5 4 Bcc) fee) (2.24) 


nach der bekannten Formel von SCHLOMILCH als Integral tiber die partiellen 
Ableitungen der Ordnung w(@) + 1 darstellen. In dem Ausdruck (2,24) ver- 
schwindet also die effektive Ordnung des Pols 4 = 0. 

Wir definieren nun die Operation A(@) in folgender Weise: 


1 
1+ Y= AG)... AG) }- 
bees aca 


A(G) = — M(G@) (2.25) 


Hierbei ist die Operation M(G@) gegeben durch die Beziehung 
M (G) [5 (Sb) F (B)] = 6 (SE) {F (boca 
Auf Grund von (2,9) gilt 
R(G) Ine (k) = {L— M(@)} Jar (*) 


mit J'y(k) = [1+ >, He A(Gy) AAG a) \ SF (&): 
Care Ae 


Da die Singularitét hinsichtlich 2 in J von nicht héherer Ordnung ist 
als die in Jy, hat R(G@) Jy im Punkt A = 0 iiberhaupt keine Singularitat. 
Damit ist bewiesen, daB die Anwendung der letzten Operation A(G) die 
Singularitat bei proportionalem Nullwerden aller a beseitigt. Da gleichzeitig 
die Operationen A(G;,), ....4(G,,) die Singularitaét in dem Gebiet kompen- 
sieren, wo nur einige der a gegen Null gehen, ergibt sich, daBi R(G)Jy tiber- 
haupt keine Singularitéten hat. Diese Behauptung bildet den Inhalt eines 
wichtigen Satzes, der mit allen notwendigen Abschatzungen kirzlich von 
PARASJUK (8, 9, 10) bewiesen wurde. 
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Letzten Endes besagt dieser Satz,daB sich die Funktion Jy(k) nach der Ans 
wendung der Operation R(@) folgendermafen schreiben 1aBt: 


R(G) Ju (b) = 6 (Sk) [ da... [ daz x 
0 0 


. 2 
—t Yanmn—e Dan 
n 


Doty fey i CH Pil. | eA eager PEER (2,26) 
1K<l<L 
Dabei bildet die Funktion f (..., k,...,a@,...) eine Summe von Gliedern der 
Form ae 
FAG he Lk pO ey ee ee, 


Die k, sind hier entweder gleich k, oder gleich Null, und F geniigt der Ab- 
schatzung ') 
c 
I< Jl ai 22° 
i 


Un iapaeoe (2,27) 


List hier die Anzahl der inneren Linien des Graphen G, und c ist ein Polynom 
in den Variablen & und a. 

Aus der Abschatzung (2,27) ergibt sich sofort, daB man in der Formel (2,26) 
bei festgehaltenem ¢ > 0 zur Grenze M —> oo tibergehen kann. Tatsiachlich 


macht der Faktor e ie das Integral (2,26) bei groBen a absolut konvergent, 
wahrend die bei a > 0 méglichen Singularitéten nach (2,27) integrierbaren 
Charakter haben. 

Lassen wir also bei der Aufhebung der Regularisierung die Faktoren I (a) 
gegen Eins streben, so geht R(@)J% im tblichen Sinne gegen den Ausdruck 


R(G)J (k) =0(5%) | da. Hore mare (Be. leet 
0 0 


Wir betrachten nun die analytischen Eigenschaften des gewonnen Ausdrucks 
und die Méglichkeit eines Grenziiberganges ¢ — 0. Drehen wir die Achse der 
Variablen a um 90° in der komplexen Ebene, fiihren also folgende Substitution 
durch: 

a, > —iB,, (2,29) 


1) Die Abschatzung (2,27) ist zu schwach, wie immer in ahnlichen Fallen; fiir unsere 
Zwecke reicht sie aber vollkommen aus, da sie die absolute Integrierbarkeit der 
Funktion F in der Umgebung der Punkte a; = 0 garantiert. Der Umstand, da bei der 
Abschatzung (2,27) ein Auftreten der a, im Nenner nicht zu vermeiden ist, beruht nicht 
nur auf der Grobheit des Abschaétzungsverfahrens, sondern auch darauf, da bei einem 
nichtproportionalen Nullwerden einiger a, der Charakter des Anwachsens der Funktion 
sich andern kann, wenn eines der a; schneller gegen Null geht als die tibrigen. 


a ort Fe eat el Sd 
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so konnen wir das Integral (2,28) folgendermaBen schreiben: 


i 2 fe — Sbymi tie DB +S Ags (.-.B-) ke ke 
: [ae...fabre : : i Gas Pan eey oth (2,30) 
1 6 6 


§ Wir stellen den Exponenten der Exponentialfunktion in folgender Form dar 
‘} Bree AL, (2 Bh) ke) — 


eet Aap la wih.) (fate) — 2 Bimi + te SB, 


7 und finden mit Hilfe der Bedingung (2,20) 


2 
A<Shi(LH)— SArmi + ie Dh. 
Jetzt ist klar, daB bei Erfiillung der Bedingung 


2 
(= i) < min mj (2,31) 


) die Form A negativ wird, das Integral (2,30) absolut konvergiert und die 
_ Transformation (2,29) gerechtfertigt ist. In dem gewonnenen Ausdruck kann 
% man den Grenztibergang ¢ — 0 vollziehen und erhalt eine Funktion, die in 
‘) dem durch die Ungleichung (2,31) definierten Gebiet analytisch ist. 


Diese Ungleichung 148t sich auch in relativistisch invarianter Form schreiben: 


| >) (ka §) |? < min m?, 


wobei é ein zeitartiger Einheitsvektor ist, der in die Zukunft zeigt 
See hY SoS '0. 


In dem eben geschilderten Verfahren haben wir zunichst M gegen Unendlich 
gehen lassen und dann erst den Grenziibergang «—0 ausgefihrt. Die 
Drehungsoperation (2,29) kann hier aber auch vor dem Grenzibergang 
M -» oo durchgefiihrt werden. Wir erhalten dann eine Linearkombination 
von Integralen des Typs (2,30), die die Massen M; enthalten. Bei gleich- 
zeitiger Ausfiihrung der Grenziibergiinge M — oo und « + 0 gehen die Glie- 
der mit den Massen M; gegen Null, und wir kommen zu denselben Ergeb- 
nissen. 

Im betrachteten Fall ist also der Punkt &, = 0 regular, und die Entwicklung 
in eine MCLAURIN-Reihe ist zulassig. Das beruht darauf, da8 voraussetzungs- 
gemaB alle Massen m, wesentlich positiv sind 


min mj > 0. 


Wenn eine der Massen verschwindet, braucht der Punkt k, = 0 nicht mehr 
regular zu sein. In diesem Fall kann bei der Festlegung der Operation A(@) 
die Verlegung des Entwicklungszentrums in den Punkt k, = 0 unzulassig 
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werden; man hat dann das Entwicklungszentrum in einen Punkt (°, £) mit 
rein imaginarer Zeitkomponente 

ko = iw 
zu verlegen. 
Da jedoch die Auszeichnung irgendeines Punktes im Impulsraum (auBer dem 
Punkt k = 0) nicht invariant gegeniiber vierdimensionalen Drehungen ist, 
muB das entsprechende Polynom noch iiber die Kugelflache 


o+f? =p?- mit p? = const 

gemittelt werden. 

Bei dieser Festlegung der Operation A(@) bleiben die oben gezogenen SchluB- 
folgerungen tiber die Eigenschaften der Koeffizientenfunktionen, die sich 
durch Anwendung der Operation R (@) ergeben, offenbar erhalten, allerdings 
mit dem Unterschied, daB der analytische Charakter jetzt nur fiir die Punkte 
k mit rein imaginarem kp gesichert ist. 

Nunmehr seien die Impulse & véllig willkiirlich. Solange die Massen endlich 
sind, sind die negativen Zusatzglieder — i¢ rein imaginar, die Integrale ent- 
halten konvergenzerzwingende Faktoren e~***, und die Funktionen sind 
regular. Geht e gegen Null, so konvergieren diese Funktionen nunmehr im 
uneigentlichen Sinn. Die hierbei herauskommenden Grenzausdriicke, die 
eigentlichen Koeffizientenfunktionen des 7” -Produkts, sind uneigentlich und 
k6nnen in gewissen Wertebereichen ihrer Argumente Singularitaten besitzen. 


Infolge der Integrierbarkeitseigenschaften nehmen aber die Operator- 
integrale 


lll [EZ (a,),...L (an)] 9 (a)... 9 (an) O2,...d2_ 


bei hinreichend regularen und im Unendlichen hinreichend schnell abnehmen- 
den Funktionen g(x) einen endlichen Wert an, und Schwierigkeiten ergeben 
sich hier nur aus dem Grenziibergang g(x) > 1. Die entsprechenden Matrix- 
elemente von S(1) divergieren. In diesen Fallen spricht man gewéhnlich 
von Divergenzen vom Typ der Ultrarotkatastrophe oder von Resonanz- 
nennern. 

Die besonderen Eigenschaften der Ultrarotkatastrophe wirken sich bekannt- 
lich so aus, dai die Methoden der Stérungsrechnung bei der Beschreibung 
von Prozessen mit sehr energiearmen Quanten nicht anwendbar sind, und 
da sie aus den Ergebnissen nach der Methode von BLOCH u. NORDSIECK (11) 
oder durch Einfihrung einer kleinen Konstante, die die Rolle der ,, Photonen- 
masse“ spielt, in die Do-Funktionen der Photonen eliminiert werden kénnen. 


Singularitaéten vom Typ der Resonanznenner treten beispielsweise auf, wenn 
ein StreuprozeB hoherer Ordnung bei den gegebenen Impulswerten auf ein- 
fachere unabhingige Prozesse niederer Ordnung zuriickgefiihrt werden kann. 


Divergenzen dieser beiden Typen treten auch in der tiblichen Quanten- 
mechanik auf, wenn die Stdrungsrechnung nicht mehr anwendbar ist. Bei 
dieser Gelegenheit wollen wir hervorheben, da8 die Bedingung der Inte- 
grierbarkeit der Operatorfunktionen S,(2,,..., %,) nur gegen das Vor- 
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_ handensein von Divergenzen sichert, die spezifisch fiir die Quantenfeld- 


theorie sind, nadmlich von Divergenzen ,,bei hohen Impulsen“. 


| Wir haben oben ein Verfahren zur Konstruktion integrierbarer Koeffizienten- 
| funktion fiir die Operatoren S,(x,,..., %,) formuliert. Nun wollen wir er- 
, wahnen, daf die Einfithrung der regularisierten Kausalfunktionen 


Ae — reg [A*] 


in unserer Betrachtung nur die Rolle einer Hilfsoperation gespielt hat und 
im wesentlichen nur notwendig war, damit wir uns iiberzeugen konnten, 
daB die fiir S, gewonnenen Ausdriicke allen an sie gestellten Forderungen 


“y genitigen. 


In der Praxis, beispielsweise bei der Berechnung der angegebenen Koeffi- 
zientenfunktionen, ist es durchaus méglich, mit den eigentlichen A’-Funktio- 
nen zu arbeiten. Geht man dann zur a-Darstellung iiber, so kann man die 
Operation R(G) anwenden, wobei man aus dem Integrationsgebiet tiber a 
nur eine kleine Umgebung des Punktes a = 0 auszuschlieBen hat. 

Unser Verfahren zum Aufbau der Operation A (G@) enthalt eine gewisse Will- 
kur, die in der Wahl des Entwicklungszentrums (des Punktes k = 0, falls 
alle m; von Null verschieden sind) oder in der Festlegung des ,,Radius“ “ 
der Viererkugel liegt, tiber die gemittelt werden soll (falls einige m, ver- 
schwinden). Wir miissen also die Operation A (@) noch etwas verallgemeinern. 


Zu diesem Zweck betrachten wir ein System endlicher Polynome 


BET oa heed) 


deren Grad nicht hédher als w(@) ist, und die so beschaffen sind, daB die 
Ausdriicke : 
OU > b)Zaq (Bs) 


die Impulsdarstellungen der Koeffizientenfunktionen gewisser hermitesch 
kovarianter quasilokaler Operatoren A’ (...a2...) sind. Der allgemeinste 
Ausdruck fiir die Operation A(G) ergibt sich dann als, Summe des vorher 
eingefiihrten Ausdrucks (2,25) und der Operation der Addition eines Poly- 
noms Zg, also in der Form | 


ANGYI glck? 0) 8(S kB Crek SS 


— M(G) {1+ > — A(G,) ... A (Gx) TGs Si eye (2,92) 
(Gx G.5-40m) 

Der dieser Formel entsprechende allgemeinste Ausdruck fiir den Operator S, 
unterscheidet sich von dem vorher gewonnenen durch die Hinzufiigung der 
hermiteschen kovarianten quasilokalen Operatoren A,. Wie wir aber schon 
festgestellt haben, kann die Addition gewisser A, zu S, durch eine Ab- 
anderung des effektiven LAGRANGE-Operators der Wechselwirkung beriick- 
sichtigt werden. Eine Anderung des Konstruktionsverfahrens fiir die inte- 
grierbaren Koeffizientenfunktionen ist also 4quivalent der Addition neuer 
endlicher Kontraglieder zum effektiven LAGRANGE-Operator. Wir kénnen 
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daher annehmen, daB das Z’-Produkt wie bisher definiert ist, daB aber eine 
gewisse Willkiir in der Wahl des LAGRANGE-Operators herrscht. Diese Will- 
kiir besteht darin, daB man zu L(x) Glieder hinzufiigen kann, die nach einer 
Formel vom Typ (I. 4,35) den quasilokalen Operatoren entsprechen, die auf 
den verallgemeinerten, stark zusammenhingenden Knoten G@ von nicht- 
negativem Index w(G) beruhen. 

Zur Gewinnung der Operatorfunktionen S, (x,...., 2) haben wir also das 
folgende allgemeine Verfahren entwickelt. Hat man die Koeffizienten- 
funktionen des itiblichen 7'-Produkts fiir einen Graphen G gefunden, so trans- 
formiert man sie in die ,,a-Darstellung‘‘. Indem man vorlaufig eine unendlich 
kleine Umgebung der Punkte a, = 0 ausschlieBt, wendet man die Operation 


1 
RG) cde, ad get Dealoni Ga (2,33) 
Gage te 


an; hierbei enthalten die A(G;) gewisse Glieder Z@,. Dann wird auch das 
Gebiet um die Punkte a, = 0 ins Integral eingeschlossen. Der uneigentliche 
Grenziibergang ¢-—» 0 in den gewonnenen Ausdriicken liefert dann die ge- 
suchten Koeffizientenfunktionen fir die Operatoren S,. 


§ 3. Einteilung der Theorien nach ihrer Renormierbarkeit 


Wie wir im vorigen Paragraphen festgestellt haben, beruht die Veranderung 
des effektiven LAGRANGE-Operators der Wechselwirkung durch Einfiihrung 
der Kontraglieder auf den stark zusammenhangenden Graphen G@ mit nicht- 
negativem Index w(@). 

Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen der Struktur dieser Graphen 
und dem Bau der entsprechenden Kontraglieder in der x-Darstellung. 
Enthalt ein gegebener stark zusammenhaingender Graph n Knoten und s 
innere Linien, so hat der entsprechende quasilokale Operator die Form 


See te lies Uae (Qi) tee (. “i a big ; Ol; = Fa) als O(a = Gale 


Hierbei ist der Grad des Polynoms Z gleich dem Index des Graphen w(@). 
Integrieren wir dann tiber alle Variablen a; auBer einer, so erhalten wir fiir 
die Kontraglieder des LAGRANGE-Operators 


fey dees he (0) «tas (9) (2 Gee) x 
x 6 (aw — a) O (xy — &,)... 6 (%__1 — Xn). 


Bei der Ausfithrung der hier auftretenden trivialen Integrationen gehen die 
Ableitungen mit 6-Funktionen in die Feldoperatoren u iiber, und das Integral 
1aBt sich als Normalprodukt einer gewissen Anzahl von Operator-Feld- 
funktionen und ihren Ableitungen darstellen. Die Gesamtordnung der Ab- 
leitungen ist dann gleich dem Index des Diagramms w(@), und der ,,Lineari- 
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| 
)tatsgrad“ des ganzen Ausdrucks hinsichtlich der Operatorfunktionen ist 
-6gleich der Anzahl der inneren Linien s. 

‘i Fihrt also eine vorgegebene Theorie (die vollstandig festgelegt ist durch das 
£,,Grundglied‘‘ des LAGRANGE-Operators der Wechselwirkung und die 
?Struktur der Kausalfunktionen), zu stark zusammenhangenden Graphen 
imit nichtnegativem Index, wobei aber die Zahlen w(@) und s beschrankt 
sind, so ist zur v6lligen Eliminierung aller Divergenzen in einer solchen 
‘@ Theorie die Einfihrung von Kontragliedern einer endlichen Anzahl von 
 Typen erforderlich. Unter dem Typ eines Kontragliedes verstehen wir hier 
Tseinen Operatortyp und den Grad der Ableitungen jedes Feldoperators. Im 


’ Wir untersuchen nun die Abhangigkeit des Index w(@) von der Anzahl der 
j,4uBeren und inneren Linien eines Graphen. 

Zu diesem Zweck fiihren wir den Begriff des Index eines Knotens ein und 
{ definieren ihn durch die Gleichung 


w= E(u $2) —4, (3,1) 


linn 


'wobei sich die Summierung iiber alle inneren Linien erstreckt, die in den 
iten Knoten einmtinden. Wie man leicht einsieht, hangt der Index des 
/ganzen Graphen mit den Indizes der darin enthaltenen Knoten folgender- 
= ma8en zusammen: 


| a(G= >» a +4, (3,2) 
( 


l<i«n 


da jede innere Linie gleichzeitig in zwei Knoten enden muB. Fir jeden 
i) Knotentyp nimmt der Index w; seinen Maximalwert @max dann an, wenn 
Jalle in ihn einmiindenden Linien innere Linien sind. 


ax 


Wenn wo <0 ? (3,3) 


| gilt, so ergibt sich offenbar aus (3,2), daB 
w(G) < 4. 


‘| Gilt umgekehrt fiir einige Knotentypen 


{ one 7; (3,4) 
‘so kann man stets einen Graphen G aufbauen, der eine hinreichende Anzahl 
*von Knoten dieses Typs enthalt, so daB der Index w(G@) gréBer ist als jede 
 vorgegebene Zahl. Entweder ist also der Index des Graphen nicht héher als 4, 
{oder er kann beliebig gro8 gemacht werden. 

+ Beriicksichtigen wir 


a SO RT: 
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wobei J,x, die Indizes der diuBeren Linien sind, die in den betreffenden 
Knoten einmiinden, so lait sich die Abhingigkeit des Index w(G) von der 
Anzahl au8erer Linien folgendermafen darstellen. 


60 (Oy Sop ag Sse ray. (3,5) 


a lext 


Die Summation im letzten Glied erstreckt sich iber alle 4uBeren Linien des 
betreffenden Graphen. 

Im Fall (3,3) kann also fiir einen Graphen mit positivem Index die Anzahl 
der iuBeren Linien nicht gréBer als vier sein. In diesem Fall sind die beiden 
Gr6Ben w(G@) und s durch die Zahl 4 nach oben beschrankt, die Anzahl der 
Typen der entsprechenden Kontraglieder ist endlich und laBt sich im einzelnen 
klassifizieren. Im entgegengesetzten Fall (3,4) kénnen beide Summen auf 
der rechten Seite der Formel (3,5) bei nichtnegativem Index w(G@) beliebig 
groB gemacht werden, die beiden Groen w(G) und s sind unbeschrankt, und 
zur Kompensation der Divergenzen wachsender Ordnung miissen Kontra- 
glieder mit wachsendem ,,Linearitétsgrad‘‘ und wachsender Anzahl von Ab- 
leitungen eingefiihrt werden. Ein geschlossener Ausdruck fiir den gesamten 
effektiven LAGRANGE-Operator lat sich nicht angeben. 

In Ubereinstimmung mit den angegebenen Eigenschaften lassen sich die 
Wechselwirkungstypen in zwei Klassen einteilen (12): 


a) Wechselwirkungen erster Art (alle w; < 0). 
b) Wechselwirkungen zweiter Art (einige w; > 0). 


Dementsprechend werden die Theorien in ,,renormierbare“ und _,,nicht- 
_renormierbare“ eingeteilt. 

Zu dieser Definition muB nur noch eine wesentliche Bemerkung gemacht 
werden. Es kann vorkommen, da8 die einzelnen Knotenfaktoren einander 
kompensieren und damit den effektiven Wert herabsetzen. 

Wir betrachten als Beispiel die Wechselwirkung eines gewéhnlichen Fermi- 
onenfeldes (Spin 1/2) mit einem neutralen vektoriellen Mesonfeld vom Typ 


D> 2p (z)Y™ p(X) Un (X):. (3,6) 
Bei der unmittelbaren Berechnung von w; benutzen wir den Umstand, daB 
die Paarung eines Vektorfeldes in der p-Darstellung die Form hat 
km kn 


m2 
m: — k? 


und da8 also 7, hier gleich zwei ist; wir erhalten offenbar 
oO; = 1 


und damit gehért der LAGRANGE-Operator (7;) zum nichtrenormierbaren Typ. 
Man kann jedoch zeigen, da8 der LAGRANGE-Operator (3,6) in Wirklichkeit 
eine Wechselwirkung erster Ordnung beschreibt. Um das einzusehen, zer- 
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gen wir das Vektorfeld nach STUCKELBERG (J3) in einen transversalen 
‘End einen longitudinalen Anteil 


On 
Un (x) = Uy (2) RSIS 


y ym nr 1 
U,, (x) Us (y) ~1g" Car mny ey 
; ———j 
OB(x) OB(y) — ikmkn 
On . Oy» k2 — m?° 


@Nun erinnern wir uns, daf die Streumatrix S nicht von der Dichte der 


Y. 1 a dB 
= D>]: yp (x)y" p(x) Un (x): dx eres S/o via 55 : dx. 


7Unter Benutzung des Erhaltungssatzes (genauer der Kontinuitits- 
* gleichung) des Spinorstroms, der durch das Vorhandensein neutraler Mesonen 
jnicht verletzt wird 


Dg P= Dae voy" via): =0, 


j k6nnen wir uns durch partielle Integration des zweiten Gliedes tiberzeugen, 
> da es verschwindet, also 


iE (a) dies 2 > (x) y” p(x) Un(x): da. 


Das longitudinale Feld 0B/0 2” fallt also tatsaichlich aus der S-Matrix heraus, 

die Effektivwerte von 7, und die Indizes der Knoten w; vermindern sich auf 

Null, und der LAGRANGE-Operator (3,6) wird renormierbar. 

Ohne diese sehr speziellen Falle einer Kompensation der Singularitaten, die 

auf einer gewissen Transformationsgruppe beruhen, hier im einzelnen zu be- 
trachten, wollen wir nun eine allgemeine Klassifikation der einfachsten 
Wechselwirkungs-LAGRANGE-Operatoren durchfihren. 

Zur Ermittlung der entsprechenden Indizes w,™** beachten wir, da ent- 

sprechend der allgemeinen Struktur der Vertauschungs- und Kausal- 

funktionen der Grad des Polynoms 7, fiir ein Skalarfeld und ein Vektorfeld 
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mit der Masse Null (elektromagnetisches Feld) mit skalarer Kopplung ver: 
schwindet; fiir ein Spinorfeld vom Spin 1/2 ist dieser Grad gleich Eins, fix 
ein Vektorfeld (mit m + 0) mit skalarer Kopplung gleich Zwei. Im Fall eine: 
Gradientenkopplung finden wir mit Hilfe der Formel (I. 5,10), da8 7, fir da: 
skalare und das elektromagnetische Feld gleich zwei und fir das Vektorfelc 
gleich vier ist. 

Wie wir festgestellt haben, kann die Anzahl der auBeren Linien in stark zu 
sammenhangenden Graphen mit nichtnegativem Index nicht héher sein als 
vier. Der maximale Linearitaétsgrad des LAGRANGE-Operators einer Wechsel. 
wirkung erster Ordnung ist also gleich vier. Aus der Formel 


of = = Sn +2)—4 (3,7 

1 
— die Summation erstreckt sich hier tiber alle Linien, die von dem ge- 
gebenen Knoten ausgehen — geht hervor, daB im Fall eines LAGRANGE- 
Operators, der vier Operatoren enthalt, alle vier Linien den Index r; = C€ 
haben miissen; nur die folgenden vierfachen Produkte der skalaren Felder 
und der elektromagnetischen Felder 


*Pa, Pa, Pas Pas * >Pa, Paz A, Ax:; : A, A,A,A, : (3,8) 


beschreiben also eine Wechselwirkung erster Ordnung (w; = 0). 
Alle iibrigen vierfachen Wechselwirkungen, z. B. die vierfache FERMI- 
Wechselwirkung von Spinor-Operatorfunktionen!) 


(Pa, O War) (Wa,O Wa,) (i a 2), 


die man zur Beschreibung der /-Prozesse benutzt, sowie die vierfachen 
Wechselwirkungen, die abgeleitete und vektorielle Feldfunktionen enthalten, 
bilden Wechselwirkungen zweiter Art. 
Die kubischen Glieder in einem LAGRANGE-Operator erster Art kénnen 
offenbar folgende Struktur haben: 
a) Produkt dreier skalarer und elektromagnetischer Funktionen ohne. Ab- 
leitungen: 

2 Oo, Pa, Pats. 7-9 ApAp: (= —1) (3,9) 
(die tibrigen Kombinationen bilden keinen Skalar); 
b) Produkt dreier skalarer und elektromagnetischer Funktionen mit einer 


ersten Ableitung: 


OPa, 
Pa, aa Aero (3,10) 


Nach diesem Typ ist die Wechselwirkung geladener skalarer Mesonen mit 
dem elektromagnetischen Feld gebaut (skalare Elektrodynamik); 


1) Hier ist die tibliche abgektirzte Schreibweise fiir Matrizen benutzt 


(uOv) = 2, Ua ap UB. 
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! ) Produkt einer skalaren, einer vektoriellen und einer elektromagnetischen 
‘afunktion 


Sia a Ei (3,11) 


: Be ctiachen 
(p10 po) P, : (pO* pr) Ay: (wi = 0). (3,12) 


Alle tbrigen kubischen Wechselwirkungen, beispielsweise die Wechsel- 
twirkung eines Spinorfeldes mit einem Skalarfeld bei Gradientenkopplung 


ae a) 
:HO'w) a: (= 1) 


fibren zu nichtrenormierbaren Theorien’). 

Die neunaufgezahlten LAGRANGE-Operatoren (3,8) —(3,12) umfassen alle még- 
Hlichen Wechselwirkungstypen erster Art?), da die im folgenden aufzustellen- 
jden quadratischen Formen, die der Bedingung (3,3) geniigen, Knoten ent- 
‘sprechen, in die je zwei Linien einmiinden. Solche Formeln beschreiben keine 
tUmwandlungsprozesse von Teilchen und bilden deshalb nur mégliche Typen 
vvon Kontragliedern. 

Q idadratische Formen sind in folgenden Kombinationen méglich: 

a) Produkte der Funktionen eines Feldes ohne Ableitungen: 


Pp: (w= —2); :AyAg: eee 


2 (pO): (0; = — 1). 2g o*:. (@j =—0); (3,13) 


‘b) Produkte der Funktionen eines Feldes, die auch Ableitungen enthalten 


k6nnen 
Og Oy ae OND 
a ae (or = 0); : (wor 54) (w; = 9); 


“Axk Oxk © 
jas 0An\? ey 
: ae Pd S(O cee); (5a) s (w; = 0). 


Alle iibrigen quadratischen Funktionen fihren auf Wechselwirkungen zweiter 
Art. 

‘Die oben durchgefihrte Einteilung der LAGRANGE-Operatoren in Wechsel- 
wirkungen erster und zweiter Art ist eigentlich nicht ganz konsequent. Sie 
wurde unter dem Gesichtspunkt der Konvergenz der einzelnen Glieder in der 
‘Entwicklung der S-Matrix nach Potenzen der Kopplungskonstanten an- 
gestellt. Es ist nicht unméglich, daB nach der Aufsummierung dieser Reihe 
der analytische Charakter der untersuchten Funktionen sich andert, womit 
natiirlich auch die oben durchgefiihrte Einteilung abgeaindert werden 
miBte (14). 


1) Abgesehen von dem LAGRANGE-Operator (3,6). 
2) In Wirklichkeit wird ihre Anzahl infolge der Ladungs- und Eichinvarianz noch weiter 
vermindert (siehe unten). 
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Wir haben also die Aufgabe vor uns, ohne Bezugnahme auf die Storungs 
rechnung festzustellen, welche Wechselwirkungen zur ersten und welche zun 
zweiten Art gehéren. Mit anderen Worten handelt es sich um die Frage, be: 
welchen LAGRANGE-Operatoren vom lokalen Typ der Aufbau einer ge 
schlossenen Theorie méglich ist. Die Bedeutung dieses Problems liegt darin. 
daB, wie wir sofort zeigen werden, zwischen den Theorien erster und zweiter 
Art ein grundlegender physikalischer Unterschied besteht. 
Um dies einzusehen, gehen wir noch etwas naher auf die Eigenschaften der 
Wechselwirkungen zweiter Art ein. Wie wir uns bereits tberzeugen konnten 
befinden sich unter den unendlich vielen Typen von Kontragliedern, die in 
diesen Theorien auftreten, Gruppen von Gliedern des gleichen Operatortyps,; 
aber mit unbeschrankt wachsender Ordnung der Ableitungen. Solche Reihen: 
nach Potenzen der Ableitungen bilden tatsachlich Entwicklungen einiger 
nichtlokaler Ausdriicke und stellen deshalb im wesentlichen auch nichtlokale 
Wechselwirkungen dar. 
Beispielsweise erfordert der LAGRANGE-Operator der pseudovektoriellen: 
Meson-Nukleon-Kopplung ; 
a yd ak du © | 
a eae oy ee 


die Einfithrung einer unendlichen Anzahl von Kontragliedern der Form 
oe ae 
Si at fie) aA (xy" \aak 


in den effektiven LAGRANGE-Operator; diese kénnen zusammengefaBt als: 
Entwicklung des nichtlokalen Ausdrucks 


‘? 0 
fev Berrr ve ee (e—y 


in eine Reihe nach wachsender Ordnung der Ableitungen der Funktion u 
aufgefaBt werden. 

Im Fall einer Wechselwirkung zweiter Ordnung verschwindet also praktisch 
die Lokalisierbarkeit des effektiven LAGRANGE-Operators und dieser hiangt 
nicht mehr nur von dem Verhalten der Feldfunktionen in einer unendlich 
kleinen Umgebung des Punktes x ab. Hierbei zeigt es sich, da8 unabhangig 
von der Kleinheit der Wechselwirkungskonstanten die Glieder héherer Ord- 
nung bei hinreichend hohen Impulsen wesentlich werden. Tatsachlich ergibt 
sich aus Dimensionsbetrachtungen, dafs ein Kontraglied, das n Ableitungen 
enthalt, proportional /” ist, wobei / ein kleiner Parameter von der Dimension 
einer Lange ist (die ,,universelle Linge‘), die in irgendeiner Potenz mit der 
Wechselwirkungskonstanten zusammenhangt (15). In der p-Darstellung 
gehen die Ableitungen 0/0x in die Impulse tiber, und wir erhalten eine Ent- 
wicklung nach der Gré8e 


wobei : As (3,15) 
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Tie DE BROGLIE-Wellenlange ist. Bei hinreichend groBen Werten vonp wird die 
DE BROGLIE-Wellenlange A vergleichbar mit der universellen Linge, und der 
aintwicklungsparameter (3,15) des nichtlokalen LAGRANGE-Operators in der 
Xeihe nach den Ableitungen ist nicht mehr klein. Die universelle Lange / 
wbedeutet in diesem Fall eine GréBe, die die physikalische ,, Verschmiertheit “‘ 
‘les Teilchens kennzeichnet, und ihr Auftreten ist ein Zeichen fiir den wesent- 
lichen Einflu8 der inneren Struktur des Teilchens. 
Vir kommen zu dem SchluB, da die LAGRANGE-Operatoren fiir eine Wechsel- 
lvirkung zweiter Ordnung ,, Bruchstiicke“ einer nichtlokalen Wechselwirkung 
Hilden, die in lokalisierter Form dargestellt ist. Zur konsequenten Entwick- 
ung dieser Theorien hat man von Anfang an von einem nichtlokalen 
JJAGRANGE-Operator auszugehen, der die innere Struktur der Elementar- 
feilchen beriicksichtigt. Hieraus ergibt sich, daB zwischen den Wechsel- 
iirkungen erster und zweiter Art ein tiefgreifender physikalischer Unter- 
ischied besteht. Die Frage, ob alle in der Natur verwirklichten Wechsel- 
iwirkungen zur ersten Art gehéren, gewinnt dadurch erstrangige Bedeutung 
<16). 
iWir betonen, daB man eine ausreichend begriindete Antwort auf diese Frage 
jaur durch einen Vergleich der Ergebnisse von Rechnungen, die sich nicht 
jiuf die Storungsrechnung stiitzen, mit dem Experiment gewinnen kann. 
‘Heute ist beispielsweise noch vollig ungeklart, ob die Wechselwirkungen, die 
qwir auf Grund der Storungsrechnung zur ersten Art zahlen, auch wirklich 
dazu gehoren. 
‘Ist die Antwort auf unsere Frage in positivem Sinn gefallen, so kann man an- 
inehmen, dafS die Feldtheorie bereits tber die Methoden verfiigt, die eine 
teindeutige Beseitigung der Divergenzen und die Herleitung eindeutiger End- 
ergebnisse ermoéglichen. Heutzutage stiitzt sich zwar die Rechentechnik auf 
die Storungstheorie, aber auch ihre Anwendung in Verfahren, die der St6- 
rungsrechnung nicht oder nur teilweise zuganglich sind, macht offenbar keine 
besonderen Schwierigkeiten (17, 18). 
/Die Singularitaten beruhen in diesem Fall auf der Vorstellung, daB die 
Elementarteilchen punktformig seien, und das Verfahren zur Beseitigung 
der Singularititen ist tatsachlich nur ein verhaltnisméBig geringer Preis, 
‘der fiir den Verzicht auf eine eingehende Untersuchung der inneren Struktur 
‘der Elementarteilchen zu zahlen ist. Die Erfolge der Rechenmethode sprechen 
fdafiir, daB die Einzelheiten der inneren Struktur der Elementarteilchen bei 
‘den Wechselwirkungen erster Art keine groBe Rolle spielen. 
Im entgegengesetzten Fall, wenn namlich auch nur einige der realen Wechsel- 
wirkungen zur zweiten Art gehéren wiirden, muBte die Frage nach dem 
finneren Bau der Elementarteilchen und nach einer konsequenten Be- 
 schreibung ihrer Wechselwirkung mit Hilfe nichtlokaler LAGRANGE- 
Operatoren grofe Bedeutung gewinnen. 
etolge der gegenseitigen Kopplung zwischen allen Teilchen miti%te dann, 
: auch wenn einige der Wechselwirkungen zwischen ihnen fiir sich betrachtet 
‘zur ersten Art gehérten, eine vollstandige Beschreibung beliebiger Teilchen 
notgedrungen stets nichtlokal sein. 
Da es heute praktisch noch keine Untersuchungsmethode fiir nichtlokale 
Wechselwirkungen in der Quantenfeldtheorie gibt, werden wir diese zweite 
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Méglichkeit hier nicht naher ins Auge fassen. Wir nehmen also an, obwoh 
dies durchaus nicht der Fall zu sein braucht, daB alle existierenden Wechsel 
wirkungen zur ersten Art gehoren. 

Wir untersuchen nun die Méglichkeiten zum Aufbau yon Theorien erster 
etwas genauer. 

Wie vorhin festgestellt wurde, beschrinken sich die méglichen Typen vor 
Gliedern des effektiven Wechselwirkungs-LAGRANGE-Operators auf dre: 
Formen vierter Ordnung (3,8), sechs dritter Ordnung (3,9) —(3,12) und ach 
Formen zweiter Ordnung (3,13)—(3,14). 

Die allgemeinste Form fiir den effektiven LAGRANGE-Operator lautet also 


L (x) =2 Aa iosasa, : Pa, Pa, Pa; Pa, : = 
+ >) Baas: Pa, Po, Ap Ay: g® +O S'g** gt: A, Ap Arai: + 
(a, k) (k,l). 
as ae Bie Pa, Pa, Pa; * + oy Be pees PaAy Ay: =k 
(a) a, 


Oy Pee. 
1 pres aay A : ke 4 Onan a i as ee =i) 
+ 2, 1 Pp 0 xk kg Pp yp yp k 


+ pi Faas : Pa, Qn A;: FF = Kayasa,: (Wa, O Wa.) Pa; : ne 


(a, &) 
MM ~nn. OAm OAn ‘ Mm ~nn, OAn dAm - 
+hog T° Oa" Ox" oat av ME Ee ee 


+ D> Na: (~aO Pa): + SY Pa: Pa Ga spats = iicheed Soe Je 


ble Seow 
+ > Bag": go¢e: + > We: PaO? ae an 
a,k a, k ve 


a OYa OPa \! 
PR Et ie (3,16) 


In den Theorien erster Art reduziert sich also die Wahl des LAGRANGE- 
Operators der Wechselwirkung auf die Festlegung einer endlichen Anzah] 
von ,,Kopplungskonstanten“ 


AR Ol sea (3,17) 


Infolge der Beriicksichtigung der Eichinvarianz, der Erhaltung der Ladung 
und der Invarianz gegen den Ubergang zu den konjugierten Ladungen ver- 
ringert sich die Anzahl unabhingiger Konstanten. Um die Theorie vollstandig 
festzulegen, mu8 man natiirlich noch die Teilchenmassen im wechselwirkungs- 
freien Fall angeben. Jede Theorie erster Art wird also vollstindig gekenn- 
zeichnet durch einen endlichen Satz von Zahlen, nimlich die Massen der 
fiktiven nichtwechselwirkenden Teilchen und die Kopplungskonstanten. 

In unserer Variante der Theorie ist die GrundgréBe neben den LAGRANGE- 
Operatoren der freien Teilchen, die die Eigenschaften der nichtwechsel- 
mecca Felder festlegen, der LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung 

(x). 
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‘Wie wir uns itberzeugt haben, erhilt man, wenn man L(x) auf die ibliche 
Weise festlegt, durch vollstandige Durchfiihrung der Definition des 7'-Pro- 


Deh ®t a) eet L(G, yin Jal tale (3,18) 


)bwohl das Verfahren zur Konstruktion des Operators 7” nicht eindeutig 
st, entspricht die darin herrschende Willkiir einer endlichen Anderung der 
jSopplungskonstanten im LAGRANGE- Operator der Wechselwirkung, d. h. der 
‘infihrung endlicher Kontraglieder in den LAGRANGE-Operator L(x), die 
(len gleichen Typ haben wie die Glieder im Ausdruck (3,16). Um die Rech- 
hungen ganz eindeutig zu machen, hat man also L(«) in Anwendung auf ein 
testes Konstruktionsverfahren des Z’-Produkts vorzugeben. 

JAndererseits ergibt sich, wie wir sehen, ein vollig 4quivalentes Ergebnis, 
jvenn man, statt das 7”-Produkt ,,zu Ende zu definieren‘‘, das tibliche T- 
»Produkt (mit irgendeiner zusitzlichen Regularisierung in den Hilfs- 
joetrachtungen) benutzt, aber statt L(x) einen effektiven LAGRANGE-Operator 
‘ler Wechselwirkung Ler, einfiihrt, der auBer dem urspriinglichen LAGRANGE- 
‘Operator noch divergierende Kontraglieder von der Form (3,16) enthilt, 
lwelche die Divergenzen in den tiblichen 7'-Produkten kompensieren. 

«Vom Standpunkt der S-Matrix haben wir also anstatt des urspriinglichen 
[vollstiindigen LAGRANGE- Operators 


Ly (x) + L(x) 


| 
.. LAGRANGE-Operator 
‘| 
Liges — Ly 5 Leese. 


‘Die hier eingehenden ,,Massen‘‘ und ,,Ladungen“, d. h. die Koeffizienten 
der entsprechenden Operatorkombinationen divergieren, aber die mit ihrer 
Hilfe berechneten beobachtbaren Gré8en (darunter die wirklichen Massen, 
Ladungen usw.) haben endliche Werte. 

‘Wir kommen also zu dem sogenannten ,,Renormierungs-Standpunkt“‘; hier 
werden zur Gewinnung endlicher Werte fiir die zu berechnenden beobacht- 
baren Gré8en inden LAGRANGE-Operator unendliche Zusatzmassen, -ladungen 
‘usw. eingefithrt. Hierbei sagt man, die Beseitigung der Singularitaten aus der 
‘Theorie werde durch ,,Renormierung“ der Grundkonstanten erreicht. Die 
‘Renormierungsfaktoren enthalten divergierende Ausdriicke. 

‘Dieser Standpunkt ist jedoch nicht gentigend konsequent durchgefihrt, da 
man in L,,, Kontraglieder einfihren mu8, die nicht nur in der Renormierung 
der GrundgréBen in Erscheinung treten (beispielsweise im Fall der Spinor- 
Elektrodynamik die offenbar nicht eichinvarianten Glieder der Photonen- 
masse!) und das Glied (0A,,/0%”)*, die Gledes vierter Ordnung in den 
Mesontheorien usw.). 

AuBerdem andert sich bei der Benenatare der verallgemeinerten Streu- 
matrix S(g), wie wir in § 2 sahen, die Struktur der Kontraglieder: Sie hangt 


1) Bei einem nicht eichinvarianten Regularisierungsverfahren, wie es z. B. in § 1 dieser 
Arbeit benutzt wird. 
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ab vom Verhalten der Funktion g(x). Wie wir weiter unten zeigen wollen. 
bestimmt die Matrix S(g) den effektiven HAMILTON-Operator des Systems.. 
Man kann also sagen, daB bei der Regularisierung der SCHRODINGER-- 
Gleichung Kontraglieder eingefiihrt werden miissen, die verschieden sind von: 
den bei der Regularisierung der S-Matrix bendtigten. Die konkreten Aus-. 
driicke fiir die divergierenden Koeffizienten der Kontraglieder hangen schlieB-. 
lich noch vom Regularisierungsverfahren ab. 

Aus diesen Griinden wollen wir die ,,Renormierungs‘‘-Terminologie hier 
nicht beibehalten, sondern betrachten die Einfitthrung der Kontraglieder als: 
ein formales Verfahren, das die Endlichkeit der Rechenergebnisse sichert. 


§ 4. Die allgemeine Form der Kontra-Glieder in der Spinor-Elektrodynamik; 


Als Beispiel fiir wechselwirkende, gequantelte Wellenfelder betrachten wir: 
den praktisch wichtigen Fall der Spinor-Elektrodynamik, d. h. die Wechsel-. 
wirkung zwischen dem elektromagnetischen Vektorfeld und dem Fermionen-.: 
Spinorfeld mit einem LAGRANGE-Operator: 


L( «) = V4me:% (x) A (2) yp (2). (4,1) 


Wir erinnern uns, daB entsprechend der Struktur des Ausdrucks (4,1) in der 
FEYNMANschen Diagrammen in jedem Knoten zwei Fermionen-Linien und 
eine Photonen-Linie zusammentreffen, und daB die Kausalfunktionen dem 
beteiligten Felder folgende Form haben [vgl. (I. 5,7) und (I. 5,8)]: 


Lea ay a mn pe _& Neha dhette ) 
5 An Ae) =o" Die = — Slee, 8) 
, ak 1 : p 

oy (x) p(y) = S°(%# —y) = gal arm" oe (4,3) 


Der Grad des Polynoms P(k) im Zahler der Kausalfunktion ist also fiir die 
Photonenlinie gleich Null, fiir die Fermionenlinie gleich Eins. Der Maximal- 
index eines Knotens, der sich aus der Formel 


1 
pate ee = OF (7, + 2) —4 (4,4% 
i 


ergibt, ist gleich Null, und der LAGRANGE-Operator (4,1) gehdrt infolgedessert 
zum renormierbaren Typ. 
Wir klassifizieren nun die divergierenden Graphen und stiitzen uns dabei aui 


die Formel (3,5). Zunachst stellen wir fest, daB infolge des Verschwindens des: 
m 


Maximalindex der Knoten w;"** der Index eines Graphen w (@) nicht von der 
Anzahl der Knoten, sondern nur von Anzahl und Art der 4uBeren Liniert 
abhangt: 1 
o (G) = 4 — oe > (1 + 2). (4,5) 
lext 
Wie im vorigen Paragraphen angedeutet wurde, kann die Maximalzah) 
auBerer Linien in einem divergierenden Graphen nicht gréfer als 4 sein: 
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Aus (4,5) geht hervor, daB das einzige Diagramm dieser Art in der Spinor- 
elektrodynamik ein Diagramm mit vier auferen Photonenlinien ist. Der 
Index dieses Diagramms ist gleich Null. 

Wir wenden uns nun den Graphen mit drei auferen Linien zu. Infolge der 
Kontinuitat der Spinorlinien mu8 die Anzahl der 4uBeren Spinorlinien immer 
gerade sein. Es gentigt also, die Graphen mit drei 4uBeren Photonenlinien 
und diejenigen mit zwei 4uB8eren Fermionenlinien und einer Photonenlinie 
zu betrachten.’ Die Gesamtbeitrage der Graphen mit ungerader Anzahl 
auBerer Photonenlinie in Abwesenheit duBerer Spinorlinien sind infolge des 
weiter unten in diesem Paragraphen abzuleitenden Satzes von FurRyY gleich 
Null. Ein Graph mit zwei duBeren Spinorlinien und einer Photonenlinie hat 
einen verschwindenden Index w(@). 
Kin Graph mit zwei auBeren Spinorlinien hat den Index Eins, ein Graph mit 
zwei auBeren Photonenlinien den Index Zwei. 

Graphen mit einer 4uBeren Fermionenlinie kommen infolge der Kontinuitat 
der Fermionenlinien nicht vor; Graphen mit einer é4uBeren Photonenlinie 
werden durch den Satz von FURRY ausgeschlossen. 

Mehr als die aufgezaihlten divergierenden Graphen gibt es nicht. Bevor wir 
zur Untersuchung der entsprechenden quasilokalen Operatoren tibergehen, 
wollen wir den erwahnten Satz von FURRY beweisen. 

Wir weisen zunachst darauf hin, daB die oben durchgefiihrte allgemeine 
Klassifikation der divergierenden Graphen die Symmetrie und Invarianz- 
eigenschaften des Systems gegentiber den verschiedenen Transformationen 
nicht beriicksichtigt. 

Kine Beriicksichtigung der erwahnten Eigenschaften bringt eine wesentliche 
Beschrankung der méglichen Typen von Graphen mit sich, ferner bedingt sie 
gewisse Wechselbeziehungen zwischen dem Bau der regularisierbaren quasi- 
lokalen Operatoren, die den verschieden divergierenden Graphen entsprechen. 
Die oben erwahnte Kontinuitaét der Spinorlinien beispielsweise bildet im 
wesentlichen einen Ausdruck fiir die Erhaltung der elektrischen Ladung der 
Fermionen. 

Kine wesentliche Einschrankung wird den méglichen Typen von Graphen 


' durch die Forderung nach Ladungsinvarianz auferlegt, d. h. nach Invarianz 


von Prozessen, in deren Anfangs- und Endzustinden keine elektrisch ge- 
ladenen Fermionen vorhanden sind, gegen eine Vorzeicheninderung aller 
Ladungen. Solche Prozesse werden stets durch Graphen beschrieben, bei 
denen alle aéuBeren Linien Photonenlinien sind. Eine Vorzeichenanderung der 
Ladungen bei der Transformation, die der Ladungsinvarianz entspricht, be- 
steht hier offenbar in einer Vorzeicheninderung der Ladungen der virtuellen 
Fermionen in den Zwischenzusténden. Die Bewegung dieser virtuellen 
Teilchen wird in den FEYNMANschen Graphen durch geschlossene Spinor- 
Zyklen beschrieben. 

Der Satz von FurRY (19) besteht in der Behauptung, daB die Matrixelemente, 
die Graphen mit mindestens einem ungeraden geschlossenen Spinorzyklus 
entsprechen, einander kompensieren. Wir betrachten einen solechen Graphen 
G, der einen ungeraden geschlossenen Zyklus LZ enthalt. Offenbar muB das 
Matrixelement, das diesem Graphen entspricht, eine Summe zweier Glieder 
bilden, deren eines einer Bewegung der Ladung in Z im Uhrzeigersinn, das 
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andere einer Bewegung einer Ladung im entgegengesetzten Sinn entspricht. 
Wie wir gleich zeigen werden |der mitgeteilte Beweis stammt von FEYNMAN 
(20)], unterscheiden sich diese beiden Glieder nur durch das Vorzeichen, so 


daB die Summe verschwindet. 
Der Faktor des Matrixelements, der einem geschlossenen Zyklus L mit ” 
Knoten entspricht, hat nach den FEYNMANschen Regeln die Form 


Sp [yS¢ (1 — 2) yS* (2 — 3)... y8* (n —1)] = 
= > fap Sey (1 — 2) ys S¢ (2 — 3)... Yu» Spa (m —1)}: (4,6) 


(Gyes5®) 
Nun benutzen wir die Tatsache, daB das gesamte Schema des Spinorfeldes 
und insbesondere die Relation, durch welche die DIRAc-Matrizen definiert 
werden Mh 4 yam Qgmn, 


ebenso wie die Spuren der Produkte jedes Zyklus von Matrizen invariant 
gegentiber der Substitution 


| Yap > — Yoo (4,7) 
sind. 
Durch die Transformation (4,7) geht die Kausalfunktion 
¢ 1 (m + P)B 
UO at Pol ge ip dae an 
Spy (1 ) aan | aS m? — p2 —ieé 
uber in 


! SSS 
exp | AP? yee eg — Soe —D. 


Fihren wir also in dem Ausdruck (4,6) die Transformation (4,7) durch, so 
erhalten wir 


Sp [y 8? (1 —2) 78° (2 —3)...yS°(n =1)] = 
Seale SF Wie nee Nuance 2s eee ee 


(a, --.5?) 


= (— 1)" Sp[y8* (1 —n) yy... 8° (3 — 2) yp S* (2 — 1)]. (4,8) 


Wir sehen also, daB infolge der Invarianz der Spur gegeniiber der Trans- 
formation (4,7) bei geradem n der Faktor (4,6) identisch wird mit dem Faktor 


Spy Ss? (Ll —myiy oy 82 (3 2) yS2 = 1]; (4,9) 


der einer Umkreisung des Zyklus L im entgegengesetzten Sinn entspricht; 
bei ungeradem n unterscheiden sich beide durch das Vorzeichen. 

In diesem letzten Fall ist die Summe der Matrixelemente, die den ver- 
schiedenen Umkreisungsrichtungen eines ungeraden Zyklus entsprechen, 
gleich Null, und der Satz von Furry ist bewiesen. 

Dieser Beweis des Satzes von Furry hat formalen Charakter, da es sich hier 
eigentlich um singulére Produkte nichtregularisierter Kausalfunktionen — 
handelt. Man sieht jedoch leicht ein, daB bei der Ersetzung von S¢ durch | 
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reg [S°] der Beweis in Kraft bleibt: Auch die Summe der regularisierten 
Matrixelemente verschwindet. Ordnen wir also solchen Graphen einen ver- 
schwindenden quasilokalen Operator zu 


Apa tee) 5.0) (4,10) 


so bleibt der Satz von Furry fiir die vollstandigen Koeffizientenfunktionen 
S,,(%,..-, ,) nach der Beseitigung der Divergenzen in Kraft. 

Wir heben hervor, daB die Bedingung (4,10), die die Ladungsinvarianz nach 
Beseitigung der Singularitéten garantiert, nicht allgemein verbindlich ist. 
Man konnte sie durch eine andere ersetzen und dadurch eine andere ladungs- 
invariante Theorie erhalten. 

Wir wenden uns nun wieder den oben behandelten Graphen zu. Da die 
Graphen, die nur 4ufere Photonenlinien enthalten, und zwar in ungerader 
Anzahl, eine ungerade Anzahl von Knoten besitzen, enthalten sie notwendig 
mindestens einen ungeraden Spinorzyklus, und infolgedessen kompensieren 


Z ) , al 
a b 


Abb. 12. 


w(G)=2 w(6)*7 
c d 


die Matrixelemente von Graphen mit ungerader Anzahl auBerer Photonen- 
linien einander stets. Diesen Umstand haben wir weiter oben benutzt, als 
wir die Graphen mit drei und mit einer 4uBeren Photonenlinie ausschlossen. 
Bei Beriicksichtigung des Satzes von Furry haben wir also fiir die Spinor- 
elektrodynamik nur die in Abb. 12 dargestellten vier Typen divergierender 
Graphen. 

Die gestrichelten Gebiete stellen hierbei den inneren Teil der Graphen dar, 
der eine beliebige+) Anzahl von Graphen enthalt. Wir erinnern daran, daB 
die Unabhangigkeit des Grades der Divergenz von der Anzahl der Knoten 
in der Spinorelektrodynamik aus dem Verschwinden des Maximalindex der 
Knoten folgt. 

Nun untersuchen wir die Form der quasilokalen Operatoren, die den diver- 
gierenden Graphen in Abb. 12 entsprechen. 

Dem Graphen a) entspricht fir alle geraden n, angefangen mit n = 4, folgen- 
des Glied in A, (x1, ..., 2) 


A 2 To CAN ey) Av (e/) Alin) Ar (Xs). X 
kh, 
x 6 (%, — 22) 6 (%_ — Xq)... 6 (Xn_y — An). (4,11) 


1) In a), c) und d) eine gerade, b) eine ungerade Anzahl. 
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Der Grad des Differentialpolynoms in diesem Ausdruck ist gleich Null, ent- 


sprechend dem Index des Diagramms a). 
Dem Diagramm b) entspricht fiir alle ungeraden n, angefangen mit » = 3, 


der quasilokale Operator 
BY S :p (xi) ¥™ p (&)) Am (%) : 6 (% — 22) X 

¥ 0 (29 <2 Hs) - - O (p= — ty) (ales 
Dem Diagramm c) entspricht fiir alle geraden n, angefangen mit n = 2, 
folgendes Glied in A, (4, ..-, %): 


0 
Dt Am (ai) Hor gm 4 De grem ge SO 
(i +7, m, k) Ox; Ox; 
“i ales 
Ek” mM ke DT eS x 
sepia oh NF a 
x 6 (2, — Xp) 0 (%_— ag)... 0 (Xp, —1 — “| Aj, (x;):. (4,13) 


Dieses Differentialpolynom ist vom zweiten Grade, entsprechend dem Index 
des entsprechenden Graphen. Das Glied ersten Grades fehlt in diesem Poly- 
nom, da es unméglich ist, aus ihm eine invariante Kombination aufzubauen. 


Dem Diagramm d) schlieBlich entspricht fiir alle geraden n, angefangen mit 
n = 2, der Operator 


= F) f) 
Even + ial, | 


(t+ 7) vj 


O(a 25) 0 ay ay) (mR —2| py (x;):. (4,14) 


Aus den angegebenen Beispielen geht hervor, daB die quasilokalen Opera- 
toren A, ziemlich viele willkirliche Konstanten enthalten. Wir weisen jedoch 
darauf hin, da wir bisher die Forderung nach Eichinvarianz noch nicht be- 
nutzt haben. 

Um diese Forderung zu formulieren, betrachten wir zundchst eine unendlich 
kleine Kichtransformation der Potentiale des elektromagnetischen Feldes 


6) 
Ag (#) + Ay (2) = Ay (x) + as 


wobei f eine beliebige unendlich kleine Funktion ist. Bei dieser Transformation 
liefert das Glied n-ter Ordnung der Streumatrix S(1) 


[Si (Ripe sgl ys ein (4,15) 


unter Beachtung des linearen Zusammenhanges zwischen S,, und den Poten- 
tialen A, mit verschiedenen Argumenten den Zuwachs 
ys OSs “OF 


> | ayo  B.- - hp. 
my t OAn (2,) Ox; 


os 
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Durch partielle Integration dieses Ausdrucks ergibt sich, daB er verschwindet, 
wenn folgende Identitat besteht: 


OS gai, se.-> Day OVOSEA Re tea) 


div ;, = 
Ya “GA (a) = 2 Oa OAg (HD) 


==), (4,16) 


Wie man sich leicht tiberzeugt, andert sich unter dieser Bedingung der Aus- 
druck (4,15) auch bei einer endlichen Eichtransformation nicht. Das beruht 
darauf, daB die Koeffizienten der héheren Potenzen von 0f/0x in dem Aus- 
druck fiir den Zuwachs des Integranden durch die Ableitungen von (4,16) 
nach A (2;) gegeben werden. 
Ausgehend von diesen Uberlegungen verwenden wir die Bedingung (4, 16) 
als Bedingung fir die Eichinvarianz der Theorie. Weiter unten werden wir 
sehen (siehe den nachsten Artikel), da8 diese Bedingung auBer der Hich- 
invarianz auch die Erfiillung des differentiellen Erhaltungssatzes fiir den 
elektrischen Strom gewahrleistet. 
Wir sehen nun nach, welche Willkir in der Wahl der Koeffizienten A”, B”, 
.., #", G”, in den Ausdriicken (4,11) — (4,14) nach der Forderung der Eich- 
invarianz in Form der Bedingung (4,16) noch ubrig bleibt. 
Als Beispiel betrachten wir den Knotenanteil der Operatorfunktion 
i Cae oe i 


WA Belek (as 2 oh Mpeg Peete Nn | Ke) (Tj) Am (Xe) (4,17) 
i+f%k, m) 
In Ubereinstimmung mit der Bedingung der Eichinvarianz mu8 der Knoten- 
anteil der Operatorfunktion folgende Bedingung erfiillen: 


div, : y (x;) Y he (2, sey Uppy, Ups + + +> Un | Xx) yp (2;) — 0. 


Vergleichen wir dies mit (4,12), so erkennen wir, daB die Funktion J” bis 
auf ein Glied von der Form 


b” vit é (x, — Xp) fo) (2%, — Xz) Mare (Xp—1 — %n) (4,18) 


definiert ist, wobei die Einfithrung von 6” eine Abanderung des Koeffizienten 
B" entspricht. Man sieht jedoch leicht ein, daB, falls der Knotenanteil von 
(4,17) der Bedingung (4,16) geniigt, diese Eigenschaft bei der Hinzufiigung 
des Gliedes (4,18) zu J” verlorengeht, denn es ist 


dive, y (2) VY (2;) 6 (2, at, Ly) 6 (2 as 2X3) ee 6 (Gey FY La) Be 0 
fiir bays. 


Wahlen wir also die quasilokalen Operatoren (4,12) so, daB das Ergebnis eich- 
invariant ist, so ist diese Wahl véllig eindeutig: Die Forderung nach Kich- 
invarianz hat alle Unbestimmtheit beseitigt. 

Ganz analog kann man sich auch von der Eindeutigkeit der Koeffizienten A” 
in den Ausdriicken (4,11) und der C” in den Ausdriicken (4,13) tiberzeugen. 
Weiterhin ist klar, daB die Ausdriicke (4,14), die die Potentiale des elektro- 
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magnetischen Feldes nicht enthalten, eine gewisse Willkiir in der Wahl der 
Koeffizienten F” und G” zulassen. 
Wir beschaftigen uns noch mit der Nichteindeutigkeit der Operatorausdriicke 
vom Typ 
: An (xi) fTe* (2, ce) Xn) Ax (2;): 

(m, kt +-)) 
hinsichtlich von Gliedern, die die gleiche Struktur haben wie die Glieder mit 
den Koeffizienten D” und E£” in dem Ausdruck (4,13). 
Setzen wir ein derartiges Glied 


0 
: Am (i) {(@ gm gex_9_ 0 4 et gmk eg a x 


Pon cd 
Ox; 0x; 1 Ox; 02; 


% 8 (ay — 5) 8 (a — 29) «9 Ena — aad} Ay) 


(m, k, t+ 3) 


in die Bedingung (4,16) ein, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der Diffe- 
rentiationseigenschaften der 6-Funktion 


0 7) 

we ect ee ae age 

5g 0 = — 5,8 le —y) 
folgende Beziehung zwischen d” und e”: 


d” + e” = 0. (4,19) 


Es bleibt also noch ein Freiheitsgrad in der Wahl dieser Koeffizienten. 
Bei jedem n gibt es also insgesamt drei nichteindeutige Konstanten: F”, G” 
und beispielsweise D”. Vom Standpunkt der Kontraglieder des LAGRANGE- 
Operator bleiben die drei GroBen [vgl. (I. 4,35)] 

pe Sips peas fades 

pee : ae all : casan! 

unbestimmt. 
Im folgenden werden wir sehen, da8 diese drei GréBen in die Ergebnisse nur 
in Form zweier Kombinationen eingehen, und daB sich die Nichteindeutig- 
keit durch Festlegung von Masse und Ladung des Spinorteilchens vollstandig 
beseitigen laBt. 
Wir miissen nun zeigen, daB man durch die Festlegung entsprechender 
Kontraglieder die Theorie tatsaichlich eichinvariant machen kann. Wie wir 
wissen, dienen die Kontraglieder des LAGRANGE-Operators zur Beschreibung 
eines bestimmten auf die Theorie angewandten Subtraktionsprozesses. 
Wir erinnern daran, da8 unser Substraktionsverfahren in der Fortlassung 
einer hinreichenden Anzahl von Gliedern der MacLAURINschen Reihe des 
divergierenden Ausdrucks mit dem Entwicklungszentrum im Punkt p = 0 
besteht; zu dem Ergebnis wird dann ein beliebiges endliches Polynom be- 
stimmten Grades hinzugefiigt. Auf Grund der eben gewonnenen Ergebnisse 
kann man sagen, daB sich diese Willkiir nur auf zwei Konstanten in den Glie- 


eee vom Typ (4,14) und eine Konstante in den Gliedern vom Typ (4,13) be- 
zieht. 
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Wir zeigen jetzt, daB dieses Verfahren zur Beseitigung der Divergenzen eine 
eichinvariante Theorie liefert. 

Zum Beweis benutzen wir folgende Abart der Regularisierung unter Be- 
nutzung von Hilfsmassen: Wir regularisieren die Kausalfunktionen der 
Photonen (4,2) auf die tibliche Weise [siehe (1,6)], dagegen die Kausalfunk- 
tionen der Spinoren nicht einzeln, sondern unter Ersetzung ihrer Produkte, 
die geschlossenen Zyklen entsprechen 


Sp [y S* (a — 2) y 8* (% — %)y... 8° (Lp_1 — pq) YS* (4% — %)] (4,20) 
durch die Ausdriicke 
o Cm Sp [y Siu (%, — 2a) vy Sin (% — X3) cis Su (%n — 2%)], (4,21) 


wobei S‘(x) die Kausalfunktion fiir Spinoren mit der Masse M ist 
> ee pt+tmM 
—tpe —____s—" 4,22 


Das angegebene Regularisierungsverfahren fiir die Kausalfunktionen der 
Spinoren ist eine Variante der Regularisierung nach PAULI-VILLARS (21). 
Wir zeigen zunachst, daB eine Regularisierung nach PAULI-VILLARS die 
Divergenzen aus den Matrixelementen beseitigt, die geschlossenen Zyklen 
entsprechen. Zu diesem Zweck betrachten wir das Integral iiber den Ausdruck 
(4,20), in der Impulsdarstellung geschrieben. Es lautet 


a Sp [y (P + m)y (B + by +m)... (B+ haa + m)] (4,23) 
? (in? — gF 8) (m* — (p+ h,P — ie)... (m®@—@ +key —ie) 
Der Integrand verhalt sich bei groBen p wie p~”, und fiir n < 5 divergiert das 


Integral wie eS ody 
en d 
| p “ me [ a (4,24) 


Bei groBen p 1aBt sich der Integrand in (4,23) 


Py (p) + m? Pa_s (p) + oe ik fa 
Pon (p) + m? Pano (p) +--+ + m2” 
ce hs (r)  » Pal) ee (p) _ Pan-2(P) in dh.) 


Poa (Pp) pe PG.) Pr (p) 7 1 ae (p) J 


[wobei P;(p) ein Polynom i-Grades in den Komponenten von 7 ist] als 
Potenzreihe in m? darstellen, wobei die k-Potenz von m? einen Koeffizienten 
hat, der sich bei p > co wie p-” 2” verhalt. 

Man sieht also, daB bei einer Beziehung von der Form 


Gan 2) Cat M? — 0; poi a 0 (4,26) 


zwischen den KoeffizientenC y in der Summe (4,21) der Integrand fiir (4,21) 


bei p — oo sich wie 
p 2k 


496 N. N. Bocotyusow und D. W. ScHIRKOW 


verhalt; das Verfahren von PAULI-VILLARS regularisiert dann die betrach- 
teten Ausdriicke samt ihren 2k + n —5 ersten Ableitungen nach den 3;. 
Diese Eigenschaft des Verfahrens von PAvri-VILLARs 1a8t sich auch un- 
mittelbar nachweisen, wenn man zur ,,a-Darstellung“ der Kausalfunktionen 
tibergeht. 

Wir werden dementsprechend Hilfsmassen nur fiir die Photonenlinien und 
die geschlossenen Spinorzyklen einfithren. Die offenen Spinorzyklen werden 
wir gar nicht regularisieren. Man iiberzeugt sich leicht, daB zur Regulari- 
sierung der Photonenfunktionen eine Hilfsmasse gentigt, wahrend fir die 
geschlossenen Spinorzyklen deren zwei erforderlich sind. 

Tatsachlich ist der maximale Divergenzgrad fiir Graphen mit geschlossenen 
Spinorzyklen gleich zwei (Graphen vom Typ der Abb. 12c), d. h. es ist n = 2, 
und die Einfiihrung zweier Hilfsmassen setzt den Grad um vier herab. Da- 
durch konvergiert jetzt das Integral bei p —> oo wie 


fa p-p®. 


Andererseits ist der maximale Divergenzgrad von Graphen mit inneren 
Photonenlinien gleich Eins (Graphen vom Typ der Abb. 12d). Durch Ein- 
fiihrung einer Hilfsmasse in die Photonenlinie verringert sich der Grad der 
Divergenz um zwei, und das Integral konvergiert wie 


[app 


Eine Notwendigkeit zur Regularisierung offener Spinorzyklen ergibt sich 
dabei nicht. 

Wir sehen daraus, daB bei endlichen Werten der Hilfsmassen VM; alle Matrix- 
elemente konvergieren. Man muB jedoch bedenken, da8 die Regularisierung 
nach der Methode der Hilfsmassen nur ein technischer Kunstgriff ist, der in 
einem Zwischenstadium der Rechnungen angewandt wird, und daB die tat- 
sichliche Beseitigung der Divergenzen durch ein Subtraktionsverfahren 
erfolgt. 

Auf den gewonnenen regularisierten Ausdruck fiir die Streumatrix wenden 
wir nun das tibliche Kirzungsverfahren der MACLAuURINschen Reihe in der 
Impulsdarstellung bei gleichzeitiger Hinzufiigung dreier beliebiger endlicher 
Konstanten an. Infolge der oben festgestellten Invarianz der Ergebnisse 
einer solchen Kiirzung gegeniiber der Art der Einfiihrung der Hilfsmassen 
brauchen wir nun nur noch die Eichinvarianz der Regularisierung nach 
PAULI-VILLARS und der anschlieBenden Konstruktion nachzuweisen. 

Wir beweisen die Eichinvarianz der regularisierten Matrix S$ (1) vor der 
Subtraktion. Hierbei machen wir von der Tatsache Gebrauch, da8 sich die 
Menge aller Graphen n. Ordnung mit k 4uBeren Photonenlinien (k > 1) aus 
der Menge der Graphen (n — 1)-ter Ordnung mit & — 1 auBeren Photonen- 
linien durch Kinfiigung eines n. Knotens & in eine beliebige auBere oder 
innere Spinorlinie gewinnen 1é8t. Dieser EinfiigungsprozeB (den wir kurz als 
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€-ProzeB bezeichnen wollen) stellt gleichzeitig die graphische Analogie zwi- 
schen den Ausdriicken 

Disa (Kass, 25 Oy) 

234 8 


und Sy-1 (2, Bere) %n-1) (4,27) 


f= 24 

her. 

Wir betrachten zunichst die Einfiigung eines neuen Knotens in eine innere 
Spinorlinie. Handelt es sich hierbei etwa um die Linie (x,, x2), so erhalten wir 
das in Abb. 13 dargestellte Bild. 


nae : 
x, Xs 


¥' 
Abb. 13. 


Bestimmen wir die in der Bedingung (4,16) auftretende Divergenz des 
Faktors 
S° (x. — &) yS* (§ — a) 


nach é, so finden wir unter Benutzung der Gleichungen fiir S* folgenden Aus- 
druck 


div, [S°(z, — &) yS°(é — «)] = 
= = [8 (a. — €) —6(E — 2,)] S° (x, — a). (4,28) 


Die Einfiigung eines Knotens ¢ in eine innere Linie eines zusammengesetzten 
Fermionenzyklus la8t sich durch das in Abb. 14 dargestellte Schema veran- 
schaulichen. 


Xn x 
Abb. 14. 


Berechnen wir die Divergenz der Summe der Glieder, die dem rechten Teil 
von Abb. 14 entsprechen, mit Hilfe von (4,28), so sehen wir sofort, daB sie 
proportional dem Glied ist, das dem Diagramm auf der linken Seite der 
Abb. 14 entspricht; der Proportionalitatsfaktor lautet 


— [8 (am — €) — 3 (x, — 8) (4,29) 
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Die erwihnte Divergenz verschwindet also fir geschlossenen Zyklen (bei 
Diese ee) 

Wir wenden nun diese Uberlegungen auf kompliziertere Graphen an, die aus 
inneren Photonenlinien und einer beliebigen Anzahl geschlossener und 
offener Fermionenzyklen bestehen; es folgt die Beziehung 


dive KO) (ary, hy te PE) = 


= a be (E—2) — 5 9(F— n)| KR (tegeoa'g 2) 5 BO 


wobei die Summen 5 und > sich iiber alle Knoten des Graphen erstrecken, 


a 7) 
in die 4uBere Fermionenlinien einmiinden (x,) und von denen solche ausgehen 
(xp); K"(a,,..., %,) ist die Koeffizientenfunktion n. Ordnung und K”*? 
(a,,..-, %| €) die durch einen £-ProzeB daraus hervorgegangene Koeffi- 


zientenfunktion » + 1. Ordnung. 


x, Ee 
a i b Xe 


Abb. 15. 


Um den Nachweis fiir die Eichinvarianz der regularisierten Matrix S (1) 
abzuschlieBen, betrachten wir noch die Einfiigung eines Knotens € in auBere 
(ein- oder auslaufende) Fermionenlinien (vgl. Abb. 15). 

Berechnen wir die entsprechenden Divergenzen, so erhalten wir 


dive 8° (2, — 8) 7p () = = 8m — 8)-y lm), (4,31) 


divs p (€) yS* (§ — an) = 16 (F — ap) p (an). (4,32) 


Durch Vergleich dieser Ausdriicke mit dem Faktor (4,26) sehen wir, da8® die 
Operatorfunktionen S,(a,..., %,) tatsichlich der Eichinvarianzbedingung 
(4,16) geniigen, da, wie eben bewiesen, die Divergenz der Faktoren, die ge- 
schlossenen Zyklen entsprechen, verschwindet, waihrend die Divergenz eines 
Operators, der einem offenen Zyklus entspricht, als Summe der Divergenzen 
von &-Kinfiigungen in die Koeffizientenfunktion und der Einfiigungen in 
die 4uBeren Linien darzustellen ist; diese verschwinden ebenfalls, da der 
Faktor (4,32) das erste Glied, der Faktor (4,31) das zweite Glied in (4,29) 
kompensiert. 

Damit ist die Eichinvarianz der Matrix S(1) vor Anwendung des Regulari- 
sierungsprozesses formal nachgewiesen. Wir weisen jedoch darauf hin, daB 
nach dem Verfahren von PAULI-VILLARS nur die geschlossenen Fermionen- 
zyklen regularisiert werden, wobei in jedem Zusatzglied in den Ausdriicken 
(4,21) fiir alle Kausalfunktionen S8* die Masse den gleichen Wert hat. 
Infolgedessen haben die genannten Zusatzglieder nach dem é-ProzeB eben- 
falls die Divergenz Null, und wir kommen zu der SchluBfolgerung, daB auch 
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nach der Anwendung des Verfahrens von PAULI-VILLARS die regularisierte 


| Matrix S(1) der Eichinvarianzbedingung geniigt. 
| Diese Eigenschaft, nimlich die Erhaltung der Eichinvarianz, ist ein wesent- 
licher Vorzug des Regularisierungsverfahrens von PAULI-VILLARS; auf Grund 


dieses Vorzuges haben wir auch auf 

das bisher angewandte Verfahren der 

Kinfithrung von Hilfsmassen verzich- g 
tet. 

Wir zeigen nun, da8 auch durch die % 
EKinfihrung der quasilokalen Operatoren 

A, die Kichinvarianz nicht zerstért 

wird. Bei unseren Uberlegungen wird uns 

die Gleichung (4,30) von besonderem Nutzen sein; mit Hilfe der Formeln 


Abb. 16. 


5S pa 
PETC Siig eat Py Wi be a Wa (Disctce-s| Dw) Ody > iO Dns 


iD pinctat 
RON Gy) ny | $) = | cb ez Kniss (Pp +++ Pn |%) Ap... dpa dr, 
6 (€ — xq) = (2m)-4 [ ex (E—a) dx 
]4Bt sie sich in der Impulsdarstellung auf folgende Form bringen 


% Kasy (Py > -'+> Pa | %) i> (D1; Pek De) 5 
ies (Pi, - ++ Do +%,..., Pn): (4,33) 


Infolge der Translationsinvarianz der Koeffizientenfunktionen AK” und A”*? in 
der x-Darstellung sind alle Gro8en, die in der letztgenannten Beziehung auf- 
treten, proportional der 6-Funktion des Gesamtimpulses 6(2’p + 2) 


MS es (D1) erieg eS Pn | 7c) — 6 (L'p + 7) Keane (Dp; aes 2, Pn | 7c), 
TCD eS 2, PEER, 5, -payes OL pt A) KG (py GF PESE Ty os 55) Dp) 


Durch Elimination dieser 6-Funktion erhalten wir offenbar 
Konig (Das = Pn | 7) = DK (Die ©) Da + Ie: =; Pe) — 
= a Ks (ppiast ft ppd ary. ex pala? 14,34) 


Zur Veranschaulichung sei darauf hingewiesen, da sich ein Graph vom Typ 
der Abb. 12b aus dem Typ der Abb. 12d durch den in Abb. 16 dargestellten 
ProzeB herstellen 1aBt. 
Die entsprechenden Koeffizientenfunktionen 2’ und J’, die in den Operator- 
ausdriicken 

> W (Xp) 2X) (Hy, . +, Bn) Y (Xa): 


> W (Xp) DO) (24,5. -) En) Y (a) A (E): 
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auftreten, gentigen wegen (4,34) der Beziehung 
m Disa (Py + + +> Pn |%) = 420 (Py + 9 Pa +H + -» Pn) — | 
—4 Ln (Dy ++ +s Po THs» » +> Dn)- (4,35) 
Integrieren wir hier iiber alle Impulse auBer den 4uBeren (7, Pg, Pv) 
[ Dnaa (Pa +++ Po |%) (dP In? = Tnsr (Par Po | 7), 

[2h (Dy +s Pa +--+ Pn) (4PIn” = Zn (Pa +7; Pr), 

[En (Py. Po +% + Pa) (ADIn”? = Zn (Par Po +7), 
wobei [dp]e? =dp,...d pg. 4 Par, -- A py-1 IPs --- EPp) 


ist, differenzieren wir ferner nach z und setzen x gleich Null, so erhalten wir 


62 n (Par . Zn (Par Po) 
Tost ups | 0) oa 2 Pe aj Caen Bo Bot 


Oa Opp 
oder Tra (p, 0) = i 932 (4,36) 
Hierbei ist gesetzt worden 
Ty ’ O) = 1s ey 0 ? 
+1 (p, 0) 1 (p, — p | 0) 437) 
Po tg are (p, — p). 


Die Formel (4,36) gibt den Zusammenhang zwischen der Koeffizienten- 
funktion, die dem Eigenenergiediagramm entspricht, in der n. Naherung, und 
der Koeffizientenfunktion des Knotendiagramms in der n + 1. Naherung; 
dieser Zusammenhang gilt sowohl in der nichtregularisierten Theorie (formal) 
als auch nach der Regularisierung nach PAULI-VILLARS. 

Wir gehen nun zum Beweis der Hichinvarianz des Subtraktionsverfahrens 
uber. Da die Bedingung (4,16) vor dem SubtraktionsprozeB erfillt ist, 
brauchen wir uns offenbar nur noch von der Eichinvarianz der abzuziehenden 
quasilokalen Operatoren A, zu tiberzeugen. Stellt es sich dabei heraus, daB 
die abzuziehenden Operatoren, die den Graphen Abb. 12a und c entsprechen, 
einzeln eichinvariant sind, wahrend die Operatoren, die den Graphen Abb. 
12b und 12d entsprechen, der Beziehung (4,34) geniigen, so ist die Eich- 
invarianz des Subtraktionsverfahrens gesichert. Wir zeigen nun, daB es 
sich tatsachlich so verhalt. . 

Dabei benutzen wir den Umstand, da8 die Kichinvarianz des Subtraktions- 
verfahrens in der zweiten und dritten Ordnung hinsichtlich e bereits nach- 
gewiesen wurde (siehe § 1) und fithren den weiteren Beweis durch Induktion. 


Angenommen, die quasilokalen Operatoren A, erfiillen die genannten For- 
derungen bis zu einem ungeraden Wert 


n—1=2y—1. 
Wir betrachten das Element der Streumatrix 


Sn (a, depita) 


—_———— eee 


a  ———  — 
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_ vor der Subtraktion des quasilokalen Operators 


14 Bh Pfam chy 


In Ubereinstimmung mit der bereits nachgewiesenen Eichinvarianz der 


S-Matrix vor der Subtraktion und mit der Annahme, da8 die Eichinvarianz 


fir die quasilokalen Operatoren niederer Ordnung 


ATW ony Cals ha 1h, a Bed 


gesichert ist, ist der Ausdruck S, sicherlich eichinvariant. Die spezifischen 
Divergenzen n. Ordnung haben bei geradem n die in Abb. 17 dargestellte 


) Form. 


Abb. 17. 


Infolge der Eichinvarianz von S,, selbst sind auch die Anteile dieser GréBe, 
die den drei erwaihnten Graphen entsprechen, . 

2d, , Ay (Xq) Ag (%) Ay (Xe) As (Wa): 278 (By, «+5 Mn); 

P,d.7, 8 

a,b, c,d 


rhs (aq) Ay (2p) 124 (Gy 205, Bp) 5 (4,38) 
(P, 9, 4, b) 
S, : y (2p) Py (2%, etn Bw) Y (Xa); 
eichinvariant. 


Die Eichinvarianz des letzten Ausdrucks ist offensichtlich; die Anteile fiir 
vier und zwei Photonen liefern 


SSNPS 8 arc ty Kgs - «toy G2 PSO (4,39) 
P 
Di greskr Le © (Kassciy Rass & p-Ea) = 0: (4,40) 
p 
Differenzieren wir (4,39) nach k, und setzen k, = 0, so erhalten wir 
Ty Ct: Spe kr ee ape 7 ee (4,41) 


Die Beziehung (4,41) ist auBerst wichtig. Da die Divergenz des Graphen in 
Abb. 17a nur logarithmischen Charakter hat [w(G) = 0], reduziert sich die 
Kirzung der MAcLaurRiINschen Reihe auf eine Subtraktion ihres Wertes 
bei verschwindenden Impulsen der éuBeren Photonen von []?278. 

Infolge der Beziehung (4,41) verschwindet diese Gré8e, und [)?27° selbst kon- 


_ vergiert. Es erhebt sich also gar:nicht die Notwendigkeit, Divergenzen aus 


den Graphen der Abb. 17a zu beseitigen. 
34 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Wir gehen nun zum Zweiphotonendiagramm iber. 

Differenzieren wir die linke Seite der Beziehung (4,40) ein-, zwei- und dreimal 
nach den Komponenten von k, und setzen dann k, gleich Null, so finden wir, 
daB der erste, zweite und dritte Koeffizient der MACLAURINschen Reihe von 
I7°2, multipliziert mit k2 (Summation tiber p), verschwindet. Wir erhalten 


also a9" ke Tio ka) (Ay ogee kn) = 0, 
a9" ky I Gi kay (By. - » be) = 0, (4,42) 


Sg kn Ti ka) (k,, sine ae kn) — 0, 
n 
Abb. 18. wobei das Symbol //;;,,) das t-te Glied der MACLAURIN- 
schen Reihe nach der Variablen k bedeutet. Entwickeln wir 
die gewonnenen Ausdriicke ihrerseits in MACLAuRINsche Reihen nach der 
Variablen k,, und zwar bis zur zweiten, ersten bzw. nullten Ordnung, so 
erhalten wir fir die Summe 


gt? ky TPE (K,, «a Rayo ™ == 0, (4,43) 
p 


wobei das Symbol {. . .};?”" wie tiblich die Summe der Glieder der MAc- 
Laurinschen Reihe nach den Variablen 2, y, z,... bis zur i — 1. Ordnung 
einschlieBlich bedeutet. Die in (4,33) auftretende MACLAURINSche Reihe ist 
aber die Koeffizientenfunktion des von S, abzuziehenden Operators A,, der 
dem Zweiphotonendiagramm entspricht. Die Beziehung (4,43) driickt die 
Eichinvarianz dieser Koeffizientenfunktion aus. Der angegebene Operator JJ 
ist bis auf ein beliebiges endliches Polynom zweiten Grades in den Kompo- 
nenten k = ky = ky festgelegt. Ausgehend von relativistischen Kovarianz- 
betrachtungen und von der erwiesenen Eindeutigkeit des Koeffizienten C” 
in dem Ausdruck (4,13) und der Beziehung (4,19) finden wir, da8 dieses 
Polynom, das der Forderung nach Eichinvarianz geniigt, folgende Form hat 


d” (g?2 2 g?? git kP k*), (4,44) 


Die Eichinvarianz des Operators A,, der dem Diagramm der Eigenmasse 
des Elektrons entspricht (Abb. 17c), ist offensichtlich. Entsprechend der 
erwiesenen Willkiirlichkeit des endlichen Polynoms ist dieser Operator nur 
bis auf einen Ausdruck von der Form 


fim + 9" p (4,45) 
festgelegt. 
Damit ist die Betrachtung der Glieder A, abgeschlossen. 
Wir gehen nun zur nachsten Ordnung n + 1 = 2» + 1 tiber. Da sie ungerade 
ist, ist der einzige Graph, aus dem Divergenzen zu beseitigen sind, ein Graph 
vom Knotentyp, wie er in Abb. 18 dargestellt ist. 
Wie wir festgestellt haben, geniigt es, wenn wir die Giiltigkeit der Beziehung 
(4,34) [oder der aquivalenten Beziehung (4,35)] priifen. Infolge der cs: | 
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tat derK oeffizientenfunktionen der quasilokalen Operatoren eke und Fueee 
in den Impulsen nimmt die Beziehung (4,35) fiir sie folgende Form an 


a yysubtr (Dink sy Dass esha) a 
ODa 


KODE ke (Bienes ‘wan Pa 
—> x (DP, a. +2, » Pp ) (4,46) 


Pie (py -- +) Pa | %) = 4 


Da die verkiirzten Teile von J’ und & bis auf beliebige Polynome ihre Mac- 
Laurinschen Reihen nullter und erster Ordnung darstellen 


/subtr 


Y beige (Diss "De | A ast (Dip ates De | 72) Porras t+ tba 
rsub d 
DB gs tr (py, er Ya + Tse, ones Pn) == Ze (p,; sey Pa = I, eke Da) $8 ae 


++ % (B+ 2). 


peed (p ENS ea ra Cao Pn) a 


=a Ln (D5 ++) Po +H; %. EP ig L (bo+ %), 


kénnen wir uns durch unmittelbares Einsetzen tiberzeugen, da die 
Bedingung (4,46) unter Beriicksichtigung der Beziehung (4,36) auf die 
ies bat = a) 
Infolge der erwiesenen Eindeutigkeit der Konstante b, wird sie durch diese 
Beziehung definiert. Die Subtraktionsoperation in der mn + 1. Ordnung ist bei 
Giiltigkeit von (4,47) ebenfalls eichinvariant. Damit ist die Induktion abge- 
schlossen, und die Eichinvarianz der Matrix S$(1) nach der Beseitigung der 
Divergenzen ist bewiesen. 

Wir weisen noch darauf hin, daB die Beziehungen (4,36) und (4,47) in jeder 
Ordnung 7 die Gleichheit der Konstanten G, und 8,,, in den Operatoren 
(4,12) und (4,14) garantiert, also die _Identitaét von WARD (7) reprasentiert. 


Wir stellen nun die Kontraglieder des LAGRANGE-Operators auf, die die 
Matrix S(1) regularisieren. 

Setzen wir die Ausdriicke (4,12), (4,13) und (4,14) in die Formel (I. 4,35) ein, 
so erhalten wir nach partieller Integration und Summation tiber » folgenden 
Ausdruck fiir den gesamten LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung: 


TNA ear Bop coal Ih V4x -eZ,: p(x) A (2x) yp (2): — Om: p (a) y (2): — 
i f. 7) Ow a 
+ (Z, — 1) eG Oe ae 


1 mm p~mnn. 0A, (x) 0A, (x) mire OA, 
ates) ee I ‘0am Ce (Ss Oa” s) . 


| 2 


(4.48) 
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Dabei werden folgende Bezeichnungen benutzt: 


Sa 
Z=1t+ 3 ee Z, =14+33 


2Qy P 

. (4,49) 
= Dey . S Pov t+ Gor 
Ne ae ee 


Infolge der oben bewiesenen Beziehung 
Boy +1 = Go» 
nimmt die WARDsche Identitaét in diesen Bezeichnungen folgende Form an 
SSE Vie (4,50) 


Die Konstanten Z,, Z,, Z3, Om, die durch die Beziehungen (4,49) definiert 
werden, hingen von den Hilfsmassen M; ab; gehen diese Massen gegen Un- 
endlich, so divergieren die Koeffizienten in den Entwicklungen dieser GréBen 
logarithmisch. Die Matrixelemente der GroBe 


S (1) — md Lee aes 


nehmen jedoch im Grenzfall M;— oo endliche Werte an. 

Infolge der Eichinvarianz des Verfahrens von PAULI-VILLARS enthalt der 
LAGRANGE-Operator (4,48) im Gegensatz zu dem Operator (1,61), der sich 
durch eine nichteichinvariante Regularisierung ergeben hat, keine Glieder 
mit der Photonenmasse dmg und .a; und ist infolgedessen explizit eichin- 
variant. 

Wir sehen daraus, das die Form der Kontraglieder wesentlich vom Regulari- 
sierungsverfahren abhangt. Die Matrix S(1) hingt nach dem Grenziibergang 
M; — oo natiirlich nicht mehr davon ab. 

Setzen wir den Ausdruck fiir die quasilokalen Operatoren in die Formel 
(I. 4,31) ein, so erhalten wir folgende Kontraglieder zur Regularisierung der 
Matrix: 


L (x39) 9 (x) = V4m - eg (x) Z, (g): p(x) A(x) y (x): +6m(g): y (2) y (2): 
ine 0 Ow = 
+ (Zs(9) —1) Pewee Sue -gecae : —m: (a) vla):| 


1 
— (lala) —0) [5 Sonn gt; Sel) fale), _ 2 (sgn S40) 


2 O a” Ox” 2 \e Ou 
Z3(g) —1 A eS 0g Og 
+ ga 2 2,0"9 ‘4 m (2) An (2) Fo Jan + 
elegy An (x) g (x @) a mt An (@ ) Any (2) rasp sti 


SoA te) es g (a). (4,51) 
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| Dabei ist Z, (9) = 1 £ 5 AOE Bar tt , 
v=1 2! 
hoaed 20d» 
Ay (9) = 1 + Ce, 
v= : (4,52) 
iz = [g (2)]?*-Ds, | 
4,()) =1+ 2 en ae Wee 
— Sly (x)? (Fee + Ge») 
ST sa aa 20! 


( Der Ausdruck (4,51) ist noch nicht eichinvariant, und auch die Matrix S(g) 
) hat diese Eigenschaft noch nicht. 


| 


| ! 


_ §5. Renormierung von Masse und Ladung in der Spinor-Elektrodynamik 


/ Wir gehen nun zu einer ausfihrlicheren Betrachtung der Streumatrix S(1) 
uber. Im vorigen Paragraphen wurde ihre Eichinvarianz nachgewiesen. Wir 
) weisen zunichst darauf hin, daB man infolge der Eichinvarianz zur Paarung 
) der elektromagnetischen Potentiale 


{2 


| Am(k) An (K’), 


) Worten: die Elemente der Streumatrix andern ihren Wert nicht, wenn man 
i die GroBe 


i Aly (H) An (= 8 < T (4m (b) Ay (H))Q0 = 9" Te 8 (EF B) 
(one + HRY 1 (H)) 8 (b+ H+) (6,1) 


A, —> Ay = A, + 9"" k" F (kh?) (k- A (h)). 


Bestimmen wir die chronologische Paarung der neuen Operatoren A’, so er- 
j halten wir 
i ———— 


114; (b) A (K) = 


= = [g"” aetg"t kn gn km (2 F (k?) ale 2 KF (k2) F (k?)] 6 (k a8 Kk’). 


|1) Dies wurde zuerst von LANDAU und Mitarbeitern festgestellt (22). 
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Infolge der Eichinvarianz (1) hangen deren Matrixelemente nicht von der 


Funktion f (k?) SO (k?) i kor (k?) PF (k?) 
ab, und die verlangte Tatsache ist bewiesen. Setzen wir 
1 
F (k2) = — 7° 


so erhalten wir einen Ausdruck fiir die Paarung des elektromagnetischen 
Feldes 
ape ' 1 cd ae g” n km kn r 


der die Transversalitatseigenschaft besitzt 


ek Ah) A wk yee O- (5,3) 


n 


Wie wir unten zeigen werden, spielt die Paarung (5,2) in der Renormierungs- 
theorie eine besondere Rolle. 

Wir zeigen nun, da die Einfiihrung der fiinf Kontraglieder (4,48) in den 
LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung einer Renormierung von Masse und 
Ladung des freien Fermions aquivalent ist?). 

Zu diesem Zweck schreiben wir den vollstaindigen effektiven LAGRANGE- 
Operator der Wechselwirkung unter Fortlassung des Gliedes dm: py: 


ee a Ra eS cis 


0 Oy Lie 
(Ss: n Gs Oa” — sh" v(2):) — m9 (2) y(2):] 
1) [2 signe gan C4m (7) O4n (2) 1 = gO 
eli ke : Ca Ca Car 
(5,4) 


in der Impulsdarstellung 


L' (p) =Z, V4ne: yp Ay: + (Z—1):(p) (p — m) y(— P): 
Z, — 1 ° 
a Dt An (DG ipiestp ps) n Aan aap) (5,5) 


fal m,n 


Der LAGRANGE-Operator (5,5) wird im Gegensatz zu dem iblichen 
LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung (4,1) in den FEYNMANschen Dia- 
grammen durch Knoten von dreierlei Art vertreten. Das Glied (Z,—1) ent- 
1) Wir heben hervor, daB die folgende SchluBweise nicht ganz konsequent ist. Streng ge- 
nommen bezieht sie sich nur auf die Untersuchung des Einflusses endlicher Zusatz- 
glieder mit der Operatorstruktur von (5,5) zum LAGRANGE-Operator der Wechsel- 
wirkung auf die GREENsche Funktion. Die unten abgeleitete multiplikative Beziehung 
hat dementsprechend nur bei endlichen Renormierungen eine reale Bedeutung, wird 
dagegen bei der Betrachtung divergicrender Kontraglieder rein formal. 
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spricht einem Knoten, in dem zwei Fermionenlinien zusammentreffen, und 
den wir kurz als Z,-Knoten bezeichnen werden. Das Glied (Z,—1) entspricht 
_ den sogenannten Z,-Knoten, die zwei Photonenlinien verkniipfen. Das Glied 
} Z, entspricht einem Knoten vom tiblichen Typ (Z,-Knoten). 

Wir betrachten nun die Struktur der ,, Ausbreitungsfaktoren‘“‘, die den inneren 
+ Linien der neuen komplizierteren Graphen entsprechen. Wir beginnen mit 


| den inneren Fermionenlinien. Beziehen wir den Faktor 


(Zh) (p —m) 


auf einen Z,-Knoten, den Faktor 


V4aeZ, 


auf einen Z,-Knoten, so erkennen wir, da8 den einfachen inneren Fermionen- 
linien die Paacane 3) 
eee | 4 


y(—p)y (p) = 


p—m 


entspricht, und zwar unabhangig vom Typ der Knoten, die von der gegebenen 
inneren Linie verbunden werden. Wir berechnen nun den ,,vollstandigen 
Ausbreitungsfaktor“, der der Bewegung eines Teilchens zwischen zwei Z,- 
Knoten entspricht. Er wird offenbar durch eine Summe der Faktoren ge- 
geben, die den offenen Fermionenzyklen entsprechen, deren Anfang und 
Ende in Knoten vom Typ Z, liegen und die eine beliebige Anzahl von Knoten 
vom Typ Z, durchlaufen. Berechnen wir diese Faktoren nacheinander, wobei 
wir den Faktor 7 in jeder héheren Ordnung der S-Matrix beriicksichtigen, so 
erhalten wir infolge der Kompensation des Faktors n! im Nenner beim 
Ubergang zur Impulsdarstellung die Gleichung 
a : . v a 
ag A ge He 


Die Einfiihrung eines weiteren Z,-Knotens entspricht dem Auftreten eines 
Faktors Y,= 1 — Z,. 

Summiert man also von Null bis Unendlich tiber die Faktoren, die einer ver- 
schiedenen Anzahl von Z,-Knoten entsprechen, so erhalt man 


a a 1 1 a 
: j A) freee oe 4 ce a = ; (5,6 
presse aati Ea a Naruse Hye ea pe OP 
_~ Wir kommen zu dem Schlu8, da8 das Auftreten eines Kontragliedes Z, — 1 
im LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung vom Standpunkt der inneren 
Fermionenlinien aquivalent folgender Renormierung der Fermionen-Kausal- 
funktion ist: 


S* (p)—> S'° (p) = 27 *.S° (p). (5,7) 


1) In dieser Gleichung lassen wir der Kiirze halber die 6-Funktion des Gesamtimpulses 
fort. 
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Durch ein ganz ahnliches Verfahren k6nnen wir uns tiberzeugen, daB die Be- 
riicksichtigung des Kontragliedes Z, — 1 in den auferen Fermionenlinien 
zum Auftreten eines Faktors Z>! bei den Operatoren y und y fihrt, die den 
freien Enden der Linie entsprechen: 


wy (p)—>Zy1y(p); pl(p)>Zy? y (Pp). (5,8) 


Wir wenden uns nun den inneren Photonenlinien zu. Einem Z,-Knoten ordnen 


wir den Faktor 
1—=Z ¥, 
oer rae JM ie eas ee 


zu. Beliebigen inneren Photonenlinien entspricht dann wie bisher die Paarung 
4m (P) 4a (P) = = gM 


Wir betrachten nun die Struktur der Faktoren, die einer Bewegung eines 
Photons zwischen zwei Z,-Knoten entsprechen. Wir schalten nacheinander 
Z,-Knoten ein und erhalten unter Beachtung der Identitat 


Lk 
Pp» (g™! p? — p™ p’) ae p — pip") = gr" pt oe p 


eine Summe von Gliedern der Form 
api mn. ey oe Eig tte pias Sh eae 
9°"; Saad (5!) oe p* p') ted 


a PmPn . 2 a PmPn ; 
= Ese (Ot ges carne gee sligea) na 


wobei yee a ete 


Hierbei beruht der Faktor 2 im Nenner, der sich auf den Knoten Z, bezieht, 
auf den beiden verschiedenen Paarungsordnungen der Operatoren A (p), 
die in dem Kontraglied Z, vorkommen. Summieren wir tiber alle méglichen 
Knotenzahlen vom Typ Z,, so erhalten wir den Ausdruck 


Pe NS 7 nse ol Basil a PmPn __ dey td (ons — PaPs) _ 5 Pade 
Z, p I the NA EAS oe 
Das Kontraglied Z, —1 fiihrt also nicht zu einer einfachen Renormierung 
der GREENSchen Funktion fiir die Photonen. AuBer der renormierten ,, Grund*- 
Funktion tritt noch ein nicht vollstiéndig renormiertes » longitudinales“‘ 
Zusatzglied auf. Bei der tiblichen Behandlung der Streumatrix vernachlassigt 
man dieses Glied und benutzt die oben festgestellte Tatsache, daB die Ele- 
mente der S-Matrix von Gliedern dieses Typs nicht abhangen. Die ,,unvoll- 
stindige Renormierung‘‘ der Photonenfunktion ist hier also unwesentlich. 
Beim Ubergang zur allgemeinen Theorie der GREENschen Funktionen 
andert sich die Sachlage; diese bilden Summen von Graphen, die nur aus 
inneren Linien bestehen. In diesem Fall 1a8t sich nimlich der Hauptapparat 
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| der Theorie ohne Bezugnahme auf die Matrixelemente und die LORENTZ- 
_ Konvention formulieren. 
' Hier ist es nicht mehr méglich, das longitudinale Glied zu vernachlassigen. 
Die hieraus resultierende Schwierigkeit 148t sich aber umgehen, wenn man 
_ als nullte Naherung fiir die GREENsche Funktion der Photonen die trans- 
| versale Paarung (5,2) verwendet. Summiert man in diesem Fall die Beitrage 
der Knoten vom Typ Z;, so sieht man sofort ein, daB eine Beriicksichtigung 
+ des Kontragliedes Z, — 1 auf eine einfache multiplikative Renormierung der 
© Photonenfunktion hinauslauft: 


i tr 1 ie k,, 1 1 Kk. k,, 1 tr 
fDi.) = sp (0 —“te*) > 7 a (o —“Ret) = FH. 69) 
| Indem wir ferner die Einfihrung von Z,-Knoten in die auBeren Photonen- 
| linien der Graphen betrachten, kénnen wir uns unter Beachtung der abge- 
) schwachten LORENTZ-Konvention, die den zulassigen Zustiinden auferlegt 
) werden muB, iberzeugen, daB die in A(p) quadratischen Kontraglieder auf 
die Transformation 
( Am (p) > Zz! Am (p) (5,10) 
_ fahren. 
) Fassen wir die SchluBfolgerungen aus den Gleichungen (5,7), (5,8), (5,9) und 
_ (5,10) zusammen, so kommen wir zu dem SchluB, da& der Ubergang vom 
. LAGRANGE-Operator (4,1) zum Ausdruck (5,4), (5,5) aquivalent folgender 
| Transformation der Ausbreitungsfaktoren und der freien Operatoren in der 
) Matrix 
Bp) 28" (pp); Dp) + e+ De tay; 


v(p)->Zz* yp (vp); vp) > Zr" y(p); A (p) > Z>* A(p) 
) ist; ebenso entspricht er folgender Transformation der Fermionenladung: 
e—> Ze. (5,12) 


(5,11) 


} Zum Ubergang zu den iiblichen Kausalfunktionen brauchen wir nur die 
_ Operatoren y, y und A zu renormieren. Indem wir setzen 


y =Zhy; yp =Zhy; A =ZA, (5,13) 


' erhalten wir aus (5,11) die iblichen Kausalfunktionen fiir innere Linien. 
Beriicksichtigen wir die Renormierung (5,13) in den Operatoren der Zustands- 
) amplituden, so stellen wir fest, da8 auBeren Photonen- und Spinorlinien nun 
| die Operatoren y’ und A’ ohne zusatzliche Faktoren entsprechen. 

Fihren wir in Z ein Glied 6m: y: y ein, so erhalten wir den Ausdruck 


[| L=Z,V4ne:y Ay: —dm: py: = V4ne : py A y':—6m':y'y':, (5,14) 
wobei unter Beriicksichtigung der WARDschen Identitat (4,50) gilt 
€ =¢2Z,2,'°2Z,% =¢2,%; Om = dmZ-. (5,15) 


Es sei erwahnt, daB der Ausdruck 6m’ im Gegensatz zu allen itibrigen quadra- 
tischen Kontragliedern nicht auf eine Renormierung oder eine Substitution 
der Kausalfunktionen und Potentiale zuriickgefiihrt werden kann und daB er 
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deshalb unbedingt im LAGRANGE- Operator der Wechselwirkung stehenbleiben 
mu. Tatsachlich sieht man leicht ein, daB die Einfigung von Knoten des 
Typs 6m’ in innere Fermionenlinien auf eine neue Fermionenmasse 

1 1 


F >= -: m =m+dm 
p—m p—m 


fiihrt. 
Die Einfiigung von 6m’-Knoten in aéuBere Fermionenlinien fihrt jedoch auf 
den Ausdruck ‘en 


P 


(p), 


der bei der Berechnung des Matrixelementes keinen Beitrag liefert. Vom 
Standpunkt der Elemente der S-Matrix laBt sich also die Einfiihrung des 
Kontragliedes dm: py: nicht konsequent durch eine 


Massendnderung des Fermions beschreiben. 
Auf Grund der Formel (5,14) kommen wir zu dem 
Schlu8, da8 wir bei der Beseitigung der Divergenzen 


Abb. 19. zwei willkiirliche Konstanten e’ und 6m’ eingefihrt 

haben, die aus der Bedingung zu bestimmen sind, daB 

die GréBen e und m mit den experimentellen Werten der Ladung und der 
Masse des Elektrons tibereinstimmen miissen. 

Auf die willkirlichen Elemente, die in dem oben benutzten Subtraktions- 

formalismus stecken, mussen wir noch etwas eingehen. Zunachst betrachten 

wir die stark zusammenhangenden Graphen mit zwei 4uBeren Spinorlinien 


—-© ©o 


Abb. 20. 


(Graphen der Selbstenergie des Fermions, vgl. Abb. 19), auf die dieser 
Formalismus angewendet wird. Die Summe aller dieser Graphen (genauer die 
Summe der entsprechenden Koeffizientenfunktionen) bezeichnen wir mit 
&(p). Der vollsténdige Ausbreitungsfaktor des Fermions la8t sich dann durch 
eine Summe Von Gliedern des in Abb. 20 dargestellten Typs und mit beliebig 
vielen Gliedern in der Summe 2 darstellen. Fithren wir die erwahnte Sum- 
mation aus, so erhalten wir 


1 1 1 1 1 1 


und der vollstaéndige Ausbreitungsfaktor des Fermions lautet 


G (p) = + (p —m — 2 (p)y. (5,16) 
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Summieren wir in entsprechender Weise den Beitrag der Selbstenergiean- 
teile des Photons //(k) zu den Photonenlinien 


; Mm pn 
2 I1""(p) =m (p) (gu EF), 
| 0 erhalten wir fiir den vollstandigen Ausbreitungsfaktor des Photons fol- 
® genden Ausdruck: 

| P ) (5,17) 


Wir betrachten Graphen vom Knotentyp, d: h. Graphen mit zwei auBeren 
i Fermionen- und einer auBeren Photonenlinie, und fiihren ihre Summe I'(p, k) 
/ ein, die wir folgendermaf8en darstellen kénnen: 


t el” (p, k) = ey” + A® (p, k). (5 18) 


™ 


P 


a mn 
Gmn (p) = Pm) (o 


i Nun beachten wir, daB Beziehungen vom Typ (5,16), (5,17) und (5,18) sowohl 
) vor als auch nach der Subtraktion giiltig sind. Wir ermitteln die Form der 
', Transformation der GréBen G, & und J" bei der Addition der Kontraglieder 
(5,5), d. h. aller Kontraglieder auSer dm yy, zum LAGRANGE-Operator. 

| Wie wir oben festgestellt haben, erfahren die Faktoren der inneren Linien 
) des Graphen und die Knotenfaktoren e eine Transformation von der Form 
¢ (5,11) und (5,12). Beziehen wir die Renormierungsfaktoren auf die Knoten, 
» so erhalten wir die Transformation der Fermionenladung (5,15) fiir alle inneren 
? Knoten der Selbstenergie-Anteile X und JJ, abgesehen von einem Paar von 


- Knoten, in das die auBeren Linien einmiinden. Zwei Wurzeln YZ, werden also 


) in Y(p), zwei Wurzeln YZ; werden in J7(p) nicht erfa8t. Durch Ausmulti- 
plizieren erhalten wir das Transformationsgesetz fiir 2’ und J7: 


f Sraiehiren (p) = (p, e) =z Zy aren (p) = 2, a (p, e’), (5,19) 
q IThichtren (k) = IT (k,e) > Zs [Tren (k) = 2,1 (k. e). (5,20) 
© Beim Ubergang zu den Transformationen von G und §& stellen wir fest, daB bei 


) der in den Ausdriicken (5,16) und (5,17) auszufiihrenden Summation nur 


Ul 


» folgendermafen substituiert werden muB 


X(p,e) + Z,X (p,e'); 1 (k, &) > Zgn (k, €’); 


1 = 1 : 1 ce it 
Fo ae p—m’ pve Re 
’ Daraus ergibt sich 
i G (p, e) ~(p —m —E(p,e))1 + Zz1G (p, ¢), (5,21) 
@ (k, e) ~ (k® —a (k, e)1 > ZF! G (k, e’). (5,22) 


| 
| Durch eine entsprechende Uberlegung sieht man leicht ein, daB man durch 
I die Subtraktion an Stelle von 


ele (p, k, e) = ey” aS Ap (p, k, e) 
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den Ausdruck 
ey" + Z712Z,Z% A” (p, ke) = 
= Z-1Z,Z% (e y” + A” (p, k, e')) = 212,22 &I™ (p, k, e’) (5,28) 


oder unter Beriicksichtigung der WARDschen Identitat 


el” (p, k, e) + Ze eI (p, k, e’) (5,24) 
erhalt. 
Wir weisen noch darauf hin, da8 man unter Benutzung der Faktoren G, & 
und J’ die Berechnung eines beliebigen Prozesses beliebig hoher Ordnung 
mit Hilfe der sogenannten FEYNMANSschen ,,Skelettgraphen“ ausfthren 
kann. Die Menge der Skelettgraphen ergibt sich aus der Menge aller zusam- 
menhangenden Graphen durch Streichung der Graphen, die die in Abb. 21 


-@ -@ @ 


Abb. 21. 


dargestellten Elemente enthalten. Die Skelettgraphen ‘enthalten also keine 
Selbstenergie-Anteile und Knotenanteile. Bei der Berechnung der ent- 
sprechenden Koeffizientenfunktionen miissen wir hier auBerdem nicht die 
ubliche Ausbreitungsfaktoren S° und D’, sondern die vollstandigen Aus- 
breitungsfaktoren G und © benutzen, ferner den Knoten des Skelettgraphen 
nicht die y”, sondern die J” zuordnen. Dabei bilden offensichtlich die Faktoren 
G und & die vollstaéndigen KinfluBfunktionen, d. h. die vollstandigen GREEN- 
schen Funktionen mit Einschlu8 aller Strahlungskorrekturen. Wir miissen 
hervorheben, da8B wir bei einem solchen Rechenschema, bei dem wir mit den 
renormierten Funktionen G, © und J’ arbeiten, kein Subtraktionsverfahren 
mehr anzuwenden brauchen, denn diese Subtraktion ist, wie oben gezeigt, 
nur auf die Elemente der Graphen von dem in Abb. 21 dargestellten Typ 
anzuwenden. 

Wir konkretisieren nun das Subtraktionsverfahren und beseitigen dabei end- 
giiltig alle Willkiir aus den abzuziehenden Polynomen. Bei der allgemeinen 
Festlegung der Subtraktionsoperation (§ 2) haben wir uns entschlossen, aus 
den divergierenden Ausdriicken (im gegebenen Fall aus 2, JJ und J") die 
ersten Glieder der Entwicklung um den Nullpunkt fortzulassen. Fir prakti- 
sche Zwecke ist es jedoch angebracht, das Entwicklungszentrum des Selbst- 
energie-Anteils des Fermions in den Punkt » = m zu verlegen. 

Wir setzen also 


miey (p) —— 2 (p) re 2'(p) 


som TR bg) + AB —m). (625) 
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| Hierbei haben wir den Umstand benutzt, das XY von p nur tiber p und p? = (p)? 
{ abhangt. Bei diesem Subtraktionsverfahren ergibt sich 


aren (p) 5 =m= 9, (5,26) 


und die Masse m wird gleich der experimentellen Masse des Fermions. Man 


/ kann dies unmittelbar entweder daraus entnehmen, daB der Pol der voll- 


stindigen GREENschen Funktion 


Gren (p) = 


mit dem Pol der Funktion 


8 tere sage 


tibereinstimmt, oder daraus, da& die Strahlungskorrekturen infolge der 
Eigenschaft (5,26) einen verschwindenden Beitrag zu den inneren Fermionen- 


_ linien liefern. 


Ferner betrachten, wir den Subtraktionsproze8 fiir den Knotenanteil von 
I'"(p, k). Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, ergibt sich aus der 


| Forderung nach Eichinvarianz, da8 die Subtraktion fiir A vollstindig durch 


die Subtraktion fiir XY festgelegt wird!). Aus (5,25) erhalten wir unmittelbar 
ore (p, k) = vA be (p, k) Ere, Aa) ars Aye. 


eT veg (p, k) = e (1 + A) y” + A” (p, k) — AQ) (5,27) 
mit A" (p, 0) =4 are go, 
Areg (p, 0) = ig” “Seni? (5,28) 
/ und damit wird ; 
Aas one ite 


Wenden wir uns nun der konkreten Bestimmung der Konstante A zu, so 
miussen wir einerseits beachten, daB diese Konstante entsprechend ihrer 
Definition ohne EinfluB auf die Fermionenmasse m ist. AuBerdem hat infolge 
der WARDschen Identitét der Wert von A auch keinen Einflu8 auf die 


4 Fermionenladung e. Um das einzusehen, beachten wir, daB die Elimination 
¥ von A aus den Ausdriicken (5,25) und (5,27) mit Hilfe einer endlichen Renor- 


mierung der Feldoperatoren und der Ladung e durchgefiihrt werden kann. 
Infolge der WARDschen Identitaét sind aber die entsprechenden endlichen 


i Konstanten 2, und z, einander gleich, und der Wert von e andert sich nicht 


[vg]. (5,15)]. 


1) Dies ergibt sich daraus, daB die Entwicklung von A nach e mit einem Glied der Ord- 
nung e® beginnt; infolgedessen wird die willkiirliche Konstante durch die Form 2 in der 
nachsttieferen Ordnung in e festgelegt. Fir das Glied ey” gilt keine solche Entsprechung. 
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Es kann sich also als zweckmaBig erweisen, A aus der Forderung zu bestim- 
men, daB die Strahlungskorrekturen in den auBeren Fermionenlinien ver- 
schwinden: 


1 
a ren ) =0(. 5,29 
[sqm (0). (5,29) 


Da die ersten drei Glieder auf der rechten Seite von (5,25) zusammengenom- 
men im Punkt p = m eine Nullstelle von héherer als erster Ordnung haben, 
liefert die genannte Bedingung 


Az 0, (5,30) 
Wir haben jetzt nur noch die Subtraktionsoperationen fiir den Selbstenergie- 


Anteil des Photons festzulegen. Legen wir wie tiblich das Entwicklungs- 
zentrum in den Punkt k = 0, so erhalten wir 


mn ae 
TT (k) = 1 (ky —™* (0) — S| 
1 Okt k=0 
2,y7mn 
+ Doeee |g BE TCR). 631) 


Die endliche Konstante C 148t sich nicht unmittelbar aus einer Forderung 
ahnlich der Forderung nach Erhaltung der Fermionenmasse bestimmen, 
denn das Glied 

C (g™" k? — kk") (5,32) 


hat keinen EinfluB auf den Pol der Funktion & (bei k = 0). Man kann jedoch 
den Ausdruck (5,30) aus dem LAGRANGE-Operator der Wechselwirkung 
fortlassen, wenn man gleichzeitig eine endliche Ladungsrenormierung um 
den Faktor a 

durchfihrt. Chea ie (5,33) 
Wir erhalten also die Méglichkeit, die willkiirliche endliche Konstante C aus 
der Bedingung zu bestimmen, daB die Ladung e mit dem experimentellen 
Wert der Fermionenladung tibereinstimmt. Nehmen wir an, der experimen- 
telle Wert der Ladung werde bei einem Streuakt eines Photons von der 
Energie Null am Fermion definiert, so wird dieser Proze8 durch folgenden 
Ausdruck beschrieben 


ep (p) Tren (p, 0)  (p). (5,34) 


Bei der Berechnung von (5,34) verschwindet der Balinese der in J” auftreten- 
den Differenz . 


OZ (b) 54 OEP) 


A" (p, 0) — AQ) = tg” epee: see ; 
Sale aria! Op lim 


(5,34 a) 


Um das einzusehen, beachten wir, da8 man 2(p) folgenderma8en schreiben 
kann: 


1X (p) = (p — m) f (p?) + m @ (p’). 
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Rechnen wir (5,34a) aus, so ergibt sich 


AP (p, 0) — Ay = (0 — m) 20" FE + 2p" SF m+ 
+ Uo) =f (my) — 2p ym SE, 
Wir bestimmen das Matrixelement | 
v (p) (A" (p, 0) — Ady) 9 (2) 

unter Bericksichtigung der Feldgleichungen 

y (p) (pb —m) =0; (p —m) p(p) = 0 
und tiberzeugen uns mit Hilfe der Transformation 

LAP. NY) -—AP IM) yy AD me) 


daB es verschwindet. 
Unter Beriicksichtigung der Renormierung (5,33) erhalten wir schlieBlich 


ans (Z 
eh bre) 


Daraus ergibt sich, daB die Bedingung fiir die Identitét der GréBe e mit dem 
experimentellen Wert fiir die Ladung folgendermaBen lautet 


C=0. (5,35) 


ep (p) Tren (p, 0)  (p) y (p) y” ¥ (p). 


Wie man leicht einsieht, garantiert die Bedingung (5,35) auch, daB in den 
aiuBeren Photonenlinien keine Strahlungskorrekturen auftreten. Wir kénnen 
nun folgendes Rezept fiir die Subtraktion formulieren, durch das die Identitat 
der Konstanten m und e mit den experimentellen Werten fiir Masse und 
Ladung des Fermions gesichert wird. 

Zur Beseitigung der Singularitéten aus den Selbstenergie-Anteilen des 
Fermions 2(p) und des Photons J/(k) lassen wir aus diesen Anteilen die 
ersten Glieder der TAYLOR-Entwicklungen um die Entwicklungszentren 
p =m bzw. k = 0 fort 


a 02 (p x 
Even (9) = E(B) —E(m)— SP) tp —m), (6,36) 
P |p=m 

oll - 1 O7T ents 
ITren (K) = IT (k) — IT (0) a8) Ape. (ee stninaans 2. DR OR |,_o el ap 
(5,37) 

Hierbei hat der fortzulassende Anteil A, der Knotenfunktion 
ee (Pp; k) eg he (p, k) = A(t) (5,38) 

die Form 
A tO =P) . 

Aa) =1 ROE) sik od ° (5,39) 
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Zum SchluB geben wir die konkreten Ausdriicke fiir die Funktionen 2, JJ und 
A in der ersten nichtverschwindenden Naherung an, die den Summations- 
bedingungen genigen. 

Den entsprechenden Ausdruck fiir den Selbstenergie-Anteil des Fermions 
erhalt man, indem man (1,22) in die Formel (5,36) einsetzt. Berechnen wir 
die Ableitung von (1,22) nach p im Punkt p = m, so kommen wir zu einem 
logarithmisch divergierenden Ausdruck von der Form . 


1 
i) dx 
Mai is 

der die Ultrarotkatastrophe beschreibt. Zur Beseitigung dieser Singularitat 

fiihrt man bekanntlich auf den Zwischenstufen der Uberlegungen eine ver- 


schwindend kleine Photonenmasse Ay ein. Durch Modifikation der ent- 
sprechenden Rechnungen von §1 erhalten wir statt (1,22) 


~ In (p? — m?) ; 
m?— p? ptm? 


= re ‘ 
Ze) (p) = 5 (0 (p —m) + em + 


1 
: . m? (1 — 2) | ; 
+ | dem — xz) In ——__.____————_|.__ (5,40 
; oe (m? — xp*) (1— x) + xi] Oe 
Bestimmen wir hier die Konstanten c, und c, aus der Bedingung 
. 0 2°) (p) 
22) (m) = 0; 2 =—0 5,41 
Fr ee (5,41) 
und berechnet das Integral tiber x, so erhalt man den Ausdruck 
: e |p? — m? p+ m . 
(2) ae ee) ee een) = || eee, eee 


» p—m j Re 
+52 e+ —m(itinS). 6.42 
Ganz analog konstruieren wir die GroBe J/)(k), indem wir die Konstante c, 


in der Formel (1,30) entsprechend (5,29) festlegen, d. h. entsprechend der 
Bedingung, daB die zweiten Ableitungen 


o2 TT) mn (k) 
Ok’ Oke 


verschwinden sollen. Wir erhalten so 


k=0 


m? — 2 (1 —2)k? 


a 
D p2 
TT)" (k) = ae (kn km — oe) f dx-x(1—2)In 
mt m* 
uv 


(5,43) 
Den Ausdruck fiir den Knotenanteil | 


V42eL@)" (p, k) = V4re (y” + A)" (p, k)) 
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erhalten wir schlieBlich aus der Bedingung (5,28): 
es (2) 
AG)" (p, 0) = igt™ — ; (5,44) 
Es ergibt sich 
2 ayn p ae 2 | 
A)” (p, isn [ax [avin (ee 
2% 
0 0 


(1— 2) m?— apt — yk? + (up —yh| * 


1 1—z 
As 3 e2 
Ti baw Vaeeai es a oq) a# | ay x 
iy i 


ym — 2k m2 + ky” (xp — yk) + 4m (kry —p"x) + (pe—ky)y"(px—ky 
(1 — x) m? — xp? — yk? + (xp — yk)? ; 


(5,45) 


Die GréBen 2), 7?) und A®@), ausgedriickt durch die Beziehungen (5,42), 
(5,43) und (5,45), gestatten eine unmittelbare Berechnung der Strahlungs- 
korrekturen in den niederen Ordnungen. 

Ubersetzt von H. Vogel 
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On the Theory of Hyperons and Heavy Mesons 
by K. NISHIJIMA 
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. Hypothesis of Pair Production 

. Hypothesis of Charge Independence 

. Consequences of Charge Independence Hypothesis 
. Weak Interactions 

. Hyperfragments 

. Problem of Neutral Heavy Mesons 

. Problem of Charged Heavy Mesons 


aI anrk wd 


§ 1. Introduction 


During the past few years there has accumulated so much experimental in- 
formation on hyperons and heavy mesons that some of the many puzzling 
questions on these strange particles are being resolved. Under such circumstan- 


' ces one is often motivated to seek for an ordering principle by which one can 


understand why there are such particles as being known, why they are of 
such nature as being observed. It is expected that the solution of this problem 
would be of great help to bring the present status of the theory of elementary 
particles much further. Besides such problems of a rather deep nature, we 
are interested in understanding the curious behaviours of the heavy unstable 
particles in a consistent manner and in predicting their implications to the 
pion-nucleon interactions. 

In this report we shall confine ourselves to the latter problem. The theory of 
hyperons and heavy mesons is closely related to the pion theory on which we 
base our reasoning and arguments, and we have assumed that these particles 
are so strongly coupled to each other that one cannot treat them separately 
for quantitative calculations. Also it can readily be shown through tentative 
estimations of the strength of the nuclear interaction of these particles that 
the assumption mentioned above would certainly be reasonable. Hence the 
theory of these strongly coupled particles is sharply contrasted to quantum 
electrodynamics which is practically a closed theory. Since, however, the 
theory of pions as it stands is not yet fully successful in explaining the nature 
of pions at energies of the order of Gev, we cannot expect any quantitative 
theory of these particles for the time being. Still it is possible to draw some 
interesting conclusions on the nature of strange particles on which one can 
readily understand many of their striking behaviours observed so far. These 
arguments are based mainly on the general invariance principles in quantum 
field theory, which would certainly be more reliable than the present field 
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theory itself. Of them, the principle of charge independence is of the special 
importance on which most of the characteristic features of the heavy unstable 
particles have been interpreted. 

This report will be devoted mainly to the interpretation of these heavy 
unstable particles in terms of the charge independence hypothesis. 

Recently there is an increasing amount of experimental evidences that the rest 
masses and lifetimes of all kinds of K-mesons known so far are equal to each 
other within the presently attainable experimental precision. These evidences 
give rise newly to a very hard but interesting question of a mysterious nature, 
i.e. which of these K-mesons are identical and which of them are different. 
Till now this is an open question and undoubtedly one of the central problems 
in this field. 


§ 2. Hypothesis of Pair Production 


The nature of hyperons and heavy mesons appeared first very puzzling because 
of the following contradicting properties if simple detailed balancing argu- 
ments were applied: 

(1) their long lifetimes as measured on a nuclear time scale, say 10-!° sec. 
(2) their large abundance, i.e. more than 3% of the penetrating showers. 
For the later convenience, we shall illustrate this contradicting nature by a 
simple example. Consider the decay process 


AS >p4+nr. (2.1) 


Let us assume the lifetime of A° to be 3 - 10-!° sec. and the spin of A° to be 
1/, and fui ther that the following interaction gives rise to the above observed 
decay mode: 


Hine = tf PpysYa * Px + hermitian conjugate, (2.2) 


where yp, yx and gy, are the field operators for proton, A° and pion, respec- 
tively. Then one can evaluate the magnitude of the coupling constant 


PAa = 3 S10 Me (2.3) 


This value is about 10-!* times as small as compared with the pseudoscalar 
coupling constant for the pion-nucleon interaction. Thus we can conclude 
that the interaction (2.2) is too weak to account for the observed production 
rate as far as the spin of A° is small. Thus our problem can be presented in the 
following form: 

(1) Is it possible to make a model in which A° has a very high spin? 

(2) Is it possible to introduce strong interactions responsible for the produc- 
tion of these unstable particles without violating the metastability of A°? 
(1) high spin model [FERMI-FEYNMAN (1)]. 

When A® had a very high spin, the relative orbital angular momentum be- 
tween the secondary proton and pion which appear in the decay process (2.1) 
would be very large. The Q-value of this decay process is only 37 + 1 Mev, 
and due to the barrier effect of the centrifugal force this process could 
occur only very slowly. Let | be the relative orbital angular momentum be- 
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“tween the decay products, then the transmission coefficient for the pion to 
leak through the barrier is given for large | by 

4k 4k apt 
os ~ ; 
K [(21 — 1)!!}? 


where x =kR. K and k are the momenta of the pion inside and outside of the 
| Bernier Sd aeRaGE Ee and f the radius of the force (2). The expression (2] — 1)!! 


(2.4) 


(2U — 1)! =1-3-5...(21 — 1) (2.5) 


Table I 


(21 —1)!! 10395 135 135 


((2t— 1) 12 ie ~ 108} ~ 1018 


| The inside momentum of the pion k is about 100 Mev/c and x = k R would 
| certainly be smaller than unity although we do not know the force range R 
| | precisely. From the above table one sees readily that for / = 6 or 7 the decay 
| rate is much reduced so that the observed longevity of A° might be accounted 
« for. On the other hand, the production of A° takes place at much higher energies 
{ than the decay process and the barrier effect would no more reduce the pro- 
/ duction rate. However, we face at once some objections against this model. 

) (1) If A° had really such a high spin, say 61/,, then one has naturally to ask: 
/ Why are there no other metastable particles whose spins lie between 1/, and 
' 61/,? Were there no such particles, then one could hardly understand why 
) nature liked such a special spin value. Anyhow this interpretation seems to be 
| unnatural. 

On the contrary, if there were other particles with spins ranging from 3/, to 51/5, 
| A° had to undergo radiative decays into such particles much faster than the 
( process (2.1), unless all other particles are heavier than A°. The latter possibi- 
| lity appears again unnatural (3), (-/). 

| (2) From the investigation on the non-mesonic decays of hyperfragments, to 
| be discussed in §6, it can be concluded that it is impossible to assign so large a 
/ spin to A®. 


(II) two-meson theoretical model. 


The difficulties we faced are very akin to those in the-old meson theory. It is 

_ true that the cosmic ray mesons are very copiously produced, but still they 
have only very weak interactions. In order to overcome this difficulty, the two 
meson theory was invented. When one remembers this history, one might be 
inclined to favour a similar interpretation also for the heavy unstable particles. 
Suppose, for instance, that A° is a daughter of another heavy particleX. X must 
have a strong nuclear interaction so as to be produced copiously and decays 
into A°. Then A° is also produced copiously, but A° can interact only weakly 
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so that its decay into a proton and a meson takes place slowly through a very 
weak interaction. In this case, however, such a model does no more help as seer: 
in what follows. Suppose that X is produced through the process 


Eas cate eae ee (2.65 
@ 


and decays as 
X—>A°+.... (2.7) 


The interaction G should be strong in order that X is copiously produced 
Hence the particle a which is produced in association with X must have: 
strong nuclear interaction at least through (2.6). The particle a is supposed: 
to be a nucleon, a pion, or a photon. Hence X can decay inversely through the 
strong interaction G 


Seeks Biss +a+...7N-4+7o0ry, 
c Nj 
where a is the anti-particle of a. 
In order that X can decay also into A°, g should also be strong. Then, 


however, A° must decay rapidly through the strong interaction g (3). 


(III) hypothesis of pair production. 


As mentioned above, it is very hard to account for the nature of A°® so far as 
one assumes that A° were produced singly. In order to avoid this difficulty, 
the hypothesis of pair production was proposed by NAMBU and his colabora- 
tors (5), by ONEDA (6) in 1951, and also by Pats (7) in 1952. 
Pais has formulated this idea in terms of the so-called even-odd rule. Since 
we shall later discuss more in detail, only a very brief sketch of this idea will 
be given here. Suppose that all interactions concerned with such phenomena 
are given in the following form: 

N; N; Tr. . (2.8) 


Provided that one assigns the subscripts suitably to heavy unstable particles, 
one can formulate the above idea by postulating 


(2.8) is strong if 7 + 7 + k = even, 
weak if ¢ +7 +k = odd. (2.9) 


N, denotes the i-th hyperon, and 7, the k-th heavy meson. Especially the 
nucleon and pion have the subscript 0. 

At that time many important experimental investigations were carried out 
on pion reactions, and we were convinced of the validity of the principle of 
charge independence for the pion-nucleon interaction. For instance, from 
HILDEBRAND’s experiment (8), the following relation is ascertained : 


do(p +p>d shale) Coa Werth ier os Rs Side) JOR 
dQ dQ 


2, (2.10) 
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hich follows from the charge independence hypothesis. The experiments on 
she scattering of pions by proton were also of much help to establish this 
orinciple. Under such circumstances one may naturally ask for the connection 
oetween charge independence and heavy unstable particles. PAIS has propo- 
ed his w-space theory (9), but without success to explain the cascade decay. 


§3. Hypothesis of Charge Independence 


Meanwhile many important experimental informations were accumulated 
and we had to investigate seriously the connection between the charge 
hindependence principle and the nature of unstable heavy particles (4, 9, 
110, 11). 

The problems that we are now concerned with might be formulated in the 
following way: 

(1) What is the connection between charge independence and curious 
‘behaviours of hyperons and heavy mesons? 

12) How can one interpret the striking metastability of the cascade particle 
= which the even-odd rule failed to explain? 

(3) What is the reason for the positive excess of K-mesons found in nuclear 
emulsions and also in cloud chambers? 

(4) Why are the heavy unstable particles produced more easily in pion- 
‘nucleon collisions than in nucleon-nucleon collisions at energies of the order 
‘of Gev? 

In fact these problems are not independent of each other, but intimately 
HBornected with each other, and the solution of the first problem provides us 
with the solution of other problems. Hence we shall start with discussing 
the first problem. 

From the investigations on the levels of isobaric nuclei, nuclear reactions, 
and the nuclear interactions of pions it is now established that the principle 
of charge independence (abbreviated as C. I. hereafter) is valid for the pion- 
nucleon interaction and nuclear forces at low energies of the order of 10? Mev. 
We here classify all the elementary interactions into three categories accord- 
ing to their orders of the strengths. 


a) charge independent interactions 


Of the three groups, the strongest interactions are the charge independent 
ones for which the isobaric spin J is conserved. As is well known, the pion- 
nucleon interaction belongs to this class, and this is the only interaction for 
which the validity of C. I. is established. There cannot be any interaction 
that is as strong as the pion-nucleon interaction but is not charge independent, 
otherwise one could not recognize the C. I. principle for the pion-nucleon 
interaction. 

Hence the nuclear interactions of hyperons and heavy mesons should obey 
the C. I. principle if they were comparatively strong with the pion-nucleon 
interaction. 

From the cosmotron experiments (12), the cross-sections of the process 


= +p— A° + 0°, and X° + 6° (3.1) 
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for the incoming pion energy of about 1.5 Gev was measured to be of the 
order of 1 mb. Furthermore it is also known that the ratio of this cross- 


section to the elastic one is given by 


o(n- +p—>A° + 6° and E° + 6°) / o(m@ +p>p+r) ~ one bid 
2} 


This result shows directly that the nuclear interactions of the heavy unstable: 
particles at energies of the order of Gev is as strong as the pion-nucleon: 
interaction. The existence of hyperfragments in which A°’s are bound also: 
indicates that their nuclear interactions are very strong, at least much: 
stronger than the electromagnetic interaction. Thus we may be allowed to: 
take it for granted that the nuclear interaction of heavy unstable particles: 


is charge independent. 


b) electromagnetic interactions 


The principle of C. I. is not strict but approximate, otherwise the charge 
multiplets, such as the positive, neutral and negative pions, would have not 
been distinguished so that the principle itself would not have been called 
under such a name. As far as we know, the slight deviations from the C. I. 
at energies of the order of 10? Mev can be attributed to the electromagnetic 
interaction and small mass differences among charge multiplets which might 
also be of electromagnetic origin. Hence we may be allowed to assume that 
the electromagnetic interaction is the strongest one among those that violate 
the charge independence. For the electromagnetic interaction the total 
isobaric spin is not conserved, but its third component /, is still conserved. 
In connection with the discussions in a), this is another basis in favour of the 
C. I. hypothesis for the heavy unstable particles, since the effects of these 
particles are considered to be stronger than the electromagnetic interactions 
even at low energies of the order of 10? Mev. 

In the lowest order for the electromagnetic interaction, the total isobaric 
spin is no more conserved but obeys the following selection rule: 


ALT=] Oy ead: (3.3) 
c) weak interactions 


As is clear from the above classification, interactions other than the above 
two groups should be weaker than they are. In general neither the total isobaric 
spin nor its third component J, is conserved for such interactions. The inter- 
actions responsible for various observable decay processes and Fermi inter- 
actions belong to this third group. When leptons take part in, the isobaric 
spin itself can no more be defined. 

What is interesting is the fact that the interactions in this category are much 
weaker than the first group about twelve orders. We do not know yet the 
true reason why there is so large a gap, but it might partly be due to the 
experimental difficulties in detecting the interactions of intermediate 
strength if there were any, since they would lead to too small cross-sections 
for production or scattering processes on one hand, and too short lifetimes for 
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decay processes on the other hand. Or, one might suppose that the large gap 
is real since there seems to be regularities in the strengths of the interactions 
between Fermion-Fermion (universal Fermi interactions) and Boson-Fermion 
(universal weak Boson-Fermion interactions) (13). In this report we shall 
spare the discussions on this point. 

' Based on the above discussions on the classification of elementary interactions, 
we shall assign the isobaric spins to hyperons and heavy mesons. 


| (1) hyperons 


_ In assigning the isobaric spin to A°, one must be concerned with the problem 
_ whether there is a charged counter particle to A° or not. If it were to.exist, 
its mass should approximately be equal to that of A° and it would have to 

be produced as frequently as A°. Experimentally charged hyperons X+ are 
_known, but they are much heavier than A°. 


m(A°) = 2181 + 2m, m(X+) = 2327 + 3m, m(X-) — m(Xt*) Y 10m. 


The mass difference between A° and X+ are too large to be understood as 
being due to the difference of the electromagnetic self-energies, and this fact 
leads us to conclude that these charged hyperons cannot be the counter 
particles to A°. Hence we assign the isobaric spin to A° as 


I(A°) = 90. (3.4) 


It may be natural to assume that &+ and X- belong to the same charge 
multiplet, which requires inevitably the existence of their neutral counter 
particle &°. Since no doubly charged hyperon has ever been observed ex- 
perimentally, we assign 

fh pean (3.5) 
According to the selection rule (3.3), 2° must undergo a rapid radiative 
decay into A°, as suggested in (4, 9, 11) 


Bs le tp. (3.6) 


Hence X° cannot be observed directly in agreement with our experiences. 
The cosmotron experiments presented some indirect evidences in favour of 
the existence of X°, since in some cases the process 


m +p—>A° 4+ 0° (S37) 
had to be reinterpreted as being due to the process 
m+p—>xX° + 6° 
At Y (3.8) 


on the energy-momentum balance (12, /4). 
Also there are already some direct evidences in favour of (3.6). It must be 
noticed that the decay of X into A through 


L+° —> A° + r+ ° (3.9) 
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is energetically forbidden, since 
m(x+) — m(A) & 146m, < m(r). (3.10) | 


Otherwise X particles would have never been directly observed. 
The discussions on the cascade hyperon & will be reserved till next section. . 


(II) heavy mesons 


Utilizing the isobaric spin assignment to hyperons, one can determine the : 
isobaric spins of heavy mesons. As argued before, we may take it for granted . 
that the isobaric spin is conserved for the process (3.1). Hence the isobaric spin . 
of §-meson should be either +/, or */, as seen from 


Ep es TAS 
(od i 2 tore: (3.11) 
Pride ise AU amas 


The latter choice results in the existence of a doubly charged heavy meson of 
the comparable abundance with 0°, which is excluded experimentally. 
Hence we have 

(Giese tie (3.12) 


The charged counter particle to 8° corresponding to J, = 1/, should be of 
charge + e, since J, assumes —1/, for 0°. These 6+ and 0° mesons form a char- 
ge doublet just as proton and neutron. 

In this report, we shall denote the 0-mesons as K, but a K-meson is called 9 
only when it undergoses the characteristic two pion decay, namely this 
K-meson might also decay exhibiting other modes. In general the process 
(3.1) can be written in the form 


rt+tpoA+kK, 
> 2 pK (3.13) 


By observing the decay modes of the K-mesons which are produced through 
the above reaction, one can see which mesons have isobaric spin 1/,. Some 
examples of the associated production are given below. 


Table II 


hyperon heavy meson 


Bristol %' (ete) 
Gottingen (73 1) 

Gottingen Ki(g* & p8) 
Bristol 8*(g* & p§) 


Y~- denotes an unidentified hyperon. 


From this table we see that x*, 7 os Kj, and 6+, or in another nomenclature, 
K,,, K,,, K,,, and K,, have isobaric spins 1/,. As we shall see later, K° and 
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3 its anti-particle K° should be distinguished from one another. The negative 
| heavy mesons denoted as K~ are also observed. They suffer nuclear absorp- 
tions like a 

K-+p—> A°4+ 7° 

—> Tt? 4+ at, (3.14) 


K- is considered to be the anti-particle of K+, and forms another charge 
| doublet together with K° (15, 16). 


§4. Consequences of the Charge Independence Hypothesis 


In the previous section, we have assigned the isobaric spins to hyperons and 
_ heavy mesons based on the hypothesis of C.I. In this section we shall 
_ discuss the consequences of this hypothesis. 

_ (I) Hyperons and heavy mesons cannot be composed of nucleons and pions. 
_ Since both the ordinary and isobaric spins are half-integral for a nucleon, and 
integral for a pion, both spins of a system composed of them should be either 
_ integral or half-integral. However, it is not the case for hyperons and heavy 
- mesons as seen from the isobaric spin assignments in the previous section 
and their decay modes: 


Ao =>: p--x- + (37 + 1) Mev 
yr a txt + (110 + 5) Mev 
= : 
p +7° + (115 + 5) Mev 
hyperons Sen ce (4.1) 
ie — v 
E> A° +n + (65 + 4) Mev 
‘ Spay een mr =|- oe + (214 + 5) Mev 
heavy eu | PS n° tin? + (215 + 5) Mev (4.2) 
7 > xt+n-+7° + 80 Mev 
Ki TE a 
KE att (or y+, 8+) 
heavy char- + pQnt tn (or t*) 
ged mesons Ka, Son? + 2+ (or ++) (4.3) 


Ki—> pt+ne+?°  (orx*) : 
Ki> e++??+4 2° (probably e+ + ~° + v) 


Anyhow there is no contradiction in assuming that all hyperons are Fermions 
and that all heavy mesons are Bosons. 

The statement here does not mean that all hyperons and heavy mesons are 
elementary particles, but some of them might be composite (17). 

(II) The K° meson is described by a complex wave function, so that it must 
be distinguished from its charge conjugate particle K°. Since K+ and K® form 
a charge doublet, their transformation properties in charge space are identical 
with those of proton and neutron, i. e. the wave function of the K-meson is 
a spinor in charge space. Hence K” as well as K+ should be described by 


1 
528 K. NISHIJ IMA 
complex wave functions, and K° must be distinguished from its charge: 
conjugate particle K° in contrast with other neutral Bosons such as a neutral! 


pion and a photon. We 
In the case of the pion, there are three charge states, positive, neutral, and! 
negative, forming a charge triplet (J = 1). and under rotations in charge: 
space the three bases 

et eis Te 
are mutually transformed irreducibly. Furthermore there are representations ; 
in which x’ can be described by real a wave function so that the charge: 
conjugate particle of x‘ is x‘ itself. 
In the case of K-meson, on the contrary, two sets of bases 


K+, K° and K-, K° 


_are not mixed under rotations, but they form separately irreducible sets of 
bases. These two sets are transformed into one another through the operation | 
“4n 


CoN C EN 
a np a eX Gage 


(Sona Pa) ae ° ° 
Nr Np nln 

Nucleon Pion L¢ Particle 

CAC Car ae CR 3 
PEN DDD Dp oe Be Rep Dy Ke eee KG KGB Ke 
ee es Nf Nee : 

L- Particle K- Meson £6 

Abb. 1. Abb. 2. 


of charge conjugation. These relationships would schematically be understood 
in Fig. 1. 

In the above figure, the underlines combine bases which are mutually 
transformable under rotations in charge space, and C and T represent the 
operations of charge conjugation and charge symmetry, respectively. The 
charge symmetry operation T is defined as the rotation of 180° around the “2” 
axis in charge space as shown in Fig. 2. 

Namely, T is defined by 


T = exp (iz/,). (4.4) 


This operator was first introduced by KROLL and Fo_py in connection with 
the selection rules in nuclear reactions (18). In their definition, I, was used 
instead of /,, but in connection with the meson theory the present choice is 
more convenient. They have further introduced the concept of “charge pa- 
rity’’ which must be distinguished from “‘the parity under charge conjuga- 
tion’. If a system is composed of A nucleons, we have 


A A 
1 = exp ((ix12) s ) =i4 J] co. 
& s=l z 


=!) 
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This operation is anti-commutative with the third component of the total 
isobaric spin J, 


Hence, if and only if J; = 0, T can be diagonalized, i.e. if the nucleus is 
composed of the same number of protons and neutrons. In this case we have 


T= (—1)A ters (Aeven) (4.6) 


Hence 7 can assume either +1 or — 1 as the eigenvalues, and this sign is 
the charge parity. For light nuclei for which one can safely assume C. I., the 
charge parity is a good quantum number. Strictly speaking, the charge 
parity is a good quantum number if the nuclear forces are charge symmetric. 
If one assumes C. I., the charge parity is determined by the isobaric spin of 
the nucleus, i. e. 

f(y (4.7) 


An example of the application of the conservation of charge parity is seen in 
the forbiddenness of the following reaction: 


d + 0% N*4 + Hel, 


where N*?* is the excited state of N14 with the excitation energy 2.3 Mev. The 
nuclei d, O!*, and He‘ have even charge parity, while N** is of odd parity, 
and this reaction is forbidden. 


Introduction of ‘‘strangeness”’ 


In developing the C. I. theory of hyperons and heavy mesons, the concept 
of “‘strangeness”’ or 7-charge is convenient (JJ), (4). As is well known there 
is always an intimate relationship between the third component of the 
_ isobaric spin J, and charge q of a given particle which has a definite isobaric 
spin, g = J, + 1/, for a nucleon and q = 7, for a pion. In general we may 
write 

. gq = 13 + 3/2 + 84/2, (4.84) 
for a hyperon Ng, and 
q = I, + 4/2, (4.8b) 


for a heavy meson K,. For an anti-hyperon Ng, one must change the sign 
of the term !/, in the right hand side of (4.84), i. e. 


== [= t/a} 3,/2. (4.8a’) 
These relations are generally written in the form 
q=1,+n/2 + 8/2, (4.9) 


where n is the so-called ,,nucleon number‘ which is known to be strictly 
conserved so that the matter can remain to be stable. 

From the definition, the strangeness is zero for a nucleon and a pion. For 
hyperons and K-mesons, we have 


s(A): = 462), = — 1; 
s(K)=1, s(K)=-—1. (4.10) 
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An anti-particle, i. e. charge conjugate particle, has an opposite strangeness 
of the particle as is the case for the electric charge, namely 


sO = Cs, qe = —Cq, (4.11) 


where C' is the operation of charge conjugation. 
Let us consider a system of particles with definite isobaric spins. Then the 
total charge q of this system is expressed with reference to (4.8) by 


q=1,-+n/2 + 8/2, (4.12) 


where J, is the third component of the total isobaric spin of the system. n is 
the number of hyperons minus the number of anti-hyperons and s is the 
total strangeness of the system, i. e. 


n == >’ n(Na), o> S 842 (Na) +2) som (Ko), (4.13) 


where n() is the number of particles minus the number of anti-particles. 
From the stability of matter, n should be a strict quantum number. For the 
production and scattering processes in which only charge independent and 
electromagnetic interactions are effectively operating, q and J; are conserved. 
In this case q is the total charge of particles with strong nuclear interactions 
but does not involve the charge of other particles like u-mesons and electrons. 
From the conservation law of qg, J; and mn, and the eq. (4.12), follows the 
conservation theorem of strangeness. 
(III) The total strangeness of a system is conserved for processes caused by 
charge independent and electromagnetic interactions. 
Making use of this conservation law, we can account for various properties of 
hyperons and heavy mesons as we shall see in what follows. 
(IV) The even-odd rule is a direct consequence of the strangeness conser- 
vation law. 
Let the group of elementary particles with strangeness +s be Gs, then 
elementary particles with strong nuclear interactions are divided into several 
groups 

Gy, Gy Gos (4.14) 


The pion and nucleon belong to Gj, and A, & and K to G,. Since there is no 
evidence for the existence of other charge states of the cascade hyperon =- 
which undergoes the cascade decay, we may assume 


fe fore 
cc 


and E-, (4.15) 
Oe  /( ==) no? le 


(4.15) 
In the above cases the strangeness of © is given, respectively, by 
8(&) = —2, or s(&) = —3, (4.16) 


and © belongs to G, or G3. Since there is an example of =~ production 
associated with two 0°-mesons (19), i. e. 
cosmic ray + nucleus > E- + 20° +.---, (4.17) 


we shall assume in this report that its strangeness is equal to — 2. 
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Let us consider a strong interaction of the form 
N i N; Tr (4. 18) 


for which the strangeness is conserved. N; denotes the hyperon of the group G; 
and x, the heavy meson of the group G,. Then the strangeness conservation 
law requires 

1+7+k = even, (4.19) 


as.a necessary condition. Conversely, interactions of the form 
ti+j+k =odd (4.20) 


should be very weak since they violate the conservation law. We shall call 
these interactions even and odd respectively. 

With (4.19) and (4.20) the copious production of hyperons and heavy mesons 
is reconciled with their striking stability. 

Processes allowed by the even-odd rule 


A>N+K,  (N,>N,4+™), 
z2—>A+n, (N’, > N, + 7), (4.21) 


are forbidden energetically. Hence hyperons and heavy mesons should decay 
slowly through odd interactions 


A>N-4n, (N, > Ny + 7), 
K>x+4+7, (11 —> T%>) + 7%). (4.22) 


It is characteristic of the even-odd rule that unstable particles should be 
produced in pairs, which was supported by the cosmotron experiments (12). 
(V) The parities of particles of odd strangeness cannot be determined through 
strong interactions alone. 

Strong interactions involve always even number of particles of odd strange- 
ness, so that the theory for strong interactions is invariant against the 
simultaneous change of parities of particles of odd strangeness. The weak 
interactions responsible for decay processes are not invariant against this 
transformation and the parities can be determined only through the investi- 
gation of decay processes. 

(VI) The strangeness selection rule can forbid many processes that are not 
forbidden by the even-odd rule. 

(i) The cascade decay of &~ (20) 


B-—>A° +77 
> ptr (4.23) 


cannot be accounted for by the even-odd rule. 
If =- were odd the process (4.23) takes place through an even interaction so 
that its observed metastability could not be guaranteed. If on the contrary 
=~ were even, the process 

S- >n+n7 (4.24) 
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would have to be fast. In either case the metastability of E~ could not be 
proved. The strangeness selection rule can forbid both processes to occur 
rapidly as seen from 


B- > A° +27, Son fr. (4.25) 
—-2 -1 0 =2 0-0 
While the process allowed by the strangeness selection rule 
m- > A® + K- (4.26) 
—2 -1 —1 


is forbidden again due to the energy conservation law. 
Since E- forms a charge doublet together with 3°, the observability of &° 
must be discussed. It is natural to assume that =° may decay as 


So Ae eae (4.27) 


as compared to (4.23), but the decay can hardly be observed. If, on the other, 
=° decayed as 
E°>pt+7, (4.28) 


it would have to be observed experimentally. So far as we know, there has 
been no evidence in favour of the decays (4.24) aid (4.28), so that it will be 
instructive to impose a new selection rule upon the odd interactions in the 
form 

As=0,+1, (4.29) 


which is an analogue of the selection rule (3.3). Then the processes 


>p+r, 
~—>n-+r7, 
—2 O  @ 


are forbidden by the postulate (4.29) since 4s = 2 for the above processes. 
(ii) It is characteristic of the cosmotron experiments that hyperons are more 
copiously produced in pion-nucleon collisions (12) than in nucleon-nucleon 
collisions (27). This can be attributed to the fact that the process of the lowest 
threshold energy ; 
N+N->A+A (4.30) 
0 oO-1 -1 


is forbidden by the strangeness selection. 

In nucleon-nucleus collisions the threshold energies of the production 
processes allowed by the selection rule are lower than those in nucleon- 
nucleon collisions so that hyperons can more easily be produced in nucleon- 
nucleus collisions than in nucleon-nucleon collisions in conformity with the 
experimental material (22). 


We shall tabulate here some typical processes allowed and forbidden by the 
strangeness selection rule. 
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Table III 


Allowed.( Observed) Forbidden 


r+N>s!ik K 
alae | Bee | 1 
n+Noslik+n r+No3s}+K+n 
yee A’ 2-0 SFiS EG 
fied San aS n+N>N+K+KorN+K+K 
=I Tega Ieee Viglen Brae 
N+N>N+ 3} + K N+No5!+ 5) 
pat 71 SEF oem | 
NON. > NECA KEK Neh -aDlfalipRa Gout K 
06 20 ed ead 1 0,31 pt 


(iii) It has been remarked that comparatively long lived S-particles or some 
of the K-particles observed in photographic emulsions exhibit a large 
preponderance of positive ones over negative (23, 24). This tendency can 
also be understood on the basis of the strangeness conservation law provided 
that these particles are identical with the K-mesons discussed before. Since 
K-mesons have the strangeness +1 and K-mesons and hyperons A and & 
have the strangeness — 1, K~ and K° can be produced in association with 
hyperons, say A°, while K* and K° can be produced only with K-mesons. 
Since hyperons are more easily produced than the K-mesons because of the 
lower excitation energy to transform a nucleon into a hyperon, i. e. ~180 Mev 
for a A° and ~270 Mev for a &, than the energy required to create a heavy 
meson K, i.e. ~490 Mev, the production of heavy particles would occur in 
such a manner as to make the number of hyperons n(A, &) as large as 


possible in comparison with the number of K-mesons n(K), i.e. 
n(A, 4) >n(K). 
From the strangeress conservation law, follows the relation 
n(K+ K°) ~n(A, 2) > (K-, K°), (4.31) 


namely the positive heavy mesons are more copiously produced than the 
negative ones. This argument is valid only at low energies of the order of 
10 Gev where most experiments were carried out so far. Furthermore it is 
also worth while to notice that the production of K-mesons results always at 
least three particles in the final state which also makes the production of 
K-mesons unlikely for small available energies. 

(VII) There are some reactions by which one can directly test the C. I. 
hypothesis for hyperons and heavy mesons (11), (25). 

The discussions made so far are based on the strangeness selection rule in 
which only the conservation of the third component of the isobaric spin is 
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used. And one needs only the conservation of the third component in order to 
account for the main qualitative behaviours of these particles and also it is 
only this weaker conservation law that is experimentally verified till now. 
However, if one assumes further that the isobaric spin is a gocd quantum num- 
ber as we have done, there must be some reactions by which this stronger 
assumption can be tested as (2.10) in the case of pion-nucleon interaction. 
Some reactions can be utilized only to test the ‘charge symmetry’, i. e. 


qe he I) Se pa KY) Shae 
or by adding some particles to the both sides of the above reaction, for 
instance, a deuteron which is isotropic in charge space, one gets a practically 
observable reaction 

a(x + He? > *H? + K°) = o(x*+ + H? > *H? + K*), (4.32’) 
where * H? is a hyperfragment. 
Reactions by which C. I. can be tested are illustrated by 

o(K- +n—>A° +7) =20(K- +p>A° 47°), (4.33) 

or o(K> 4d > S- 4p)  2e(K= +a SD ny. (4.34) 
From (4.33) one can derive other formulas as we have already done in the 
above, namely 
o(K- + H3—> * H3 + x) = 20(K- + He? > * H3 4 3°), 
o(K- + H?-> A° +d +2°-) = 2o(K- + He > A° +d 47°). (4.33’) 
(VIII) FukKUDA-MIYAMOTO’s theorem (26) and heavy unstable particles 
(i) Let ga be the field operator of a neutral Boson A which is an eigenstate 
of the charge conjugation C, then one has 

CoanG h=-8n Gaim Eg =e L. 


We call A even or odd according as ¢, = 1 or —1, e.g. 7° is even and 
photon is odd. We can sometimes speak of the parity under charge conjugation 
not only for elementary Bosons but also for composite ones, for instance 
a positronium is even in the 1S state and odd in the 38 state. 

The transition 


Alee Bere Cet) meas (4.34) 


among such neutral Bosons is forbidden by the conservation of parity under 
charge conjugation, if 
EAEBECED “°° = — 1. (4.35) 


This theorem was first given in the form: 
n(v) + n(t) = odd 


is forbidden, where n(v) and n(t) denote the numbers of neutral Boson: 


participating in the process which couple to the Fermion fields with vector 
and tensor couplings, respectively. 
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To our regret this selection rule cannot be applied to the decays of neutral 
heavy mesons since they are not the eigenstates of the operator C unless 
s = 0 as seen from (4.11). However, for weak interactions the strangeness is 
no more a quantum number, and we must prepare another argument which 
will be discussed in § 7. 

(ii) In a similar way one can apply the conservation of charge parity to 
charge independent interactions. Because of the anti-commutativity between 
charge parity 7 and the third component of the isobaric spin /J3, we can 
apply this conservation law only to such particles whose J, are equal to zero. 
The selection rule assumes the following form: The reaction 


A+B+4+-:-->C4+D+4--:- 
is forbidden, if 


T,TgTcoTp°:: = —1, (4.36) 
where T,, Tp, -:: are the charge parities of the particles A, B, ---. If we 
remember the formula (4.7), (4.36) can be rewritten in the form 

I, + 7p +--+: = odd. (4.36’) 
This theorem was first stated in the form that reactions for which 

n(t3) = odd (4.36’’) 


is forbidden, where n(t3) denotes the number of neutral mesons which couple 
to Fermions through the isobaric spin matrix T3. 
Since heavy mesons cannot have vanishing J., this theorem cannot be 
applied to the decays of heavy mesons. An example of this selection rule is 
that the reaction 

A° +d—>d 4- x°. (4.37) 


is forbidden, or by adding a deuteron to the both sides one gets another 
forbidden reaction 
*H3 + d— Het + &°. (4.37’) 


(iii) A particle which is neither the eigenstate of C nor that of 7’ issometimes 
the eigenstate of the product CT, for instance, it is the case for char ged pions 
(CT=-— 1). A selection rule similar to (i) and (ii) can be derived by referring 
to the operator G = CT = Ce'‘*!:, which is known in a special case by the 
statement that the reaction for which 


n(v) + n(t) + n(t_) = odd 


is forbidden. Again this selection rule cannot be applied to heavy particles 
since they are not the eigenstates of G as seen from Fig. 1. However, this rule 
is very useful in discussing the annihilation of anti-protons (27). 


§5. Weak Interactions 


As has been discussed in § 3, all interactions are classified according to their 
strengths into three categories, i.e. a) charge independent interactions, 
b) electromagnetic interactions, c) weak decay interactions. For the former 
two, a) and b), the strangeness is conserved, i.e. 4s = 0, but for the last 
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one, c) the strangeness obeys the selection rule 4s = 0, +1, which is also 
valid to decays involving leptons in the decay products, provided that one: 
assigns s = 0 to leptons. In this report we present a further specified: 
classification of decay interactions into two classes. 


c’) isospinor decay interactions 


When all particles participating in a decay process have definite isobaric. 
spins, one might naturally be interested in the transformation properties of 
the decay interactions in charge space. In such a case the selection rule: 
As = 0, +1 can be rewritten as AJ, = 0, +1/,, and we may assume in: 
most cases that the decay interactions are spinors in charge space. This: 
assignment is consistent with the transformation properties of stronger 
interactions in charge space, i. e. a) scalar, and b) scalar + (vector)s, in the 
sense that weaker interactions cannot be composed of stronger interactions 
because of the difference of the transformation properties in charge space. 
If we take the hypothesis for granted, the selection rule governing such 
decays are given by AJ=+1/, and AJ,= +1/., which has previously been 
proposed by GELL-MANN and Pats (4). We further assume here that such 
interactions lead to lifetimes of the order of 10-!° sec for two-body decays. 
For three-body decays the lifetimes will be considerably longer (28). 


c’') weaker decay interactions 


It is clear, however, that not all decays are governed by the above selection 
rule, e.g. decays involving photons or leptons cannot be covered. Hence there 
must be weaker decay interactions which may lead to lifetimes of the order 
of 10-® sec for decay processes. 
In what follows, we shall exhibit the results derived on the hypothesis of 
‘‘isospinor decay interactions’. 


(1) Hyperons 


Process I; I; Remark 
ea ae r (Ao ptr) _, 

ie etal Is [AM somes waa 
Seana 1 Ve, 4 

Son + nt ee Suz) 2S) 
x- >n+n7 1 Sie 


I;: isobaric spin in the initial state 
I,: isobaric spin in the final state 


All these hyperons must decay with lifetimes of the order of 10-1° sec in 
conformity with experiments. 


(2) 0-Mesons 


The discussions differ drastically according to whether the 0-meson has even 
spin and even parity or odd spin and odd parity. 
(1) case of even spin and even parity 
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Remark 


(Ogee enue 


NB PEs SI) 
(OP n° Fz) 


As seen in the above table, the decay of 8+ into two pions through c’) is 
forbidden so that the decay of a 0+ must take place through the weaker 
interaction c’’) which obeys in this case the selection rule AJ = +4}, 
Al, = +}/s. 

Hence the lifetime of 0+ must be of the order of 10-8 sec which is also 
consistent with experimental information. 

(ii) case of odd spin and odd parity 


Process Remark 


As is well known, the lifetime of 8° is much shorter than that of 0+ in contra- 
diction to the above result +(9°) = 7(0+). Thus the hypothesis of “‘isospinor 
decay interactions” is reconciled with experiments only when 0-meson has 
even spin and even parity. Recently the decay 0°» 2° was observed 
supporting the above conclusion (29). 


(3) t-M esons 


Remark 


(st > 2n° + n*) 


EY 
faa (ae Te tee I 


The branching ratio has been calculated by DALITZ (30) under the assumption 
I, = I; = 1 and our result agrees with his one in spite of the different choice 
of J;, since we are not concerned with 7° here. 


Application of the unitarity of the S-matrix 


Let us consider a scattering process, then as the energy increases the rate of 
inelastic scattering will also increase. It is known, however, that the cross 
section for the elastic scattering does never vanish even if the inelasticity 
becomes very large because of the occurrence of the shadow scattering. This 
is most simply seen in the unitarity condition of the S-matrix. There is a similar 
situation in the decay of an unstable particle with competing modes of 
decay, which we shall formulate by exploiting the unitarity condition. 

37° 
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The unitarity condition of the S-matrix can be expressed as 

Skt=—R (5.1) 
where R= S—1. Now let us take, for example, the matrix elements o 
the above equation corresponding to 


eo Dade : 
Bigal si (5.2) 


then one beanie equations of the form 

(x°p|S| px°) (x°p| RT| Bt) + Gp | S| n+) ain | Bt] 2+) = — (n° p| Rl aay 

Gr+n|S|px°) (r°p | Rt] 2+) + tn | S| n+) (etn | Rt] +) = — etn| R| +). 
(5.3) 


Now let us employ an representation in which the parity, total angular 
momentum and isobaric spin of the final state are diagonalized, as done by 
KAWAGUCHI and MINAmMI (31). Then the eq. (5.1) takes the following 
simple form: 

7 oR est ee ae dea, (5.4) 


where 6, and 6, are the phase shifts for the pion-nucleon scattering in J = 1/, 
and J = 4/, states, respectively at the energy corresponding to the Q-value 
for the &-decay. The parity and orbital angular momentum of the states are 
specified subject to the spin and parity of the &-particle. R, and R, are 
defined by 


Re = (e°p | H| 2) == Mila tes Poly Jigs 


me es (5.5) 
Ry = (r+n| R| ut) = V/s Rs + V2/5 A. 
combining (5.4) and (5.5), one obtains 
HAAR R Seni op 2 


|Ro|? 1 +2 V2ox+222 


where x = +|R,|/|R3| and @ = cos (6, — 4,). (32), (33). 

If we know the value of g, one can readily derive the upper and lower limits 
of the branching ratio. Similarly we can apply the above method to A°- 
decays, but we can derive no physically sensible results. Now let us apply the 
hypothesis of isospinor decay interactions to L-decay 


a7 en + x (5.7) 


then the transition matrix for this process would be equal to V3 Rs, so that 
we have 
cA lee ela al 2 i : 
t(D") 3| Ry? ay cae (5.8). 


Hence if the branching ratio of the X+ decays (5.6) and the ratio of the 
lifetime of 2 to that of X* (5.8) are measured, it is possible in principle to 
determine @ so that we can deduce the spin and parity of the &-particles. 
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§ 6. Hyperfragments 


One of the most remarkable phenomena recently established is the heavy 
nuclear fragments or the hyperfragments. In 1953, DANYSZ and PNIEWSKI 
(34) have found the spontaneous disintegration of a boron nucleus emitted as 
a fragment from the disintegration of a silver or a bromine nucleus. In spite 
of its rather large Q-value of about 50 Mev, it decayed after reaching the end 
of its range within a time ~3 x 10-12 sec. If it were a highly excited states 
of the boron nucleus it would undergo a spontaneous decay within a quite 
short lifetime, say 10-?2sec and could not survive as long as 10-!2 sec. 
Therefore they considered that a A°-particle substitutes a nucleon in the 
fragment. Recently many evidences have been accumulated in favour of 
this viewpoint, which we shall describe in what follows. 

(1) The hyperfragments are as metastable as a A°-particle, i.e. the lifetimes of 
them are of the same order with that of the A°. 

(2) The Q-values of hyperfragments are nearly equal to that of a A°-particle. 
The slight deviations, being of the order of Mev, are attributed to the binding 
energies of the A°-particle in the hyperfragments. In some cases the pion 
being the decay product of the A° in the fragment is absorbed by the residual 
nucleus without being really observed. Examples of light hyperfragments are 


*H? — He® + x- 
Orpen, 
*Het > He? + p +7 
—>2p+2n, 
*H* — Het + x 
*He’ > He? + p+a7. (6.1) 
Decays involving a real pion in the decay products are called ‘“‘mesonic 
decays’, whereas those involving no real pions are called ‘‘non-mesonic 
decays’. 
(3) Hyperfragments are sometimes observed in association with another 
heavy meson (35) and sometimes produced through the absorption of 
negative heavy mesons or hyperons by nuclei (36,) (37), e. g. 
cosmic ray + nucleus > *H® + t+ + ---, 
K- + nucleus -> hyperfragment + ---, 
x -++ nucleus > hyperfragment + -:-. 
In view of the strangeness conservation law, the hyperfragments must have 
strangeness — 1. Assuming that hyperfragments are such excited states of 
nuclei that a A° is substituted for a nucleon, we shall discuss the nature of 
hyperfragments qualitatively. 
(I) The hyperons & and = cannot be bound to nuclei to form hyperfragments. 
We know that = and = are metastable when they are isolated, but in the 


presence of nuclear matter they are no more metastable. As known from the 
cosmotron experiments (3.1), the interaction 


L—>A+nr (6.2) 
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is strong although it cannot give rise to a real process. In the presence c 
nuclear matter, however, the virtual pion in (6.2) can be absorbed by anothe 
nucleon so that the following process occurs very rapidly 


x +N—>N + A’. (6. 


C12 


In nuclei, the following processes are considered to take place rapidly wit 
Q-values of the order of 80 Mev: 


x + nucleus = A° + nucleus, for AI = 0 
+ + nucleus > A° + nucleus +7, fordJ = +1. (6. 


In a similar way, & is unstable against the reaction 
E+N—>2A°, (6. 


with the Q-value of approximately 30 Mev. 
In short, heavier hyperons than A° melt down very fast in the nuclear matter 
In this connection, it is worthy noticing that a K-meson (not K-meson) i 
capable of forming a hyperfragment of strangeness +1, and some hype 
fragments of anomalously large Q-values might allow this interpretation. 
If two A°-particles are bound to a nucleu: 


A N A N to form a hyperfragment of strangeness — 2% 
; ; it will be distinguished from ordinary frag: 
(Qateraction >) ments by exhibiting a characteristic two-stey 
iA N N A (cascade) decay. 
8) b) (II) Many properties of nuclei resulting from 
Abb. 3. 


the principle of charge symmetry or C. I. hole 
also to the hyperfragments. 

For instance, by applying the principle of charge symmetry, one can predic’ 
the existence of mirror hyperfragments in some cases. In fact, DALITZ (38 
predicted the existence of *H* based on the existence of its mirror fragmen: 
*He*, and soon later it was really observed. Apart from slight deviation 
caused by Coulomb force, nuclear physics is invariant against the charg: 
symmetry operation T by which proton, neutron and A° are transformed a: 


pon, n>p, A°> AS. 


A fragment F* is called mirror to F, if F* is obtained from F by means o 
this operation. By applying the principle of C. I., one can further extend th 
idea of mirror fragments to charge multiplets. 

(III) The range of the A-N force must not be longer than about half of th 
pion Compton wave length, i. e. about half of the range of N-N force (39). 
This conclusion is reached at by imposing the principle of C. I. as seen below 
Let us consider FEYNMAN-diagrams which give rise to the A-N force 
If a directed line starts with A° and ends again with A°, as shown in Fig. 3a 
A® and N should exchange at least two mesons either pions or heavy meson: 
since J = 0 for A° and there is no neutral meson (J = 0) as light as a pion 
On the contrary, if a directed line starts with A° but ends with N, as shown it 
Fig. 3b, A® and N should exchange at least one quantum of strangeness 
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li, e. a heavy meson, as is obvious from the conservation of strangeness for 


(the strong interactions. For both cases, the above statement is justified 
‘provided that the energy of the system is sufficiently low. In this connection, 
we shall investigate the strength of the A-N force based on the evidence 
for the existence of the hyperfragment *H?, the lightest one known at present. 
) The Hamiltonian for this system is given, neglecting the three body force, by 


| 
Hy ae f(a ae Tp = Ten =f Vp = Vap =F Vim (6.6) 


where 7’ s denote the kinetic energies of a neutron, a proton and a A°- 
‘particle constituting the hyperfragment *H* and V’s are the potentials 
between them. Then the wave function ¥, representing the fragment at rest 
satisfies the SCHRODINGER-equation 


, 


Hy Pe = — (Ba + Ba), (6.7) 


_ where By is the binding energy of a deuteron and By the binding energy of 
the A° in this fragment. 

_Let us denote the lowest eigenvalue of an operator A by Min (A), then we 
have 

| Min (A + B) = Min (A) + Min (B). (6.8) 


_ With this notation we have the following equations: 


Min (Hs) = — (Ba + Ba), 
and 


Min (Hq) = Min (7, + Tp + Vuap) = — Ba. (6.9) 
Combining these relationships, we have 


— (Ba + Ba) = Min(H;) > Min(Ha) + Min(7, + Van + Vay) 
or 


— By>Min(7, +Van+Vap) > Min(?/2 Ta + Van) + Min(*/g+ Ta + Vap)- 
With the help of charge symmetry, the above inequality is reduced to 

Min (fp Tx + Vax) < — Ba/2, (6.10) 
or Min (p?/4 + Van) < — Ba/2, 


where M is the rest mass of a A°-particle. 
The Hamiltonian for a system composed of a nucleon and a A°-particle is 
given in the centre of mass system by 


where m is the nucleon rest mass. Comparing (6.10) and (6.11), we see that if 
the potential V, y is multiplied by 2(m + M)/m, there exists always a bound 
state for this system. Hence we have 


s > m/2(m + M) ~ 0.22, (6.12) 
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where s is the well depth parameter (40) of the potential Vay. Rigorously 
speaking, it would be better to replace the inequality by a stronger one 


8 > 0.22, (6.13) 


as seen from the above derivation. So far as we know at present there is 
definite evidence for the existence of hyper di-nucleon, and for the tim 
being we shall assume the non-existence of such fragments, then we have a 
upper limit to the well depth parameter 


13, (6.14) 


In order to obtain a more intuitive information on the potential V, x, we shall 
investigate the allowed regions of the well depths for square well and Yukawa 
potentials. 
(1) Square well potential 
In this case the well depth parameter is given in terms of the well depth V, 
and force range b by 

s = (4/7?) u,b, (6.15) | 


where pp = 2mM/(m + M) and we employ the natural units 4 =c=1 
throughout this report. 


(2) Yukawa potential 


We write the Yukawa potential in the form 


exp. (— 1/b) 
V = —V,——_._., 6.16 
ob) a 
then the well depth parameter is given by 
8 = 0.59531 uV,b?. (6.17) 


From the inequalities (6.13) and (6.14), one can derive inequalities for the 
well depths for two choices of the force range b which are given in the TableIV. 
The range b is chosen very short in accordance with the principle of C. I. 


Table IV 
Allowed Regions for the Well Depths in Mev 


0.5 x 10-33 em 


ieee 
shape 


Square well 
Yukawa 


0.4 x 10-8 cm 


360 > V, > 80 
227 > Vy > 54 


625 > Vo > 125 
419>V,> 84 


It is very important to investigate more precisely the hyper-triton problem 
by adopting a specific model. If we assume that 0 is scalar and that A° has 
spin 1/, andeven parity, then the contribution from the lowest order FEYNMAN 
diagram in the Fig.3b leads to a HEISENBERG type exchange force (11). 


Van = (97/42) Pz, Pz e-mo? Jr. (6.18) 


Se eee = 


| Table IV the inequalities 
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Hence in the 1S state, the well depth parameter V, defined by (6.16) is given 
by 
Vo = (97/42) mo = g?/4a X 494 Mev. (6.19) 


Then noticing b = mo’ = 0.4 x 10-3 cm, we have with reference to the 


0.85 > g?/4a 50.19. (6.20) 
In deriving (6.18), we have adopted an interaction of the for m 
Aine = 9YnPoya + hermitian conjugate, (6.21) 


where yn, Do, and y, are the field operators for nucleon, 9-meson and A, 
respectively, and yy@po is a scalar product of two spinors in charge space. 
It is interesting that the interaction (6.21) with the coupling constant lying 


} in the region in (6.20) gives the right order of magnitude for the 
| cross-section of (3.1) (4/). This result might be regarded as another evidence 
) in favour of the viewpoint on the hyperfragment adopted here. 

(IV) The high frequency of the non-mesonic decay of hyperfragments 
| suggests us that the spin of the A° is not very large, say s < 3/, (39). 
_ The increase of the charge of the hyperfragment results in the increase of the 
} rate of non-mesonic decay modes. The hyperfragment *He* is known to 
| decay with approximately equal probability mesonically and non-mesoni- 
) cally, from which one can deduce some information on the spin of A°. The 
_ radius of *He* is supposed to be of the order of pion Compton wave length or 
) more precisely 


R ~145 x V4 x 10cm = 2.5 x 10-% em. (6.22) 


The non-mesonic decay of a hyperfragment corresponds to the picture such 


that a A°-particle in the fragment decays virtually into a pion and a nucleon 
| and subsequently the pion is absorbed by a nucleon. While it is known 
* experimentally that at low energies a pion interacts strongly with a nucleon 
| in the p-states and less strongly in the s-states. Therefore, the high probabi- 
_ lity of the non-mesonic modes of decay indicate that the virtual pions are 
¢ emitted mainly in p- or s-states from the sink. Since, however, the radius of 


the fragment is comparable with the impact parameter of the emitted pion, 
say around 2-10-1%cem for / = 1 and much larger for / > 1, the pions should 
be emitted mainly in p- or s- states from the source A°. The probability of the 
non-mesonic modes of decay is given by 


(non-mesonic) 


ee coe ee ty 6.2 
(mesonic) ++ (non-mesonic) o2 RAM) 


Pron = 


Let the absorption probability of pions in the nucleus be paps, then 
Pron = Pads ‘ff, (6.24) 


where f is the fraction of the p- and s-waves from the sink involved in the 
virtual pion wave emitted from the source A°. The absorption probability 
Pabs i8 given by 

Pars ~ 1 — exp (— R/Aans), (6.25) 
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where Japs is the mean free path for the absorption. From (6.23), (6.24) and 


(6.25), one gets 
f = Pron/Pavs = 9-5/Pavs = 9.5. (6.27) 


Let 1, and J, be the relative angular momentum of the virtual pion from the 
source and sink, respectively. Then from (6.27) and the argument above, we 
have for a low energy virtual pion 


At=4—i=0,+41 


based on an intuitive classical geometrical consideration about the impact 
parameter. The relative rarity of the transition A/ = —1 compared with 
Al = +1 is for a statistical reason. 

If we assume as suggested from experiments 


= 6- or 1 (6.28) 
we reach at the following interesting conclusion 
t= 0 orev. 


This means that the pion emitted from A° by the process (4.1) is in the s or p 
state. Hence we may conclude that the spin of A° cannot be larger than °/,. 
With the help of an analogy to the internal conversion the above argument 
can be refined (42). 


§7. Problem of Neutral Heavy Mesons 


As has been discussed in § 4, the neutral heavy mesons as 0° and +° are 
described by complex wave functions in contrast to other neutral Bosons so 
far known such as a neutral pion and a photon. And it is important to 
investigate the characters of the newcomers in the light of various invariance 
principles. 


(I) quantities characterizing particles 


The problem to be discussed here is how one can characterize a particle 
either elementary or composite. There are various quantities by which 


different particles can be distinguished and of them we must first cite the 
following quantities. 


(a) Mass, spin, parity, charge and nucleon number 


All these quantities are intimately related to strict conservation laws in 
quantum field theory so that they can be regarded to be characteristic of 
each particle. These conservation laws are namely the conservation of 
energy-momentum, of angular momentum, of charge and of nucleon number. 
Of these the first one, the rest mass of a particle, can strictly be defined only 
when the particle is stable, but when a particle is unstable the rest mass is 


defined within a certain uncertainty, which is connected to the lifetime of the 
particle. 
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(b) lifetime 


The lifetime can also distinguish among various unstable particles. When the 
lifetime of an unstable particle is very short so that the uncertainty of the 
rest mass is very large, the particle will lose its particle picture. Such a 


particle will be of sense only as an intermediate state of certain kinds of 
reactions. 


(c) parity against charge conjugation. 


The parity against charge conjugation is conserved strictly but it can be 
used only to a restricted class of neutral particles. 


(d) isobaric spin 


To particles with strong nuclear interactions, one can assign their isobaric 
spins which is of importance for strong interactions. 

When two particles are identical to one another, all such quantities as 
mentioned above should necessarily be equal. One must notice, however, 
that not all of the above quantities can be employed to characterize a 
particle, since they are not always commutative with each other so that one 
must suitably choose a maximal set of observables. In general there are 
various ways to choose a maximal set of observables, and the problem is 
how to choose a suitable set. ma 

For example, the charge qg, charge conjugation C and isobaric spin J satisfy 
the following commutation relations 


> — = 
(I, q] = 0, CFeVo ye Ch SBTC: (7.1) 


so that one cannot take J;, g and C simultaneously as the characteristic 
quantities of a particle unless 7]; = q = 0. Since the nucleon number n 
satisfies similar commutation relations with other quantities, one can say 
that C can be an attribute of a given particle only when J, = qg=n= 0. 
Perhaps the lepton number should also be taken into account if the neutrino 


is of the Dirac type. Notice, however, cr == LC in this connection. 

We must stress here that a sensible maximal set of observables must always 
involve the charge qg and perhaps similarly the nucleon number n in view of 
the superselection rule (43). It must also be mentioned that in the usual 
measurements by means of macroscopic instruments the charge operator 
is always diagonalized. 


(i) charged particles 

The operators q, n, and J, if any, should be diagonalized, and C cannot be 
diagonalized. 

(ii) neutral particles 


If g=n=I,;=0, one can speak of the partiy of the particle against 
charge conjugation. For example, a photon, a positronium in *S state are 
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odd and a neutral, pion, a positronium in 18 state are even. If, on the other | 
hand, g=n=0 but J, +0, the discussion must be made carefully. The 
definition of such particles depend on the process by which they are observed. 


If a neutral heavy meson is observed to decay exhibiting the following mode: 
ee a Oe (7.2) 


we must choose C as being characteristic of this particle, since the final state 
is an eigenstate of C’. One the other hand, if it is observed through a nuclear 
absorption 

6° +p >A°+nxt, (7.3) 


we must choose J, rather than C, since the final state is an eigenstate of J, and 
I, is conserved for this process. 

Since the problem of charge conjugation is very important in connection 
with the problem of neutral mesons, we shall give a brief sketch of the theory © 
of charge conjugation. | 


(II) theory of charge conjugation 


Let us make a Gedankenexperiment. Can one recognize if all the charge in 
the universe changed sign simultaneously? The answer is clearly ‘‘No!!” 
This consideration provides us with the basis for an invariance character of 
the field theory against the sign change of the charge, the so-called charge 
conjugation. This transformation is expressed by an unitary transformation 
C, by which a state vector V is transformed as 


w+ ow, (7.4) 


By requiring that the whole theory be invariant against C, we shall prescribe 
the nature of this transformation. 
Let us consider the equation of motion of an electron with charge e 


[y, (0, FZ 1eA,) +m)y=0. (7.5) 


We require that the field operator CyC-1 satisfies the equation of motion 
of a positron, i. e. 


[y.(0, + %eA,) + m] CyC-1 = 0. (7.6) 
Comparing (7.5) and (7.6), we have 
Cea, =-—eA,. 
or taking into account that e is a c-number, we have 
CA, C= — Az. (7.7) 
In the quantized theory, y correspoads to the destruction of an electron or 


the creation of a positron, and CyC-! is of the reversed nature. Hence we 
may write 


CyC = cy, (7.8) 


On the Theory of Hyperons and Heavy Mesons 547 


where c is a non-singular Dirac matrix. Inserting (7.8) into (7.6), one has 


" [yu(O, + %e¢A,) + m]cy =0. ; (7.9) 
By comparing the above equation with the equation of motion for 4, i. e. 
} [yu (O, + ieA,) — m] y= 0, (7.10) 


one gets by multiplying c-! to (7.9) from the left 


cty,c=—y,, or cyscl= —y,, (7.11) 


SNe era ep: 


where Ya is the transposed matrix of y,. 


: iM . . 
Since y, ‘s and y, ‘s satisfy the same commutation laws, one can choose an 
unitary matrix c out of many possibilities. 


clc,= 1, (7.12) 


I 
i 


From the transposed equation of (7.11), follows the relation 
=u = (67) Yu (6T)4 = — cT et yy0(0T) = — (CTC) y, (CT), 
which means that c™c-1 commutes with all other Dirac matrices. Hence 
clc-1 = c-number, 
by adopting a special representation, one finds 
cl = —c. (7.13) 


This equation holds for all representations of the Dirac matrices. 
In a similar way, one arrives at 


CyCi=cyp, CyC=cy. (7.14) 


The eqs. (7.7) and (7.14) determine completely the transformation properties 
in quantum electrodynamics against charge conjugation, and these equations 
hold in all representations. The transformation C leaves the equation of 
motion invariant as is clear from the above derivation. Next let us 
examine the invariance of the commutation relations under charge conjuga- 
tion, which will be carried out in the interaction representation. 


(i) electron field 
{C pa (2) Cot Cya(y) Cas a {Caapa(%); Cau Pu(Y)} 
CaaCau {Pa(x), vuly)} 


= —tCga Ca Sya(y — 2) 


= i[c1S8(y — 2) cea. 
By exploiting the expression S(x) = (y, 0, — m) A(x), one finds 
c1S8(z)¢ = —S(—2)', 
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and hence the above quantity reduces to 
—iSap(% — y) = {Pa(2) paly)}- 
(ii) electromagnetic field 
[CA, (x) C2, CA,(y) C4] = [— Aula), — Ar(y)] = [Au (2), Av(y)]. 


The invariance of the S-matrix can also be proved without difficulty. We 
start with the following formula: 


CP (G5 Ge, °*:) C3 =P CGC Caer), (7.15) 


where P is Dyson's chronological symbol and q's are arbitrary field operators. 
Utilizing Dyson's expression for the S-matrix, one sees 


CSC-1 = CP exp |—i f Hint (x) (d*a)| C4 
= Pexp [- i [ CHine(z) C> (d*)| 
= Pexp |—i [ Hins(x) (d*z)| = 8. (7.16) 
In the above proof, we utilized the equation 
CH... (a)-C—* = Ate) (7.17) 
which must be proved separately. For this purpose, we calculate 
Cy (x) Oy(x) C}, (7.18) 


where O is an arbitrary Dirac matrix and the bilinear form in the electron 
field operators should be understood in the sense of normal product. 
By applying the formula (7.14), one finds 


p(x) cOTc! p(x) = ep(x) Oy(z), (7.18) 


where ¢ is a sign factor corresponding to the Dirac matrix O and tabulated in 
Table V. 


Table V 
0 1 14 A 0 4) 4 
a es eee 1 1 


Hence eq. (7.17) is ready for being proved as follows: 
CHint(x)C-? = C[—tep(x) y,p(x) A,.(x)] C7 
= —teCy (x) ypp(x)C-1C A, (2) C3 


= —te[— p(x) y, p(x) (— A, (2))] 
= Aint (x). 
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Next we shall be concerned with the eigenvalues of the operator C. From (7.7) 
follows at once 
C2A,C- = A,, (7.19) 


and also from (7.14) follows the equation 
C2yC-* = C (Capps) C-1 = CapC pp C- = Capea yy = Ya, — (7.20) 
and similarly | 
CC "== We. . (7.21) 
Hence C? is commutative with any other operator. Now let us fix the arbitrary 
phase factor involved in the definition of the operator C by imposing 
CO — (7.22) 
where Q is the vacuum state. From (7.19), (7.20), (7.21) and (7.22), one gets 
C2 (operators) 2 = (operators) Q. 


Since any state vector is spanned by applying a suitable combination of 
operators on the vacuum state, one may rewrite the above relation as 


Cy = Y. for. any. (laze) 


Thus we can conclude that the operator C assumes the eigenvalues either 
+1lor —1. 


Application — FURRY’s theorem 


If a state WY; is the eigenstate of C with the eigenvalue — 1, then the state 
WY, = SW; is also an eigenstate of C with the same eigenvalue. As seen from 
(7.7), a state consisting of an odd number of photons belongs to the negative 
eigenvalue, and the transition from such a state to a state consisting of an 
even number of photons is forbidden, since the latter has the positive eigen- 
value. 


Extention to the meson theory 


As illustrated by the FURRY’s theorem, the concept of parity against charge 
conjugation is often utilized to derive selection rules for the transitions 
among Bosons. For this purpose, we must further extend the above theory 
to meson theories. 


(a) Proton 


When one is concerned with the electromagnetic properties of the proton, it 
is clear that the field operator for proton should be transformed in the same 
way with that of electron against charge conjugation. 


(b) Neutron 

Let us consider the number of ‘‘nucleons’’ which is equal to the number of 
nucleons and hyperons minus the number of anti-nucleons and anti-hyperons, 
then n can be rewritten by 


nm = 4/y+(n + CnC) + 1/,(n — CnC). 
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Since both n and C commute with the total Hamiltonian, the two terms in 
the right hand side of the above equation are conserved separately, and they 
are odd and even, respectively, against charge conjugation. Therefore we 
may assume in the sense of superselection rule that the number of nucleons 
should be expressed by either 


nm =1/,(n + CnC-1). or n = 4Y,(n — CnC). (7.24) 
While the number of protons which is involved in 7 is given by 


n(p) =i [ vpyuppdo, = | yep a, 
and is odd against charge conjugation, so that we take 
n = 1/.(n — CnC-1) or n= —CnC}. (7.25) 
Hence the field operator for the neutron must be transformed as 
C (Yn Yun) O* = — PaYuPas 


and it must be transformed in the same way as that of the proton. Rigorously 
speaking the transformation property of the neutron field operator is deter- 
mined apart from some redundant phase factor, which should suitably be fixed. 
The same argument applies on other hyperons. 


(c) 7-mesons. 


Now let us investigate how the following expression is transformed against 
charge conjugation: 
yp Ory, 


where yp is the nucleon field operator, O a Dirac matrix and t an isobaric spin 
matrix. With reference to the formula (7.14), one derives readily 


C(pOty) c = y(cOTc-}) tTy. 
We shall choose y, for O, then the above expression reduces to 
Clpystp) Ct = pystty. (7.26) 
In order that the meson-nucleon interaction 
Hing = 19PY5TaP * Ya (7.27) 
be invariant against charge conjugation, it is necessary to impose 


Ta = Ca Ca Ta Pas 


ifr =r 
or Co,07 = Pa Ul Ta as 
f e Qa ifts = — tr (7-28) 


If we choose the representation of the isobaric spin matrices as 


_ (01 0-i 1 0 
m= (19): a=(; 0) n= (5 _ 4): ae 
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then we can write 


ae Yq for a= 1,3 
Sits at ach for a = 2. ae? 


By introducing the field operator m and g* corresponding to m+ and x~ 
the following way 


g* = (1/2) (qr — ig2), gp =(1/V2)(p. + ign), (7.31) 
one can rewrite (7.30) as 
CpC-1 = o*, Cy*C-1 = —-, Cey,C- = Os. (7.32) 


From (7.32) we see that x° is even under charge conjugation so that the 
decay of a x° into odd number of photons is forbidden. 
If we confine ourselves only to charge independent interactions, the charge 
symmetry operation T is also commutative with the Hamiltonian, and one 
can discuss the transformation properties of the theory under C'T, or G as 
given in § 4 (VIII) (iii). The utility of this transformation consists in the 
formula 

GoaG = — ga, (7.33) 


which is simpler than (7.30). 

In the case of pions for which the interaction is given by (7.27), the field 
operators are transformed as (7.32), but in some cases the transformations 
are given by 


CoC? = —9'*, Cy'*C4 = —@', CoC = — @,. 


Now let @ be the field operator for the 0° meson, then one has 


COC = + GF, CO*CI=— +4. (7.34) 
One can also define ®, and ®, from ® and @* as done in (7.31), then 
CO,C-1 = +0,, CO,C = FQ. (7.35) 


Let us consider the decay 6° -+>2x+ +7x7-, then the final state is an eigenstate 
of the operator C, since in the rest system of 0°, the state vector for the 


m+ +7 system ¥( z) is transformed as 
CWR) = Wz) = (-1) W(X), 


where 2 is the relative coordinates between positive and negative pions, and / 
is the relative orbital angular momentum and equal to the spin of the 0° 
meson which is known to be even as mentioned in § 5. Hence we have 


CWr) = (2). (7.36) 


For simplictiy we shall choose the upper signs in eqs. (7.34) and (7.35), then 
only the 0} meson corresponding to®, can decay into two pions but the decay of 
85 into two pions is forbidden. As discussed i in the former part of this section, 
6° and 05 should be regarded as true particles rather than 0° and 6° themsel- 
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ves. 0° and 0$ have their own lifetimes different from one another. 63 will 
decay perhaps with a rather longer lifetime than 6; does. Strictly speaking, 
not only the lifetimes but also the rest masses are different but the difference 
is so small that one cannot expect it experimentally, say of the order of 
h/t ~ 10-5 ev. 

Since 0° involves 0° and 03 with equal probability as seen from (7.31) and 
03 cannot decay into two pions, one can conclude that not more than half of 
all 6° s can undergo a spontaneous disintegration into two pions (44). This 
striking feature of the 6° meson will partly be responsible for the long stan- 
ding contradiction between the pair production hypothesis and experiments. 
After a long time the constitution of 0° mesons will change because of the 
difference of lifetimes between 6; and 63 so that finally only 93’ s will be 
involved in the 0° beam. 

If a 6° meson could be bound to a nucleus to form a hyperfragment as 
suggested by the observation of anomalous hyperfragments, it can no more — 
decay with two distinct lifetimes but it must decay with a single lifetime, 
since in this case n and q do not vanish so that C can no more be diagonalized. 


§ 8. Problem of Charged Heavy Mesons 


The problem of charged heavy mesons is one of the most difficult and 
mysterious open questions in this field. There are many different modes of 
decay as given in (3.4) and all mesons corresponding to these different decay 
modes have the same rest mass, say ~ 965 m, = 494 Mev, and the same 
lifetime 1.2 — 1.38 x 10-® sec. within the presently available experimental 
precision. It is remarkable that all experimental results so far made are 
consistent with the strangeness selection rule, i. e. in no case the K+-mesons 
suffered nuclear absorption but they are only scattered. On the other hand. 


K~-mesons are often absorbed emitting hyperons, i. e. 
Ke: poe? Fear, 
>A°+7n7°, (8.1) 


the former modes being as three times as probable over the latter. 

The cross-section for the nuclear interaction of negative K-mesons is geome- 
trical, while that for the positive ones is one third of the geometrical cross- 
section (45). 

The problem of charged heavy mesons consists of the following questions: 
Is there only a single kind of K-mesons or are there two or more different 
kinds of K-mesons? That all K-mesons have the same rest mass and the 
same lifetime is a necessary condition for that there is only a single kind of 
them, but it is not a sufficient condition. If, on the contrary, there are 
two or more different kinds of K- mesons, why do they have the same mass 
and the same lifetime? 


To answer the first question, it is instructive to recall DALITZ’ analysis on 
the t-mesons to mind. 
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(1) DALITz’ analysis on the t-meson decays 


| In order to investigate whether or not all kinds of K-meson decays represent 
_ the competing modes of decay of a single kind of K-mesons, it is necessary 
| to get insight into the transformation properties of K-mesons. 


| a) 0-mesons 


| The 0-mesons undergo spontaneous decays into two pions 
O° nt tn, 8 > r° 4+ 7°. (8.2) 


Let the relative angular momentum between two product pions be 1, then 
_ the spin of a 0 meson s is equal to 1, since pions have spin 0. The parity of 


| the 6°-meson J7 is then given by 


P= (— 1)°X= 1p = (— He (8.3) 
Thus a 0-meson has either even spin and even parity or odd spin and odd 
| parity. Recent observation of the process 
0° + 27° 
| lends itself to conclude that | = s be even, so that 0-mesons have even spin 
_ and even parity. 
b) t-mesons 


| Then the question is if the t-meson is identical with the 0-meson. In order 
to answer this question one must first examine the energy distribution of the 


| secondary pions resulting from the t-meson decay so that one can draw some 


conclusions on the type of the t-meson. 

} Let Pp Po and Ps be the momenta of two positive and one negative pions 
which are the decay products of a positive t-meson in the rest system. For 
the sake of convenience we choose | Pi| = pal . From the energy-momentum 
conservation law, one gets in the non-relativistic approximation 


1/2 m -( p? + p2 + B32) = Q = 75 Mev, Bt pe pe 0 (8.4) 


| Davitz (46) suggested a triangular diagram to represent each experimental 
data as a point in this diagram. The distance of the point P from the basis BC 
_ is proportional to the energy of the negative pion F3, and the distance from 
} another side AC is proportional to E£,. (Fig. 4). The semi-circle encloses the 
region in which the points are restricted by the eqs. (8.4). 

By putting 


>> > [> > > 
Pr a =) q)s Po = —e\ Pp — q): P3 =p, (8.5) 


the momentum conservation law is automatically satisfied. In terms of these 
new variables, we have 
2mQ = */, p? + 1/29", (8.6) 


cos 6 =( q)/pq, 


where 0 is the angle between Ps and Po a hh. 
38* 
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The differential probability for the meson decay is given by 


dw = const. | M|? TPT s (8.7) 
dE 
where M is the matrix element for this decay process. 
The volume element in the phase space is thus proportional to 
p?q dq d(cos @). (8.8) 


It is worth noticing that (8.8) is proportional to the surface element in the 
DALitTz’ diagram, and from the distribution of the experimental points 
which fall in DALITZ’ diagram one can derive 


A |M|?. Now let the relative angular momen- 
tum between two positive pions and that bet-. 
ween the negative pion and the centre of mass. 
of two positive pions be l’ and I, respectively. | 
Fig. 5. 

db 2 U ut, 
U 
gi c % 
Abb. 4. Abb. 5. 
(i) case of s = 0 (s: the t-meson spin) Bae 1) § 
In order to get s= 0, it is necessary to take 1= I’, since s=/1+1, 
Hence the parity of the t-meson should be odd, as seen from 
if —(— 1) 1. (8.9) 


Thus, in this case, the t-meson cannot be identical with 0-meson. 
(ii) If the density of the experimental points near the piont D(E, <Q) is: 
not small compared with other regions in the triangle, one gets 


IT = (—1)#, (8.10). 


which follows from arguments on the 0-meson and barrier effects of centri- 
fugal forces on the positive pion of lower energy. | 
(iii) If the density of the experimental points near the point B(E; <Q) is: 
not small, one arrives at 


(0 eel e—sevient 


From the Bose statistics, one can infer that I’ should always be even. 
Hence, in this case, one concludes 


s=even, JJ = —1. (8.11) 


The above arguments, for instance the assumption | = 0, are based on the: 
assumption that the pion wave length is much larger than the force range } 
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i 
{ 
I 


' between pions so that the barrier effects be sensible. If one takes the Compton 
; wave length of the K-meson as the force range, the ratio is given by 


| mar 

; ee at ie 

' = = > 3.5 > 

6 and the assumption can be justified. 

i if the above assumption were right and the density at the corners is compa- 
f Preble with that of the inside region, the t-mesons cannot be identical to 


6 be the case. 
|, At low energies, the energy dependence of the matrix element M is considered 
‘to be given by 


R\! /qR\" | 
M~ (F-) Ge (for p R/h, q R/h < 1) (8.12) 


| where R is the force range between pions. 

The experiments so far made suggest us that M is approximately constant so 
| that pseudoscalar (0-) is most favourable. There are of course many doubts 
j and ambiguities against this method since one must base such an argument 
} on many plausible assumptions. 


(II) nuclear interactions of positive heavy mesons 


One of the most natural ideas to distinguish between different kinds of K- 
| mesons is to exploit the possible difference of the nuclear interactions between 
‘them. If a K-meson beam consists of two or more different kinds of heavy 
mesons, the branching ratio of this beam might change after nuclear inter- 
actions provided that different kinds of K-mesons have different nuclear 
|) cross-sections. Invoking that this idea might help, the branching ratios of the 
| K-beam before and after the collisions were measured. The results are given 
| in Table VI. 

1 Table VI 

Branching Ratios of K*-Mesons under Different Experimental Conditions 


Pereentage 


Decay Modes 


after collisions 
Berkeley | Géttingen 


before collisions 


Rochester Paris 


Ky, 59 55 
K,,(0) 21 23 
K,, (1) 5.2 7 
Rox (s;) 3.5 0 
Ky, 6 9 
Ke, 5 6 


| Rochester: Cosmotron experiments using 2.9 Gev proton (47). 
) Paris: Bevatron experiments using 6.2 Gev proton (48). 
Berkeley, and Géttingen: as above (49, 50). 
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In the experiments carried out by the Berkeley group, the relative frequencies 
of decay modes were determined for K*-mesons which had suffered a nucleas 
scattering in the same target in which they had been created. The Gottinger 
group scanned two stacks of Ilford G5 emulsions exposed to the K*-beam 
of the Bevatron for interactions from which the meson is reemitted ane 
coming to rest in the stack. ; 
From the above table, one can see that the branching ratio of K+-mesons does 
not vary sensibly under different experimental conditions. This fact means. 
if there were different kinds of K-mesons, that not only the rest masses and 
lifetimes but also the nuclear cross-sections of different kinds of K-mesons 
should be equal to each other. 

The interpretation of this mysterious degeneracy of K-mesons has not yet 
been given. Although there are many theories on this subject, none of them 
is satisfactory. 


(III) theories of K-mesons 


Various theories have been proposed to interpret the mysterious degeneracy 
of K-mesons, about which we shall briefly discuss here. 


(i) LEE-OREAR theory 


LEE and OREAR (51) suggested that the lifetime identity might be due to 
a genetic relationship between the two particles. For instance the decay 
diagram may be of the type given 


Tw 
¥ by Fig. 6. 


(e] 
electric field 
P 2 
3x 8 
OP Meh tlanerta>! ue 


2 


Abb. 6. Abb. 7. 


If the true lifetime of 0 is short compared with 10-® sec, but that of the t is 
the observed one, e. g. 10-° sec., then a few meters from the source, the 0’ s. 
if originally produced, would all have decayed and one would observe only 
a single lifetime for both modes of decay. On this theory one can also under- 
stand why the branching ratio is constant. The defects of this theory consist 
in the facts that the experimental conclusion seems to be against the existence 
of y-rays of energy higher than 1 Mev (29), and that short-lived 6-mesons 
are not yet observed among the K-mesons scattered by a nucleus (50). 
Theoretically, if and 9 are 0- and 0+ particles, and if their mass difference 
is not as large as 1 Mev, the radiative transition, say double y-emission 
would become so slow that this explanation would not be tenable. (Betweer 
two spinless particles, single y-emission is strictly forbidden.) 
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' (ii) WEINSTEIN theory 


WEINSTEIN (52) suggested that when the mass difference is small, say 
'<10-* ev, the two states may be mixed in passing through matter, so that 
the measured lifetimes become identical. For instance, if t and 0 are 2- 
j and 2+* respectively, then there would be a static electric dipole strength 
‘Y between the two states. It arises from processes like Fig. 7. 

| The strength of such electric dipoles is expected to be ~eh/mc on dimensional 
grounds. We take m to be the rest mass of the heavy meson, then this field 
“» causes an energy split ~(eh/mc)E ~ 10 ev in an atomic electric field. 
“| This is larger than the mass difference, so that the two split states are 
“¥ complete mixtures of the two states 6 and +. Their relative phase would 
| change with time as (10° ev) t/h ~t/10-1? sec. If the field were uniform, the 
? particles would then be completely mixed in 10-1? sec. If this theory is 
} really operative, two different methods of lifetime measurements, namely at 
/ rest and in flight, should be examined. However, if one takes two most 
likely assignments (0-, 0*) and (0-, 2+), the coupling with the electromagnetic 
’ fields is so weak that no mixing occurs in 10-8 sec, and this explanation for 
equal lifetimes would no more work. 


(iii) YAND-LEE theory 


If one supposes that the degeneracies of rest masses and of nuclear cross- 
sections are not accidental but can be attributed to a certain symmetry 
property of the strong interactions, then it follows that all particles whose 
strangeness is odd must exist in two states of opposite parity (53). Assuming 
that + and 0 are 0- and 0+ particles, we would then have two A® s, Aj and A$ 
of opposite relative parity such that 


nm +n—> Aj + 0+, | 
m+ +n—> A, + 7?, (8.13) 


occur with equal amplitude. This symmetry must extend to all fast interac- 
tions so that one can define the simultaneous switching of 0 and +, and of Aj 
and A$, etc. as an operation that commutes with the strong part of the 
Hamiltonian. This operation is called parity conjugation and denoted by Cp. 
All ordinary particles are eigenstates of Cp with Cp = +1. All particles 
with odd strangeness would exist as a parity multiplet, i.e. two particles 
with opposite parity that switch to each other under C’p. From this theory 
one can readily prove that t- and §@-mesons are produced always with 
equal abundance, and that they have equal nuclear cross sections. Although 
this theory provides us with a tenable scheme for strong interactions, it is 
still unsuccessful to account for the lifetime degeneracy. 


(iv) Is the parity a strict quantum number? 


Under such circumstances, one might suppose that there is only a single 
kind of K-mesons and that the parity is no more conserved for weak inter- 
actions. Then all degeneracies can reasonably be interpreted. If one stands on 
such a point of view, one must examine if such a hypothesis contradicts any 
of our experience. 
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LEE and YANG (54) have investigated if such an idea can be reconciled with 
the phenomena of beta-decay and found that so far as we know there is no» 
evidence against this hypothesis. It is also important to investigate to what ; 
extent this hypothesis can be reconciled with other invariance properties in \ 
quantum field theory, e. g. charge conjugation and time reversal and so on.. 


In conclusion, the author would like to express his sincere thanks to Prof. . 
W. HEISENBERG for the kind hospitality in the MAX-PLANCK-Institut fiir’ 
Physik, and to Drs. K. GOTTSTEIN and M. CECCARELLI for informing him | 
many of their experimental results in advance of publication. 


Gottingen, Max-Planck-Institut fiir Physik, Bottingerstr. 4 
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Theoretische und experimentelle Daten iiber die Erzeugung von. 
Teilchen bei hohen Energien’) 


Von I. L. ROSENTAL und D. 8S. TSCHERNAWSKI 


Einleitung 


In diesem Artikel versuchen wir, einen Uberblick iiber die experimentellen 
und theoretischen Daten zur Erzeugung von Teilchen bei hohen (> 10° eV) 
und speziell bei iberhohen (> 101? eV bis 1018 eV) Energien zu geben. 
Wir wollen gleich erwihnen, da8B die experimentelle Untersuchung der Pro- 
zesse bei so hohen Energien erst vor verhaltnismaBig kurzer Zeit begonnen 
hat (mit der Entwicklung der Photoemulsionstechnik einerseits und der detail- 
lierten Untersuchung der weiten atmospharischen Schauer andererseits). 
Trotzdem sind schon heute auf diesem Gebiet sehr interessante Ergebnisse 
erzielt worden. Das wesentlichste dieser Ergebnisse besteht darin, da8 bei 
einem StoB eines Nukleons so hoher Energie mit einem anderen Nukleon 
(oder einem Kern) gleichzeitig viele (etwa 10 und mehr) Teilchen erzeugt 
werden. Prozesse, bei denen bei einem StoB zweier Nukleonen viele Teilchen 
entstehen, werden als Vielfacherzeugung bezeichnet. Man kann sagen, daB 
die Physik vorher mit Prozessen solcher Art nicht in Berithrung gekommen 
ist. 
In der Quantenelektrodynamik wird bekanntlich keine Vielfacherzeugung von 
Teilchen beobachtet, da infolge der Kleinheit der Kopplungskonstante 
2 
(F a) im) die Wahrscheinlichkeit fiir die Entstehung von n-Teilchen gréBen- 
ordnungsmaBig (137)""1 mal kleiner ist als die Wahrscheinlichkeit fiir die 
Erzeugung eines Photons (oder eines Elektronenpaares). 
In Kernreaktionen bei geringen Energien (etwa 300 MeV) wurde ebenfalls 
keine Vielfacherzeugung von Teilchen beobachtet. Dies beruht hier jedoch 
auf energetischen Griinden (zur Erzeugung mehrerer Teilchen reicht diese 
Energie nicht immer aus). Es gibt aber auch theoretische Argumente dafir, 
daB bei hohen Energien eine Vielfacherzeugung durch die sogenannten 
Dimpfungseffekte verhindert wird (2). Da manche Physiker die Vielfach- 
erzeugung auch sonst als unwahrscheinlichen Proze8 ansehen, waren sie be- 
strebt, die experimentellen Tatsachen, die fiir eine Vielfacherzeugung 
sprachen, auf Grund der Vorstellung einer sukzessiven Mehrfacherzeugung 


1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 52, 185 (1954). 
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' zu deuten. Als sukzessiver Mehrfachproze8 wird ein ErzeugungsprozeB be- 
| zeichnet, der durch ein Nukleon ausgelést wird, das einen Kern passiert und 
_ dabei viele Teilchen (beispielsweise —Mesonen), aber nur je eines in einem 
| Wechselwirkungsakt mit einem Kernnukleon erzeugt (siehe § 2). 

Andererseits gab es schon verhaltnismaBig frith auch theoretische Hinweise 
auf die Moéglichkeit einer Vielfacherzeugung, und zwar schon bevor die 
wichtigsten experimentellen Untersuchungen auf diesem Gebiet angestellt 


‘ 2 
| wurden. Die Kopplungskonstante der Nukleonen mit dem Meson-Feld (¢) 
c 


ist nimlich bedeutend groBer als die elektromagnetische Kopplungskonstante. 
Sehr wahrscheinlich ist ein Wert dieser Kopplungskonstante in der Niéhe 
von 1. Besitzt auBerdem diese Kopplung vektoriellen Charakter [worauf 
heute ebenfalls bestimmte Hinweise bestehen (J)], so mu8 sie mit wachsender 
Energie zunehmen, so daB bei hohen Energien die Wahrscheinlichkeit fiir 
Prozesse hoéherer Ordnung (im Sinne der Stérungsrechnung) zunehmen muB, 
5 das heiBt eine Vielfacherzeugung resultieren kann. 

| AuBerdem kann man, wie HEISENBERG bemerkte (3), erwarten, daB bei 
| hohen Energien die nichtlinearen Glieder im HAMILTON-Operator der Wechsel- 


| wirkung eine Rolle spielen (beispielsweise in der Theorie des B-Zerfalls) ; auch 


dies fiihrt zu einer Vielfacherzeugung. 

} Obwohl alle diese Umstande schon verhaltnismaBig lange bekannt sind, gibt 
es bis heute keine theoretische Arbeit, die vollstandig auf den Grundsiatzen 
_ der modernen Feldtheorie basiert und Vielfachprozesse konsequent beschrei- 
ben kann. Dies ist vielleicht auf die grundsatzlichen Schwierigkeiten der 
heutigen Theorie in Verbindung mit der unendlichen Selbstenergie der 
Teilchen zuriickzufihren. 

Samtliche theoretischen Arbeiten beruhen auf irgendeiner Hypothese, mit 
deren Hilfe sich diese Schwierigkeiten umgehen lassen und deren Recht- 
fertigung nur durch Vergleich mit experimentellen Daten zu gewinnen ist. 
Die fithrende Stellung auf diesem Gebiet nimmt also zur Zeit das Experiment 
ein. 

Die sehr wahrscheinliche Hypothese itiber die Einstellung eines statistischen 
Gleichgewichts zahlreicher gleichzeitig erzeugter Teilchen in dem kleinen 
Volumen, innerhalb dessen die stoBenden Teilchen sich befinden, stammt von 
FERMI (4). Diese Theorie enthalt jedoch gewisse Inkonsequenzen (4, 6). 
Eine konsequente Entwicklung der FERMIschen Hypothese, die von LAN- 
DAU (7) durchgefihrt wurde, fiihrt auf die Notwendigkeit, die Teilchen- 
gesamtheit im Augenblick ihrer Erzeugung als eine Art Flissigkeit auf- 
zufassen, d. h. diese Gesamtheit auf Grund der Hydrodynamik zu be- 
handeln. 

Eine der Aufgaben dieses Artikels besteht in einer Gegentiberstellung der 
einzelnen Richtungen in der theoretischen Untersuchung der Vielfachprozesse 
(siehe § 1). Ein anderes Ziel dieses Berichtes besteht darin, das experimentelle 
Material systematisch darzustellen und die theoretischen und experimentellen 
Daten iiber die Wechselwirkung bei hohen Energien miteinander zu ver- 
gleichen (siehe § 4). 


Das gesamte experimentelle Material laBt sich in zwei Gruppen einteilen: 


562 I. L. RosSENnTAL und D. S. TSCHERNAWSKI 


a) Beobachtungen einzelner Vielfacherzeugungsakte. 
Hierher gehéren die Daten, die man mit Hilfe von Photoplatten gewonnen | 
hat, sowie die Ergebnisse von Versuchen mit Zahlrohren. Die Energie der 
auf diese Weise registrierten Akte liegt unterhalb 101° eV, und hierin liegt 
ein wesentlicher Nachteil dieser Methoden. 

Die mit Hilfe von Zahlrohren gewonnenen Ergebnisse kénnen zeigen, ob es 
iiberhaupt Vielfachprozesse gibt. Um Auskiinfte tiber die tbrigen charakte- 
ristischen GroéBen des Elementaraktes zu gewinnen, verwendet man zweck- 
maBigerweise Photoplatten, jedoch wird in diesem Fall die Analyse der Er- 
gebnisse durch das Vorhandensein von Umwandlungs- und Multiplikations- 
akten innerhalb der Kerne erschwert (siehe § 2). 


b) Daten iiber weite atmospharische Schauer. 


Diese Daten sind notwendigerweise gemittelt, da man gleichzeitig das Er- 
gebnis vieler StéBe beobachtet; hierin liegt der Nachteil dieser Methode. 
AuBerdem muB man beim Vergleich dieser Daten mit den Aussagen der 
Theorie beachten, daB die Schauer sich infolge von St6Ben von Nukleonen 
mit leichten Kernen und nicht infolge von Nukleon-Nukleon-St68en ent- 
wickeln. Andererseits sind die weiten atmospharischen Schauer die einzige 
Quelle fiir Auskiinfte tiber die Elementarakte bei tiberhohen Energien (bis 
1018 eV), und hierin liegt ihr unstreitiger Vorzug gegeniiber allen tibrigen 
Untersuchungsmethoden fiir den Elementarakt. 

Hier miissen wir feststellen, daB die grundlegenden Arbeiten, die die Rolle 
der Kernwechselwirkung in der Entwicklung der weiten atmospharischen 
Schauer aufgeklart haben, von sowjetischen Physikern stammen [siehe (8) 
und den Bericht (9)]. 

Wir wollen noch auf die Bedeutung dieser Methoden eingehen. Die Rolle. 
welche die in Photoplatten registrierten Vielfacherzeugungsakte in der Ent- 
wicklung unserer Vorstellungen tiber die Vielfachprozesse gespielt haben, ist 
allgemein bekannt. Der ScCHEINsche ,,Stern‘’, der in einer Emulsion re- 
gistriert wurde, war bekanntlich der erste Probierstein fiir die FERMIsche 
Theorie. Heutzutage wachst aber die Bedeutung der Daten tiber die weiten 
atmospharischen Schauer staéndig an. Heute liefern uns nimlich diese Schauer 
die bestimmtesten Ausktinfte zur Priifung der verschiedenen Hypothesen 
oder Theorien der Vielfacherzeugung. Das beruht darauf, daB die weiten 
atmospharischen Schauer Kunde von den Prozessen bei itberhohen Energien 
(~ 1014—10!8 eV) geben, wo alle Eigentiimlichkeiten, der Vielfacherzeugung 
besonders deutlich ausgepragt sind (siehe § 3 und 4). 

Bevor wir zu einer eingehenden Dikussion der hier interessierenden Probleme 
ubergehen, wollen wir noch das MaBsystem, die grundlegenden Bezeichnungen 
und die wichtigsten Formeln angeben, die wir benutzen werden. 

Im folgenden wollen wir in der Regel ein System von Einheiten verwenden, 
ee 

ee h=c=jt=1 (u Masse des Nukleons). 


In diesem System ist die Masse des z-Mesons 4 ~ 1/6; die Energieeinheit 


ist gleich 0,9 BeV; der Wirkungsradius der Kernkrafte betrigt R ~ 1/u; Epist 
die Energie des einfallenden Teilchens in dem Bezugssystem, das mit dem 


Teilchenerzeugung bei hohen Energien 563 


Schwerpunkt der stoBenden Teilchen verbunden ist (S-System). H und } 
sind die Energie des Sekundarteilchens und der Winkel zwischen den Flug- 
richtungen des einfallenden und des Sekundarteilchens im S-System. Z und # 
sind dieselben GréBen im Laborsystem (Z-System); Hy ist die Energie des 
einfallenden Teilchens im L-System. (Bei Anwendung auf die weiten atmo- 
spharischen Schauer ist Hy die Energie des Primirteilchens.) V ist die Ge- 
1 
yi_P 
Im Fall eines Nukleon-Nukleon-StoBes ist y auch die Energie der Nukleonen 
im S- System (es ist nimlich w — 1). 
Bei einem StoB zweier Teilchen mit gleicher Masse kann man im ultra- 
relativistischen Fall folgende Beziehungen aufstellen, die wir im folgenden 
mehrfach benutzen werden: 


schwindigkeit des S-Systems gegentiber dem L-System; weiterist y— 


E2 
Ko = = ; (A) 


Eo 
ya. (B) 


Fur die Transformation der Winkel kann man im ultrarelativistischen Fall 
folgende Formel benutzen: 


(C) 


1. Theoretische Vorstellungen iiber die Nukleon-Nukleon-Wedhselwirkung 
bei hohen Energien 


Die theoretische Untersuchung der Vielfacherzeugung begann schon vor der 
Gewinnung der grundlegenden experimentellen Hinweise auf die Existenz 
derartiger Prozesse. Heute kann man auf Grund eines Vergleiches mit den 
experimentellen Daten als gesichert ansehen, daB eine Reihe dieser theore- 
tischen Konzeptionen der Wirklichkeit nicht entspricht. 

Trotzdem halten wir es nicht fiir tiberfliissig, einen Uberblick tiber alle theore- 
tischen Arbeiten in historischer Folge zu geben; dies ist schon deshalb lehr- 
reich, weil gewisse Gedankenginge zwar infolge der mangelhaften Entwick- 
lung der Feldtheorie zu falschen Ergebnissen fiihren, aber an sich durchaus 
eine wichtige Rolle bei der Schaffung einer richtigen und konsequenten 
Theorie spielen koénnen. 

Auf die Méglichkeit einer Erzeugung vieler Teilchen beim StoB zweier 
Nukleonen machte zuerst HEISENBERG aufmerksam (3). Er bemerkte ném- 
lich, daB die Theorie des f-Zerfalles infolge des nichtlinearen Gliedes im 
HAMILTON- Operator die Méglichkeit einer gleichzeitigen Erzeugung mehrerer 
Elektronenpaare und Neutrinos bei hohen Energien bietet. Beim Ubergang 
zur Physik des Mesons legte er deshalb besonderen Wert auf die nichtlinearen 
Theorien und analysierte als Beispiel (10) die Gleichung, die sich aus einer 


' 564 I. L. RosenTAL und D. S. TSCHERNAWSKI 


LAGRANGE-Funktion ahnlich der von BORN vorgeschlagenen ergibt: 


| i a y/ 1+ 14 (52) — (grad | bit) tice ts (1) 


Hierbei ist J eine universelle Konstante von der Dimension einer Lange. Im 
folgenden setzt HEISENBERG sie gleich 1/y (wu ist die Masse des 7-Mesons). 
Diese LAGRANGE-Funktion ist dadurch gekennzeichnet, daB man sie bei 
Prozessen, die mit geringer Energie ablaufen (EZ, < 1/1), auch dann in eine 
Reihe nach Potenzen von / entwickeln kann, wenn der Ausdruck in erster 
Naherung (bis auf das konstante Glied) in den gewohnlichen LAGRANGE- 
Operator der linearen Theorie tibergeht. Die nichtlinearen Glieder machen 
sich erst bei Energien gréBer als 1/] geltend, d. h. bei HL, > 1/l oder 
E, > wu. Tatsachlich ergibt sich schon aus energetischen Uberlegungen, dak 
eine Vielfacherzeugung nur in dem genannten Energiegebiet erfolgen kann. 
Zur Bestimmung der Anzahl erzeugter Teilchen berechnet HEISENBERG ihr 
Energiespektrum!). Hierbei sieht er das Feld ¢ als klassisch an, vernach- 
lassigt also die Vertauschungsrelationen der Funktion m mit der konjugierten 
GréBe. Mit anderen Worten: er betrachtet die beiden stoBenden Nukleonen 
als K6rper, deren Abmessungen senkrecht zur Bewegungsrichtung gleich / 
sind. In der Bewegungsrichtung sind diese Korper entsprechend der LORENTZ- 
Kontraktion verktrzt, und ihre Abmessungen im S-System betragen 
2 1/Ey. Im Fall einer sehr hohen Energie (Hp > 1) ist die LORENTZ-Kontraktion 
sehr betrachtlich, und man kann die eine Abmessung des Systems gegentiber 
den anderen vernachlassigen, also das ganze System als sehr diinnes Blatt 
auffassen. Aus Symmetriegriinden ergibt sich dann, daB zu Beginn des StoB- 
prozesses die Geschwindigkeiten der Teilchen, ihre Gradienten usw. nur eine 
Richtung haben, namlich die Richtung der 2-Achse, die in die Bewegungs- 
richtung der Primarnukleonen gelegt sei. Die Behandlung des ersten Stadiums 
des Prozesses kann also eindimensional erfolgen: 

Die Gleichung fiir die Funktion 9, die sich aus der LAGRANGE- Funktion (1) 
ergibt, hat in diesem Fall die Form 


Pp + 


d 
ee (i 2m — 8/45 2 
ae ee ate te BCA la evar 7 


(2) 
wobei s = Vx? — 7? ist. 

Durch Lésung dieser Gleichung erhaélt HEISENBERG das Energiespektrum 
der Teilchen; es zeigt sich hierbei, daB die mittlere Energie der Teilchen von 
der GréBenordnung M ist. Die Anzahl n der Teilchen ergibt sich also durch 
Division der Gesamtenergie EZ, im S-System durch win ~ Ey|u2). Wir 
miissen darauf hinweisen, daB die grundlegenden Ergebnisse von HEISEN- 
BERG auf dem Vorhandensein des nichtlinearen Gliedes beruhen, das heiBt 


1) Einigerma®en konsequent wird die ganze Betrachtung nur in HEISENBERGs letzter 
Arbeit (11) durchgefiihrt. 


2) Auf Grund der Erhaltungssitze von Energie. und Impuls ist diese Teilchenzahl die 
maximal mégliche. Werden nimlich alle ~-Mesonen als ruhende Teilchen erzeugt, was 


wegen des Impulssatzes nur im Schwerpunktsystem moglich ist, so ist n = Ey pu. 
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auf der starken Wechselwirkung zwischen allen Teilchen. AuBerdem hangt 
das Ergebnis n ~ H,/u nicht einmal von der Form des nichtlinearen Gliedes 
ab, sondern lediglich von der Voraussetzung der starken Wechselwirkung. 
Auf die Winkelverteilung der erzeugten Teilchen geht HEISENBERG nicht 
naher ein, nimmt aber an, daB sie infolge der starken Wechselwirkung der 
Mesonen untereinander im S-System isotrop ist. 


In einer Reihe von Arbeiten, besonders in seinen neuesten (11, 12), entwickelt 
HEISENBERG eine neue, etwas andere Deutung seiner Theorie. In den ersten 
Arbeiten hatte die Theorie reinen Feldcharakter. In den letzten Artikeln je- 
doch neigt HEISENBERG eher dazu, das Gesamtsystem der Nukleonen und 
Mesonen als eine Art Flissigkeit aufzufassen, deren Verhalten durch hydro- 
dynamische Gleichungen beschrieben wird. Zu diesem Zweck zieht er zur 
Ermittlung des Spektrums der erzeugten Teilchen sogar die Ergebnisse einer 
Arbeit tiber die statistische Theorie der Turbulenz (13) heran. Die Benutzung 
dieser Daten scheint uns durchaus nicht gerechtfertigt, da (13) in nicht- 
relativistischer Naherung durchgefiihrt wurde, wahrend der betrachtete 
ProzeB der Vielfacherzeugung wesentlich relativistisch ist. AuBerdem kann 
die HEISENBERGsche Theorie der gewohnlichen klassischen relativistischen 
Hydrodynamik tiberhaupt nicht entsprechen. Im relativistischen Gebiet ist 
nimlich die REYNOLDSsche Zahl sehr groB, und folglich sind die Wechsel- 
wirkungskrafte zwischen den Flissigkeitsteilchen kleiner als die Tragheits- 
krafte. Man kann also in der relativistischen hydrodynamischen Gleichung 
in der Regel das Glied, das die Viskositat beschreibt, vernachlassigen. In 
diesem Fall kann jedoch der ganze Vorgang nicht mit einer Energiedissi- 
pation verbunden sein, und die Gesamtentropie des Systems mu konstant 
bleiben. In den durch Gleichung (2) beschriebenen Prozessen ist dagegen die 
Energiedissipation sehr erheblich, und die Entropie des Systems wachst 
standig. 

Auch wenn es gelainge, der HEISENBERGschen Theorie eine hydrodynamische 
Form zu geben, kénnte es sich also nicht um die Hydrodynamik einer ge- 
wohnlichen Flissigkeit handeln, sondern einer sehr pathologischen Flissig- 
keit, in der die Wechselwirkungskrafte zwischen den Teilchen so groB sind, 
da sie sogar in relativistischem Gebiet grofer als die Tragheitskrafte bleiben. 
Die in den Arbeiten von HEISENBERG benutzte hydrodynamische Termino- 
logie hat also nur sehr bedingte Berechtigung, und zwar nur insofern, als man 
formal jedes Feld, das durch nichtlineare Gleichungen beschrieben wird, als 
eine Art Kontinuum auffassen kann. 


Die Theorie von HEISENBERG ist also eine innerlich widerspruchsfreie und 
konsequente Feldtheorie der Vielfacherzeugung. Formal kann man sie viel- 
leicht auch als hydrodynamische Theorie auffassen, jedoch ist ein konse- 
quenter Aufbau einer solchen relativistischen Hydrodynamik mit anomal 
hoher Viskositat auf Grund einer nichtlinearen Wellengleichung bisher noch 
nicht durchgefiihrt worden. 

Das oben Gesagte bezieht sich auf den Teil der Arbeiten von HEISENBERG, 
in denen ein zentraler StoB zweier Nukleonen behandelt wird. In der letzten 
Arbeit, die erst geschrieben wurde, als schon klar war, daB die wichtigsten 
SchluBfolgerungen aus der Theorie nicht mit den experimentellen Daten 
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iibereinstimmon, ging jedoch HEISENBERG zur Behandlung peripherer St6Be 
zwischen Nukleonen iiber, mit dem Ziel, die Diskrepanzen zu vermindern. 
In diesem Teil der Arbeit unterlief dem Autor eine Reihe von Ungenauig- 
keiten, so daB das Ergebnis als Ganzes falsch herauskommt. Wir wollen 
hierauf etwas niher eingehen. 

HEISENBERG betrachtet einen StoB tiberschneller Nukleonen im S-System 
(Abb. 1). In diesem System sind ihre Meson-Felder in der Bewegungsrichtung 
stark kontrahiert, und in der dazu senkrechten 
Richtung y nehmen sie nach dem Gesetz e—¥/* ab, 
wobei R = 1/u ist. HEISENBERG nimmt an, da 
zwei Nukleonen, die einander beim Vorbeiflug auf 
einem Minimalabstand b (StoBparameter) nahe- 
kommen, einander einen Impuls tibergeben, der 
etwa 

Pp = poe V®, 


R 
{ | wobei po der Gesamtimpuls des Teilchens ist. 
Dies ergibt sich, wenn man annimmt, daB die 
Intensitaét der Wechselwirkung proportional der 
gegenseitigen Uberlappung der Mesonenwolken ist. 
HEISENBERG beschrankt sich nicht auf den Fall 
Abb-2. Bohema eines nichizen- kleiner StoBparameter b, sondern wendet die gleiche 
ralen StoBes zweier A re 
Nukleonen. Formel auch fiir 6S R an. Infolgedessen erhalt 
er eine gesamte bei dem Sto8 erzeugte Teilchen- 
zahl, die e~/® mal kleiner ist als beim zentralen StoB: 


E 
iw, asia ene (3) 
lu 
Als maximal moglichen StoS8parameter b sieht der Autor einen Wert an, bei 
dem gerade noch zwei Mesonen erzeugt werden kénnen. Der auf diese Weise 
definierte maximale StoBparameter 6b,,,x hingt von der Energie ab: 


E 
Omax ~ & >In ere 
lt 


und dementsprechend wachst der Wechselwirkungsquerschnitt zweier 
Nukleonen ebenfalls nach dem Gesetz 


Ey \’ 
o ~ (bmax)®? ~7R? {In — (4) 
lt 


mit der Energie an. Diese SchluBfolgerung ist aber falsch, denn bei b S R 
kann man das Nukleonenfeld nicht mehr als klassisch ansehen). Die 
klassische Naherung ist nimlich nur dann giilltig, wenn die Impulsiiber- 
tragung p gro gegen Ap ist, wobei A p die Unbestimmtheit des Impulses ist. 
Nach der Unschiarferelation ist 4p ~ 1/Al, wobei Al = 1/7 die ,,Dicke“ 


1) Naheres hierzu siehe (14), 
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| des Nukleonenfeldes ist. Die Anwendbarkeitsbedingung fir die klassische 
’ Naherung wird also gegeben durch die Ungleichung 
{| b b 


poe “Spm oder e¢ * Su. 


Bei.b > R ist diese Bedingung verletzt, und der ProzeB ist wesentlich 
» quantenhaft. 

] Es gibt noch einen anderen Standpunkt zu diesem Problem. Bei der Be- 
| handlung eines StoBes zweier sehr energiereicher Nukleonen mit dem StoB- 
parameter 6 kann man das Mesonfeld eines der Nukleonen im Punkt 6 in 
ebene Mesonenwellen entwickeln und die Anzahl der Mesonen bestimmen, 
welche die Nukleonen austauschen [im Sinne der Methode von WEIZSACKER- 
WILLIAMS (18, 16)]. Beib < R (zentrale oder nahezu zentrale StdBe) ist diese 
Zahl groB, und der Vorgang kann als klassisch angesehen werden. Bei b > R 
ist diese Zahl kleiner als 1, und es kann sich hier folglich nur um die Be- 
rechnung der Wahrscheinlichkeit fiir den Austausch eines Mesons handeln. 
Die klassische Betrachtung in diesem Gebiet (wie sie von HEISENBERG aus- 
gefiihrt wird), wiirde der Annahme entsprechen, daB Bruchteile eines Mesons 
ausgetauscht werden konnen, was natiirlich nicht méglich ist. Eine konse- 
quente quantentheoretische Behandlung der peripheren St6Be fiihrt nicht 
zu dem SchluB, daB der Querschnitt mit der Energie anwachst, sondern 
dieser bleibt in der GréBenordnung des geometrischen Querschnittes. Die 
Anzahlen der erzeugten Teilchen bei zentralem bzw. peripherem Sto8 zweier 
Nukleonen weichen ebenfalls nicht stark voneinander ab, und Unterschiede 
ergeben sich nur in den Winkelverteilungen der Teilchen [siehe (6)]. 

In letzter Zeit wurde von IWANENKO und LEBEDEW (17) eine Feldtheorie 
entwickelt, die auf der Annahme einer nichtlinearen Wechselwirkung 
zwischen Nukleonen und Mesonfeld beruht. In diesen Arbeiten wird an- 
genommen, da die Bindungsenergie zwischen Nukleonen und Mesonfeld 
folgende Form hat: 


U=9,0 + 9.0? + --- + 9,0". (5) 


Dabei ist ® die Wellenfunktion der Mesonen, und g; sind die Kopplungs- 
konstanten. Die Anzahl dieser Konstanten und ihre Werte kann die Theorie 
jedoch nicht liefern. Man kann auch keinen Uberblick dariiber gewinnen 
— wenigstens zur Zeit nicht —, ob die experimentellen Daten eine eindeutige 
Bestimmung des Wertes und der Anzahl dieser Konstanten erméglichen. Wir 
werden deshalb auf diese Theorie nicht naher eingehen. 

Ein anderer Zugang zum Problem der Vielfacherzeugung wurde von LEwISs, 
OPPENHEIMER und WOUTHOUSEN (/8) entwickelt. Diese Autoren gingen 
von der iblichen Theorie der Wechselwirkung zwischen Mesonfeld und 
Nukleonen aus und analysierten im wesentlichen das symmetrische pseudo- 
skalare Mesonfeld mit vektorieller Kopplung. Diese Wahl begriinden die 
Autoren damit, da8 in der klassischen Naiherung diese Variante ein besonders 
schnelles Anwachsen des Mesonfeldes in der Umgebung des Nukleons (nach 
einem 7~3-Gesetz) garantiert. Diese Abhangigkeit der Feldstarke vom Ab- 
stand gibt in gewissem Grade die Abhangigkeit der Wechselwirkungskrafte 
zweier Nukleonen von der Energie richtig wieder. Bei zunehmender Energie 
39 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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und zunehmenden Impulsen der stoBenden Nukleonen beginnen namlich 
immer kleinere Abstande eine Rolle zu spielen. Bei einem Stof zweier energie- 
reicher Nukleonen fiihrt also diese Form des Mesonfeldes zu einer Vielfach- 
erzeugung von Mesonen. 

Zur Berechnung des Wechselwirkungsprozesses benutzten die Autoren die 
Methode von BLOCH-NORDSIECK (J9), d. h. betrachteten die Vektoren 
des Spins (o) und des Isotopenspins (t) im Ausdruck fir den HAMILTON- 
Operator des Systems als klassische Einheitsvektoren, wobei sie ihre Ver- 
tauschungseigenschaften vernachlassigten. Auf Grund des letzteren Um- 
standes kann man eine kanonische Transformation des urspringlichen 
HAMILTON-Operators durchfiihren und die Wellenfunktion des Systems, die 
Abhangigkeit des Wirkungsquerschnittes des Prozesses vom Wechsel- 
wirkungspotential V (r) zwischen den Nukleonen, die Anzahl der erzeugten 
Teilchen usw. bestimmen. 


Beziiglich des Wechselwirkungspotentials machten die Autoren folgende 


Annahmen: 


1. Es soll in der Umgebung des Nullpunktes hinreichend glatt sein (lang- 
samer abnehmen als //r’), und folglich miissen seine FOURIER-Komponenten, 
die sehr hohen Impulsen (> “) entsprechen, gegen Null gehen. 

2. Das Matrixelement des Potentials soll nur von den Nukleonen, nicht aber 
vom Zustand des Mesonfeldes, d. h. von der Anzahl m» der erzeugten 
Mesonen abhangen. 


Diese zweite Voraussetzung l4Bt sich mit der ersten allerdings kaum in Ein- 
klang bringen. Man wei namlich, da8 die pseudoskalare Variante gerade zu 
einem sehr singularen Wechselwirkungspotential vom Typ 1/r? fiihrt. AuBer- 
dem machen die Autoren in der Rechnung eine Reihe von Vereinfachungen: 
sie vernachlassigen den Riicksto8 der Nukleonen bei ihrer Wechselwirkung 
mit dem Mesonfeld, was bei der Erzeugung von Mesonen so hoher Energie 
nicht als gerechtfertigt angesehen werden kann; sie benutzen zur Ab- 
schatzung des Wirkungsquerschnittes die Stérungsrechnung, obwohl sie 
selbst deren Unbrauchbarkeit zugeben usw. Diese Arbeit ist also sogar im 
Rahmen der gemachten Voraussetzungen inkonsequent. Die Autoren er- 
halten schlieBlich folgenden Ausdruck fiir den Erzeugungsquerschnitt von 


n Teilchen: a4 
aus gy” Bans 91 x Jo , 
700) = (F) ais (ere) id 


Dabei ist #,,,, der Maximalwert der tibertragenen Energie im S-System; 
g und f sind Gr6éBen von der GréBenordnung 1, die von der Art des Feldes 
und der Kopplung abhiangen (fiir ein neutrales pseudoskalares Feld ist bei- 
spielsweise / = 1/2); die Indizes 1 und 2 beziehen sich auf das erste und das 
zweite Nukleon. Der maximal iibertragene Energiebetrag L,,,x hangt von der 
Art des StoBes ab. Bei einem zentralen StoB iibergeben die Nukleonen im 
S-System einander fast ihre gesamte kinetische Energie (das heiBt fast ihre 
Geamtenergie mit Ausnahme der Ruhenergie). Es ist also Eg teyieeh 
wobei y die Energie der Nukleonen im S-System ist. Bei hohen 
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'Energien ist y S>1, und man kann mit hinreichender Genauigkeit setzen 
Enax = Y- 

) Verwirklicht wird in der Regel der ProzeB, dessen Wahrscheinlichkeit (oder 
) der dazu proportionale Wirkungsquerschnitt) dem Maximalwert am nachsten 
liegt. Die Teilchenzahl 7, bei der o (n) ein Maximum annimmt, betragt 


| SEY Vers. 

' mele |e) 
4 

| Die Anzahl der erzeugten Teilchen hingt also im S- System wie E* /s von 
der Energie ab; beim Ubergang zum L-System erhalten wir 


n~ Eis. (8) 


{ Dieses Ergebnis ist charakteristisch fiir die geschilderte Theorie. © 
{ Bei der Untersuchung der Winkelverteilung der erzeugten Teilchen kamen 
| die Autoren zu dem SchluB, daB sie im S-System isotrop sein mu8. Eine 
| Weiterentwicklung dieser Gedankenginge findet man in den Arbeiten (20 bis 
23). 
j In den Arbeiten (20, 21) wurde eine relativistische Verallgemeinerung der 
| Methode von BLOCH-NORDSIECK durchgefiihrt, auch wurden die Rechnun- 
}) gen weiter verfeinert. Die wesentlichsten Charakterztige der Theorie wurden 
| aber davon nicht beriihrt. Die Abhangigkeit der Anzahl erzeugter Teilchen 
) von der Energie hat weiterhin die Form (8), die Winkelverteilung der Teilchen 
) im S-System bleibt isotrop. In allerjiingster Zeit, nachdem man festgestellt 
) hatte, daB& beide SchluBfolgerungen nur schwer mit den experimentellen 
Daten in Einklang zu bringen sind, versuchte man, einen Faktor aufzufinden, 
der die Vielfachheit herabsetzt (22). Der Autor nahm an, da8 nicht die ge- 
} samte kinetische Energie der stoBenden Nukleonen in das Mesonfeld tiber- 
) geht [wie in (77)], sondern nur ein geringer Teil dieser Energie (etwa 1/10). In 
} (22) werden jedoch keinerlei Argumente fiir eine solche Annahme vor- 
gebracht. 
' In einer kirzlich erschienenen Arbeit von LEWIs (23) wird derselbe Ge- 
| dankengang verfolgt; es wird hier aber ein konkreter Mechanismus an- 
) gegeben, der zur Folge hat, daB die Nukleonen nicht ihre gesamte Energie, 
) sondern nur einen Teil davon in die Teilchenerzeugung umsetzen kénnen. 
' Dieser Mechanismus tritt nur bei peripheren St6éBen zweier Nukleonen in 
/ Kraft und entspricht dem friiher in (6) betrachteten. Er besteht darin, daB 
| zwei Nukleonen, die in einem Abstand F aneinander vorbeifliegen, Mesonen 
austauschen. Infolgedessen ergibt sich im S-System keine isotrope Verteilung, 
wie vorher, sondern diese hat eine charakteristische Doppelkegelform. In 
| jeder anderen Hinsicht aber unterscheidet sich dieser Proze8 nur unwesent- 
| lich vom zentralen Sto8. Wahrend beim zentralen StoB die Nukleonen ein- 
ander den Impuls py tibergeben, kann beim Austausch von Mesonen der 
} tibertragene Impuls nicht kleiner als 2p sein. Eine Berticksichtigung dieser 
| Korrekturen beeinfluBt also die tbrigen SchluBfolgerungen aus (18) nicht. 
In (22—23) wird die Arbeit (78) etwas anders interpretiert, und zwar in 
_ einem Sinne, der den Gedankengaingen von FERMI (4) nahekommt. Es wird 
zweckmiaBig sein, im folgenden hierauf naher einzugehen. 
39° 
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FERMI ging ganz anders an die Lésung des Problems der Vielfacherzeugung 
heran (4). Er ging von einem Gedanken aus, den er schon erfolgreich auf die 
Theorie des £-Zerfalles angewandt hatte. Das Wesentliche besteht hierbei in 
folgendem: 


Bekanntlich ist die Wahrscheinlichkeit W fir den Ubergang eines Systems 
von einem Zustand A in einen anderen B gegeben durch 


W = 2x | Has |? @ (Ho) (9) 


Dabei ist H ,, das Matrixelement des Uberganges, und @ (Z,) ist die Zustands- 
dichte des Endzustandes. 

Bei Vielfacherzeugungsprozessen stellt der Faktor 0, (Zp) die relative Wahr- 
scheinlichkeit dafiir dar, daB sich in einem bestimmten Volumen Q gerade n 
Teilchen befinden, von denen jedes einen bestimmten Impuls p; hat (i = 1, 
2,..., n), so daB die Gesamtenergie des Systems gleich Ep ist. 

Bei n > 1 ist die GroBe 0, (Zo) eine sehr scharfe Funktion von », d. h. sie 
besitzt ein sehr scharfes und schmales Maximum. Das Maximum der Wahr- 
scheinlichkeit (20) muB also wesentlich vom Verhalten der Funktion @, (Ep) 
abhingen. Das Matrixelement |H ,,|" kann nur dann wesentlichen EinfluB auf 
die Wahrscheinlichkeit W gewinnen, wenn es mindestens ebenso stark von n 
abhiingt wie ¢,, (Zo), was kaum zu erwarten ist. Der Grundgedanke FERMIs 
besteht nun in der Annahme, daB das Matrixelement eine hinreichend glatte 
Funktion darstellt. In diesem Fall hat es auf das Ergebnis des Prozesses 
nur wenig EinfluB, und dieses wird in der Hauptsache durch das statistische 
Gewicht 0,, (Zo) bestimmt. 

Die Frage nach dem Volumen {2 wird in der Theorie von FERMI nur un- 
geniigend geklart. FERMI setzt es im S-System gleich 


CeO MANO ae (10) 
y Ko {& 


: ney 4a 
Hierbei ist Q) = = &? das Volumen eines Nukleons in seinem Ruhsystem. 


Diese Wahl des Volumens in (4) ist nur unzureichend begriindet, und gerade 
dieser Punkt wurde mehrfach angezweifelt. 

Es liegt hier in der Tat ein Element der Willkiir vor, das jedoch mit allen 
ubrigen Voraussetzungen FERMIs zusammenhingt. Trotzdem ist die Voraus- 
setzung, da8B die Formel (10) anwendbar ist, offenbar gerechtfertigt; starke 
Argumente hierfiir werden weiter unten angegeben. 

Es werden also vorwiegend diejenigen Zustinde verwirklicht, deren Wahr- 
scheinlichkeit W [d. h. deren GréBe @ (H,)] maximal ist. Das Problem 


besteht also nur in der Bestimmung des Maximums von 0 (Ho); da diese 
Funktion ein sehr scharfes Maximum hat, werden dann nur die Zustiande ver- 
wirklicht sein, die dem gré8ten Wert dieser Funktion entsprechen. | 
Die Bestimmung des Maximums der Gewichtsfunktion bei vorgegebener 
Energie ist aber genau identisch mit einem Problem, das man in der klassi-. 
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I schen statistischen Physik zur Bestimmung des Gleichgewichtszustandes mit 
¢der maximalen Entropie bereits gelést hat?). 

) Wir kommen also zu einem Problem der klassischen Thermodynamik, nim- 
pice der Bestimmung des Gleichgewichtszustandes eines Systems mit vielen 
\ Freiheitsgraden, das in einem Volumen Q eingeschlossen ist und die Energie 
) EZ, besitzt. ; 

Weiter nimmt FERMI an, daB die Wechselwirkungsenergie zwischen den 
? Teilchen vernachlassigt werden kann. Das bedeutet, daB die kinetische 
(| Energie der Teilchen bedeutend gréBer ist als ihre Wechselwirkungsenergie, 
id. h. diese Annahme entspricht der friher gemachten Voraussetzung, 
daB der ProzeS vom Matrixelement unabhangig sei. Ware nimlich die 
\ Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilchen groB, d. h. von der 
4 Gro8enordnung der kinetischen Energie, so miiBte dies im Matrixelement 
| zum Ausdruck kommen, und es ware nicht méglich, dessen Einflu8 zu ver- 
} nachlassigen. Auf Grund der obigen Voraussetzung kann man die Formeln 
der Thermodynamik eines relativistischen idealen Gases benutzen und die 
} bei der gegebenen Energie Hy erzeugte Teilchenzahl n bestimmen. Die 
_Energiedichte ist namlich nach dem STEFAN-BOLTZMANNschen Gesetz pro- 
\ portional (k7’)*. Folglich ist die Energie 


= 2 

Ey ~ (kT)* Q = = Qo (kT). 

i} 0 
Die Teilchendichte betragt dann 


st An ~(kT)8 ~ BE’! 

und die Gesamtzahl der Teilchen 

n~AnQ ~ E'l:, 

Damit wird n= k E's, (11) 


| Der Proportionalitatskoeffizient k hangt im allgemeinen von der Art der neu 
,entstandenen Teilchen ab (az-Mesonen, Nukleonen-Antinukleonen-Paare 
-usw.), und ist groBenordnungsmaBig gleich Kins. 

Wir wenden uns nun der Frage nach der Winkel- und Energieverteilung der 
erzeugten Teilchen zu. Sie wird in einer anderen Arbeit von FERMI (24) be- 
handelt, die viel weniger begritindet ist als die erste. Da diese Arbeit eine 
Reihe von Inkonsequenzen enthalt, wurde sie mehrfach kritisiert (6, 7); bei 
dieser Kritik stellte sich heraus, daB sie auch tatsachlich nicht richtig ist. 
Trotzdem wurden die Ergebnisse der genannten Arbeit haufig benutzt, und 
-es scheint uns deshalb angebracht, die wesentlichsten SchluBfolgerungen 
kurz zusammenzufassen. FERMI geht hier nicht tiber die Thermodynamik 
hinaus. Er betrachtet nichtzentrale StoBe zweier Nukleonen und versucht 
die Winkelverteilung der Teilchen zu bestimmen, wobei er hier den Dreh- 
impulssatz benutzt. 


1) Streng genommen geht hier noch die Annahme ein, das das Gleichgewicht sich hin- 
reichend schnell einstellt. Hierzu ist nur erforderlich, daB alle Teilchen miteinander 
mehrere St6Be erfahren, d. h., daB die freie Weglange hinreichend klein ist. 


. 
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Nimmt man an, daB nur z-Mesonen entstehen, so kann man die Winkel- unc 
Impulsverteilung der Teilchen unter Beriicksichtigung des Energie- und des 
Drehimpulssatzes in folgender Integralform schreiben: 
+1 
A Se HOS Se) 
n= eee dp dy | - 


0 


dé. (12) 
es] 


Dabei ist A = 1/223, g = 3 (statistisches Gewicht), 7 = cos 9, § = v7; 
(1 —oné&); v und @ sind GréBen, die sich aus den Erhaltungssatzen be- 
stimmen lassen. Ihre physikalische Bedeutung ist folgende: @ stellt den StoB: 
parameter dar und kann zwischen 0 (zentraler StoB) und 1 (peripherer StoB} 
variieren; »y = 1/k7' ist umgekehrt proportional der Temperatur. 

Durch Integration tiber p erhalt man die Winkelverteilung der Teilchen: 


pieces Ta (13) 
2a Bod 
core EL 
Dabei ist may > Nas 2,413 
r=1 


2 1 2 b= ey 
Gq Mer) an 

Wir beschaftigen uns nun mit den Schwachen der Arbeit (24). 

Zunachst nimmt FERMI an, bei einem verhaltnismaBig peripheren StoB mit 
einem StoBparameter von der GréB8enordnung des Nukleonenradius (ebense 
wie im Fall eines zentralen StoBes) entstehe ein angeregter ,,COMPOUND*- 
Zustand. Hierfiir ist jedoch notwendig, daf sich die Stérung wahrend der 
StoBzeit, die im S-System 2/u# betragt, in einer zur Bewegung senkrechten 
Richtung auf einen Abstand von der GroBenordnung R ausbreitet, was man 
sich, ohne auf die Relativitatstheorie zu verzichten, nur schwer vorstellen 
kann (hierzu waren nimlich Geschwindigkeiten erforderlich, die gréfer sind 
als die Lichtgeschwindigkeit). 

Zweitens wird die Wechselwirkung der Teilchen, sobald sie aus dem urspriing- 
lichen, lorentzkontrahierten Volumen ausgetreten sind, véllig vernachlassigt. 
Der gréBte Mangel der Theorie besteht jedoch in den unrichtigen Verfahren 
zur Lésung des Problems. Bei der Gewinnung von ,,gemittelten‘‘ Daten, wie 
der Gesamtentropie des Systems, der Teilchenzahl usw., lassen sich thermo- 
dynamische Formeln verwenden (die hydrodynamische Betrachtungsweise 
bringt in dieser Hinsicht nichts Neues; siehe weiter unten). Zur Gewinnung 
von Auskiinften tiber die Winkel- und Energieverteilung der Teilchen muf 
man aber, wie POMERANTSCHUK (4) und LANDAU (7) zeigten, die Wechsel. 
wirkung der Teilchen beim Auseinanderfliegen beriicksichtigen, also hydro. 
dynamische Gleichungen verwenden. Die Anwendbarkeitsgebiete der Thermo. 
dynamik und der Hydrodynamik stimmen aber iiberein. Fiir beide ist not- 
wendig, daf die Teilchenzahl groB ist, wahrend die freie Weglinge im Ver. 
gleich zu den Systemabmessungen klein sein mu8. Hydrodynamik und 
~Thermodynamik sind keine verschiedenen Methoden, sondern bedeuten nui 
zwei Standpunkte gegeniiber der gleichen statistischen Behandlungsweise 


und 


Hen) = ont 
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der Erscheinung. Wenn man zur Beschreibung einer Seite der Erscheinung 
eta der stationiren Zustéinde) die Thermodynamik verwenden kann, so 

kann es sich als notwendig erweisen, zur Beschreibung einer anderen Seite 
(der Entwicklung des Prozesses in Raum und Zeit) hydrodynamische Glei- 
jchungen heranzuziehen. Im Fall hoher Energien hat man in Ubereinstim- 
'mung mit allen Voraussetzungen, die FERMI in seiner ersten Arbeit gemacht 

hat, die Hydrodynamik einer idealen, nichtviskosen relativistischen Flissig- 
-keit zu verwenden. Von LANDAU (7) wurde dies durchgefihrt. 

Die Arbeit von LANDAU bildet also die Fortsetzung und Weiterentwicklung 
)der ersten Arbeit von FERMI (4). Dagegen weicht sie stark von der zweiten 
Arbeit FERMIS (24) ab, die, wie oben erwiahnt, inkonsequent ist. 

Im folgenden, beim Vergleich der Theorien von FERMI und LANDAU, ist 
immer zu beachten, daB von der zweiten Arbeit FERMIs (24) die Rede ist. 

‘Lanpaus Betrachtung beschaftigt sich mit dem 
Stadium des Auseinanderfliegens der neu entstan- 
}denen Teilchen. Als Anfangszustand sieht LANDAU 
den Zustand des Systems an, der in der ersten 

Arbeit von FERMI als Endzustand betrachtet wurde. 
Es wird also angenommen, im S-System sei im 


' Volumen 22 [siehe (10)] die Energie HZ eingeschlossen. 
Uber das Stadium der Ausbildung dieses Zustandes 
ist zu sagen, daf es sich im Sinne der FERMIschen \ 
Gedankengange als hydrodynamisch _ betrachten 


1aBt; wie wir sehen werden, fihrt aber eine solche 45-2. Schema eines zen- 
tralen StoBes zweier 


Behandlungsweise nicht zu neuen Ergebnissen. Aus Nakiconed neck 
der Annahme, daB die Ergebnisse jedes Prozesses LANDAU: .—. — 
durch das statistische Gewicht der verschiedenen onthe Panes 
Nukleonenzustande bestimmt werden, folgt namlich, der Nukleonen. 


daB man das Nukleon als eine Art ,,kontinuierlich er- 
‘filltes“‘ gasformiges oder fliissigesVolumen Q auffassen kann. Beim StoBzweier 
-solcher lorentzkontrahierter K6rper bildet sich im Augenblick des StoBes eine 
StoBwelle aus, die sich mit Lichtgeschwindigkeit in beiden Richtungen inner- 
halb der Nukleonen ausbreitet. Wahrend der Ausbreitung dieser StoBwelle er- 
folgtim System eine Energiedissipation und eine Entropiezunahme. Dieses Sta- 
dium ist abgeschlossen, wenn die Fronten der StoBwellen die Grenzen der Nukle- 
-onen erreichen. Da die Geschwindigkeiten beider Grenzen gleich und ungefahr 
gleich der Lichtgeschwindigkeit sind, treffen sie mit dem Rande des stoBenden 
Nukleons in dem Augenblick zusammen, wo die Welle den halben Durch- 
messer des Nukleons zurtickgelegt hat (Abb. 2). Das Volumen des ganzen 
Systems am Ende dieses Stadiums betragt Q = Q) -2/E,, was mit dem Er- 
gebnis von FERMI tibereinstimmt. Da sich die Wellen von nun an im Vakuum 
und nicht mehr in der Nukleonenmaterie ausbreiten, tragen sie nicht mehr 
den Charakter von StoBwellen. Es tritt keine Energiedissipation mehr ein, 
die Entropie steigt nicht weiter, und es beginnt das von LANDAU betrachtete 
Stadium des Auseinanderfliegens. Die Anzahl der neu entstehenden Teilchen 
ist aber im relativistischen Fall gerade proportional der Gesamtentropie S 
des Systems (7): nates 


574 I. L. RoSENTAL und D. S. TSCHERNAWSKI 


Sie betraigt also ebenso wie in der ersten Arbeit von FERMI | 
Ny = k, EY. (14) 


Dabei ist k, eine Konstante und Ep die Energie im L-System. Zur Ableitung: 
der Winkel- und Energieverteilung sind nun die Gleichungen der relativisti-. 
schen Hydrodynamik fiir eine ideale Flissigkeit zu lésen. Infolge der starker 
relativistischen Kontraktion kann man den Ausgangszustand als eben an-. 
sehen und im ersten Stadium des Auseinanderfliegens sich auf ein eindimen-. 
sionales Gleichungssystem der relativistischen Hydrodynamik beschranken. 


Bei der Liésung dieses Problems fand LANDAU, daB der Hauptteil der Energies 
des Systems in der Wellenfront selbst konzentriert ist. Der Hauptteil dem 
erzeugten Teilchen ist dagegen in einem Gebiet hinter der Wellenfront ein-. 
geschlossen, das nicht ganz so energiereich ist. Bei der Energieverteilung der 
Teilchen kommt dies dadurch zum Ausdruck, daB ein verhaltnismafig kleiner 
Teil der Teilchen einen verhaltnismaBig groBen Anteil der Energie besitzt. 
Die urspriingliche Voraussetzung, daB das System eben und die Bewegung: 
quasi-eindimensional sei, mu8 aber friiher oder spater einmal verletzt werden. 
Letzten Endes sind namlich die longitudinalen Abmessungen des Systems: 
von der gleichen GréBenordnung wie die transversalen. LANDAU zeigte, dab: 
von diesem Augenblick an, d.h. im Stadium der ,,dreidimensionalen Aus-. 
dehnung“‘, die Wechselwirkung der Teile des Systems untereinander so gering: 
ist, daB sie sich nahezu gradlinig bewegen. Die Winkelverteilung der Teilchen’ 
kann also in diesem Stadium noch nicht verzerrt sein und hat dieselbe Form: 
wie zum SchluB des ersten Stadiums. Das Verhaltnis der transversalen Ge-- 
schwindigkeitskomponenten zu den longitudinalen (das heiBt den Kom- 
ponenten in der Bewegungsrichtung) behalt also im zweiten Stadium den- 
selben Wert wie zum Schlu8 des ersten, d. h. es ist klein. Infolge den 
Kleinheit der Transversalkomponenten kann man sich auf die Lésung fin 
den eindimensionalen Fall beschranken und die transversalen Komponenten 
als Korrekturen berticksichtigen. Unter Benutzung dieses Umstandes konnte: 
LANDAU die Winkelverteilung der Teilchen im S-System ableiten. In Para- 
meterdarstellung lautet sie 


Un eh ite ay: (15) 
wobei A = — In tg 8/2 und L = In E)/2 ist. Im Fall hinreichend hoher Ener- 
gien spielen in der Regel nur A-Werte eine Rolle, die klein gegen L sind. Danni 
ay dn ~ B-* 204 


und man kann hier noch annehmen, da A zwischen 0 und oo variiert. Bei 
einer solchen Behandlungsweise besitzt jedes Element der ,,gasformigen 
Kernmaterie“ eine vollkommen bestimmte Energie und eine bestimmte 
Bewegungsrichtung.?) 


1) Hier ist zu erwaihnen, dafs die hydrodynamische Berechnung des Elementaraktes 
auBerst kompliziert ist. LANDAU nahm deshalb eine Reihe von Vereinfachungen vor. 
Beispielsweise benutzte er die Zustandsgleichung einer ultrarelativistischen Flissigkeit 
und nahm gleichzeitig an, dafi die meisten Teilchen eine Energie von der Gré8en- 
ordnung 1 haben. Die Genauigkeit der Rechnungen entspricht jedoch vollauf der 
Genauigkeit der heute vorliegenden experimentellen Daten iiber den Elementarakt. _ 


: gegeben. 
Die Gleichung (15) gibt die Verteilung der Teilchen im S-System. Im Z-System 
| hat man zu den Aberrationsformeln iiberzugehen, weil sich die Teilchen so- 
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Die Winkel- und die Energieverteilung hangen also in der LANDAUschen 


Theorie eng miteinander zusammen, d. h. unter einem bestimmten Winkel 


fliegen Teilchen mit einer ganz bestimmten Energie. Die Abhingigkeit der 
| Energie vom Flugwinkel (oder vom Parameter 4) wird durch den Ausdruck 


eet de 
H~e (16) 


wohl im S-System als auch im L-System mit Geschwindigkeiten bewegen, 
die der Lichtgeschwindigkeit sehr nahe kommen. Dieser Ubergang fithrt auf 
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und auf eine Teilchenenergie 
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| Hierbei ergibt sich C aus der Bedingung 
if Edn = Ey. 
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Der Flugwinkel betragt tics & (19) 


Die Frage nach der Zusammensetzung der erzeugten Teilchen wird in der 


Arbeit von LANDAU ebenfalls anders beantwortet als bei FERMI. FERMI 


hatte angenommen, da8 alle Teilchen auf einmal entstehen und daB das 


Verhaltnis zwischen den Anzahlen der Teilchen verschiedener Art (Mesonen, 
Nukleonen) nicht von der Temperatur abhangt (da ja kT S1 und kT Su 


_ ist), sondern von der Anzahl der moéglichen Spin- und Ladungszustande der 
_ Teilchen jeder Art. Dadurch ergibt sich das Verhaltnis zwischen der Anzahl 
» der Nukleon-Antinukleon-Paare und der Anzahl der Mesonen in der FERMI- 


schen Theorie zu 8/3. LANDAU beriicksichtigt, da8 man im ersten Stadium 
des StoBes noch keine Riickschliisse auf die Zusammensetzung der Teilchen 
ziehen kann (dieser andert sich ja infolge der Wechselwirkung standig), 


- sondern da8 nur die Gesamtentropie des Systems einen Sinn hat. Von der 
' Zusammensetzung der Teilchengesamtheit kann man erst dann reden, wenn 


die Temperatur im System so weit abgesunken ist, daB die Wechselwirkung 
schwach und die Zusammensetzung nahezu konstant geworden ist. Die 
Temperatur, die diesem Zeitpunkt entspricht, setzt LANDAU gleich kT ~ wu. 
Daraus ergibt sich, daB der Hauptanteil neu erzeugter Teilchen auf die 


| 
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a-Mesonen entfallen mu8B, wahrend der Anteil aller tibrigen Teilchen mit ; 
Massen x > & von der GroBenordnung e— */4, also sehr klein ist. 

Diese SchluBfolgerung ist aber nur dann richtig, wenn sich in jedem Augen- | 
blick ein Gleichgewicht im System einstellen kann. Diese Annahme kann bei i 
niedrigen Temperaturen (k7' ~ ) dadurch verletzt sein, daB die Wechsel- - 
wirkung zwischen den z-Mesonen bei kleinen Energien gering ist. Stellt man 
sich auf den Standpunkt, daB die Wechselwirkung zwischen den z-Mesonen | 
auf virtuellen Nukleon-Antinukleon-Paaren beruht, so miBte man erwarten, 
daB diese Wechselwirkung erst bei Energien von der GroéBenordnung 1 wirk- | 
sam wird. Bei Temperaturen k7' von der GréBenordnung 1 kann sich hin- | 
reichend schnell ein Gleichgewicht im System einstellen, bei geringeren Tem- | 
peraturen bleibt das Gleichgewicht, das k7’ ~ 1 entspricht, im , eingefro- : 
renen“ Zustand bestehen. 

In diesem Fall kann man im allgemeinen erwarten, daf unter den neu er- 
zeugten Teilchen auch in merklicher Menge schwerere Teilchen als z-Mesonen | 
sind: es kénnen auch Nukleonenpaare erzeugt werden. 


Die Frage nach der Zusammensetzung des Schauers neu entstandener Teil- 
chen hingt also eng mit der Frage nach der Wechselwirkung der z-Mesonen . 
untereinander bei geringen Energien (zwischen “ und 1) zusammen. Zur Be- 
antwortung dieser Fragen sind noch weitere Untersuchungen notig. 


Dies sind die wesentlichen Ziige und Hauptergebnisse dreier Richtungen der 
Theorie. Trotz der Unterschiede in den Ausgangsannahmen haben alle diese 
Theorien etwas gemeinsam. In (22) wird z. B. der Gedanke entwickelt, daB 
man Ergebnisse, die formal mit den Ergebnissen der Theorie von LEWIS, 
OPPENHEIMER und WOUTHOUSEN ibereinstimmen, auch gewinnen kann, 
wenn man von den Gedankengingen FERMIs ausgeht. Man kann beispiels- 
weise annehmen, das statistische Gleichgewicht stelle sich nicht im Volumen 


Qo -2/Eo ein, sondern in einem Volumen, dessen Querdimensionen von der 
GréBenordnung 1/u sind, wahrend dei Langsdimensionen in der GréBen- 
ordnung der Wellenlange der emittierten Mesonen liegen. In diesem Fall hat 
die Abhingigkeit der Teilchenzahl von der Energie ebenfalls die Form (8). 


Der Theorie von HEISENBERG 1aBt sich, obwohl sie auf ganz anderen Voraus- 
setzungen beruht als die Theorien von FERMI und LANDAU, ebenfalls ein 
hydrodynamisches Modell zuordnen. (Schon weiter oben war hiervon die 
Rede.) Wahrend aber die Annahme einer Unabhingigkeit der Wahrschein- 
lichkeit des Prozesses vom Matrixelement zur Gleichung einer klassischen 
relativistischen idealen Fliissigkeit (ohne Viskosita&t) fiihrt, 14Bt sich die An- 
nahme einer starken Abhangigkeit vom Matrixelement und einer extrem star- 
ken Wechselwirkung der erzeugten Teilchen nur im Rahmen einer Hydro- 
dynamik mit einer extrem hohen Viskositaét und Energiedissipation aufrecht- 
erhalten. 

Auf den ersten Blick ist schwer zu sagen, welche dieser Theorien der Wirklich- 
keit besser entspricht. Wie bereits erwihnt, ist die Theorie von OPPEN- 
HEIMER u. a. inkonsequent und enthalt innere Widerspriiche. Die beiden 
anderen Theorien (FERMI-LANDAU und HEISENBERG) sind innerhalb ihrer 
Voraussetzungen konsistent und widerspruchsfrei, obwohl die Theorie von | 
HEISENBERG nicht soweit ausgearbeitet ist wie die von LANDAU. Welche von. 
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beiden der Wirklichkeit niher kommt, kann nur das Experiment lehren; 
’ wie aus dem folgenden hervorgeht, 14Bt sich diese Frage schon eindeutig be- 
| antworten. 

' Zum SchluB sei noch erwahnt, daB die wichtigsten Theorien der Vielfach- 
| erzeugung phdénomenologischen Charakter haben und nicht unmittelbar mit 
} den grundlegenden Problemen der Theorie der Elementarteilchen (beispiels- 
! weise dem Problem der Eigenmasse) zusammenhangen. Es kénnte also zu- 
1 nachst der falsche Eindruck entstehen, daB solch ein Zusammenhang iiber- 
_ haupt nicht existiere. d. h. daB weder die experimentelle noch die theoreti- 
sche Untersuchung der Vielfacherzeugung uns in der Erforschung der 
' 

| 


Grundeigenschaften der Elementarteilchen weiterbringen kénne. Dies ist 
jedoch nicht der Fall; die Theorie von HEISENBERG liefert ein gutes Gegen- 
beispiel. 
| Wir werden in der Folge namlich zeigen, daB die HEISENBERGsche Theorie 
der Vielfacherzeugung nicht mit dem Experiment iibereinstimmt und daB 
) folglich die LAGRANGE- Funktion (1) mindestens bei sehr hohen Energien den 
| Tatsachen nicht entspricht. 
_ Es hatte also keinen Sinn, diese ungeaindert auf die Probleme der Eigen- 
| energie der Elementartcilchen anzuwenden; zumindest miBte sie dazu mo- 
_ dernisiert werden, beispielsweise miiBte erreicht werden, daB bei hohen Ener-. 
_ gien diese LAGRANGE-Funktion nicht zu einer zu hohen Vielfachheit fihrt. 
| Auf Grund der Ergebnisse tiber die Vielfacherzeugung lassen sich also Ein- 
_ schrankungen oder Forderungen fiir jede Theorie formulieren, die eine Be- 
_ schreibung der Grundeigenschaften der Elementarteilchen zum Ziel hat: 
im Gebiet hoher Energien muB die Theorie die richtige Energieabhangigkeit 
der Vielfachheit, nimlich » ~ H’/s liefern. Da8B durchaus nicht jede Theorie 
_dieser Forderung gentigt, sieht man schon am Beispiel der Theorie von 
_ HEISENBERG. 
_ Andererseits hangt, wie oben erwahnt, die Frage nach der Zusammensetzung 
-der erzeugten Teilchen eng mit dem Problem der Wechselwirkung zwischen 
ihnen und deren Energieabhiangigkeit zusammen, so daB eine Untersuchung 
_ dieser Zusammensetzung beispielsweise Klarheit tiber das Problem der Wech- 
_ selwirkung zwischen Mesonen bringen konnte. 


2. Die Wechselwirkung zwischen energiereichen Nukleonen und 
zusammengesetzten Kernen 


Im vorigen Abschnitt haben wir die theoretischen Vorstellungen tiber den 
Elementarakt, d.h. tiber die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung er6rtert. In 
Wirklichkeit liefert das Experiment gewohnlich das Ergebnis einer Wechsel- 
wirkung schneller Nukleonen mit zusammengesetzten Kernen. 

Die Frage, ob dieser ProzeB im wesentlichen analog der elementaren Wechsel- 
wirkung ist, oder ob die Wechselwirkung innerhalb des Kerns sie stark ver- 
zerrt und wie das Ergebnis des Prozesses von der Ordnungszahl A des Kerns 
abhangt, ist d4uBerst aktuell. Vor verhaéltnismaBig kurzer Zeit erschien eine 
Reihe von Arbeiten (25, 26), die mit Hilfe der WILSON- Kammer durchgefihrt 
wurden und in denen auf Grund von Koinzidenzcharakteristiken (Vielfach- 
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heit und Winkelverteilung) von Elektron-Kern-Schauern in schweren (Pb) | 
und leichten (C, Be) Elementen Argumente zugunsten der ersten Méglichkeit | 
beigebracht werden. In diesen Arbeiten registrierte das System jedoch nur : 
Schauer, die verhaltnism&Big viele Teilchen innerhalb eines kleinen Winkels ; 
enthielten. Daher waren die registrierten Schauer bei jedem beliebigen Stoff ’ 
durch die gleichen Eigenschaften gekennzeichnet, und diese spiegelten im | 
wesentlichen die Eigentiimlichkeiten der Apparatur wieder. Man kann also | 
diese Experimente keinesfalls als Beweis werten. Im Gegenteil gibt es heute : 
Argumente zugunsten der Annahme, da die Prozesse innerhalb des Kerns, 
mit denen der Durchgang eines Nukleons durch einen Kern verkniipft ist, 
ganz andere Folgen zeitigen als die elementaren St68e. Unseres Erachtens | 
ergeben sich die tiberzeugendsten Argumente fiir die Existenz solcher Er- 
scheinungen innerhalb des Kerns (jedenfalls bei Energien von der GréBen- 
ordnung 10, d. h. 10!°eV) aus der Abhiangigkeit der Anzahl in den Schauern 
erzeugter schneller relativistischer Teilchen (n,) und ihrer Winkelverteilung 
von der Anzahl langsamer geladener Teilchen N;)}). 

In (28) wurden die Schauer nach der Anzahl der langsamen Teilchen in zwei 
Klassen eingeteilt. Zur ersten Klasse rechnet man die Schauer mit NV, > 8. 
Da die langsamen Teilchen, die bei den Zertriimmerungsakten entstehen, im all- 
gemeinen Nukleonen sind, kénnen Schauer mit so hohen Werten von NV, nur 
bei StéBen mit den in der Photoemulsion enthaltenen schweren Elementen 
(Ag, Br), auftreten. Schauer der zweiten Klasse mit V, < 8 kénnen entweder 
bei StéB8en mit den leichten Kernen der Emulsion (O, N, C, H) oder bei der 
Zertriimmerung schwerer Kerne auftreten, in denen infolge der Eigenart des 
Prozesses (geringe Energien der Primiarteilchen, periphere StoBe) dem Kern 
nur verhaltnismaBig wenig Energie tibertragen wird. 

Es wurde beobachtet, daB in den ,,Sternen‘‘ mit N;, > 8 die mittlere Anzahl 
relativistischer Teilchen n, = n, = 0,16 + 0,02, dagegen in den ,,Sternen“ 
mit V, <8 n, =”, = 0,23 + 0,03 ist. Ferner zeigte sich, daB die mittleren 
Flugwinkel # fiir die Schauerteilchen bei V, > 6 gréBer sind als die mittleren 
Flugwinkel #’ bei NY, < 6. Diese Tatsachen sprechen fiir eine explizite Ab- 
hangigkeit der Schauercharakteristiken (und damit auch des Wechselwir- 
kungsprozesses) vom Atomgewicht. 

Tatsaichlich kann bei der entgegengesetzten Annahme die Ursache der be- 
obachteten Unterschiede nur in einem Unterschied der Energie der Teilchen, 
welche die Schauer der beiden Klassen erzeugen, gesehen werden. Wie bereits 
erwahnt, sind aber die Schauer der zweiten Klasse (kleine Werte von N,) im 
Mittel durch eine geringere Energie gekennzeichnet als die Schauer der ersten 
Klasse (groBe Werte von N,). Im Gegensatz zu den beobachteten Tatsachen 
muBten dann die Beziehungen », > nf und & <#’ gelten. 

Gegen diese SchluBfolgerung kénnte man einwenden, daB die Sterne mit 
kleinen Werten von 1, durch periphere StéBe eines Nukleons mit einem 
schweren Kern entstehen kénnten. Dies wiirde aber bedeuten, daB der Charak- 
ter des StoBes wesentlich von dem Weg abhingt, den das Nukleon in der 
Kernmaterie durchlauft, d. h., daB die Abmessungen des Kerns von EinfluB 


1) Wir benutzen die von PowELL und Mitarbeiter (27) eingefihrten Bezeichnungen fir 
die Schauercharakteristiken bei der Beobachtung in einer Photoemulsion. 
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Tauf den Charakter der Wechselwirkung des Nukleons mit diesem Kern sind. 
Auch dann wiirden also Erscheinungen innerhalb des Kerns sich im Ergebnis 
‘les StoBes wesentlich geltend machen. Es erweist sich also als notwendig, 
as Modell des Elementaraktes zu erweitern und insbesondere den Durchgang 
schneller Nukleonen durch einen Kern zu behandeln. 

?Wir gehen davon aus, da der Wechselwirkungsquerschnitt zweier Nukleonen 
tbei Energien in der GroBenordnung 1—10 oder dariiber (10°—10!° eV) gleich 
idem geometrischen Querschnitt ist ( =z R?). Es gibt zwar keinen direkten 
jexperimentellen Beweis fiir die Giltigkeit dieser Behauptung; sie wird aber 
idurch den Umstand, da8 der Wechselwirkungsquerschnitt von Nukleonen 
)dieser Energie fiir ein sehr groBes Intervall von Ordnungszahlen (29) (von 
/C bis Pb) nahezu gleich dem geometrischen ist, sehr wahrscheinlich. 

* Da die Nukleonen im Kern einen Abstand von der GroéBenordnung R von- 
i einander haben, ist der Kern in diesem Energiegebiet ,,undurchsichtig“. Mit 
c anderen Worten: man kann kaum annehmen, da das Primarteilchen, das 
«den Kern in einer Sehne durchdringt, die mehrere Nukleonen schneidet, nur 
mit einem davon in Wechselwirkung treten wird. Viel wahrscheinlicher ist, 
: da8 es mit allen diesen Nukleonen oder wenigstens mit einem groSen Teil 
© von ihnen wechselwirkt. Gehen wir von dieser Annahme aus, so kénnen wir 
(uns auf zwei extreme Standpunkte stellen, wenn wir den Durchgang von 
i) Nukleonen durch den Kern betrachten. Nach der ersten dieser Auffassungen 
i wird der Kern als ein Volumen angesehen, das mit einer kontinuierlichen 
strukturlosen Kernmaterie erfillt ist. Diese Auffassung bezeichnen wir als 
Schema A. Nach der zweiten Anschauung ]aBt sich der Durchgang eines 
| Nukleons durch den Kern als Aufeinanderfolge voneinander unabhangiger 
Elementarakte auffassen (Schema B). 

/ Das allgemeinste Kriterium zur Entscheidung zwischen den beiden Auf- 
| fassungen ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen der Zeit T, zwischen 
zwei Wechselwirkungsakten und der Dauer T, eines Aktes'). Das Schema B 
} kann nur dann benutzt werden, wenn T, klein gegen Tz, ist. Im entgegen- 
) gesetzten Fall (t, > T,) ist es nicht modglich, die einzelnen Akte als unab- 
| hangig voneinander zu betrachten. Sind die beiden Zeiten ungefahr gleich, 
so kann man von vornherein gar nichts aussagen, und wenn kein tiberzeu- 
) gendes Bild des Elementaraktes vorliegt, gehért dann das entscheidende 
' Wort dem Experiment. 

/ Man kann das Kriterium fiir die Wahl zwischen den beiden Auffassungen 
/ auch unter einem anderen Gesichtspunkt betrachten. Offenbar kann man 
' die StéBe dann als unabhangig ansehen, wenn sich der Einflu8 der bei dem 
StoB mit dem r-ten Nukleon erzeugten Teilchen auf die in den vorangegan- 
_ genr—1 St6Ben erzeugten Teilchen vernachlassigen 148t. Eine solche Vernach- 
| lassigung ist aber nur dann mdglich, wenn der Abstand zwischen den Teilchen 
: 

| 

| 


bedeutend gréRer ist als der Wirkungsradius der Krafte zwischen ihnen; 
andernfalls ist die Wechselwirkung zwischen den Teilchen so groB, daB eine 
Trennung der einzelnen Akte unméglich wird. 


1) Wir wollen ausdriicklich den Unterschied zwischen der Zeit, innerhalb der der Akt 
ablauft, und der Zeit hervorheben, in der ein Nukleon an einem anderen vorbeifliegt. 
Dieser Unterschied kann speziell auf der Wechselwirkung der Sekundarteilchen beruhen, 
die ein notwendiges Element der ganzen Erscheinung darstellt. 
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In dem sehr wesentlichen Ubergangsfall kann man a priori keine bestimmtem 
Schliisse ziehen. In diesem Fall hangt das Ergebnis eines StoBes zwischen 
Nukleon und Kern vom Charakter des Elementaraktes ab. Wie aus einer 
Arbeit von POMERANTSCHUK und FEINBERG (80) hervorgeht, ist bei einem 
StoB zwischen zwei Nukleonen, bei dem nur ein geringer Anteil (etwa 1/3) 
der Energie FE, tibertragen wird, der effektive Abstand, innerhalb dessen die 
Wechselwirkung erfolgt, groB gegen den geometrischen Durchmesser der 
Nukleonen. Im Fall geringer Energieverluste ist also die Wechselwirkungs- 
dauer sehr groB, und die Beziehung T, > 7, ist erfiillt. Herrschen bei einer 
bestimmten Energie StoBe vor, bei denen die Primarteilchen nur einen gerin- 
gen Teil ihrer Energie verlieren, so mu8 man bei der Behandlung des Durch- 
gangs eines Nukleons durch den Kern das Schema A benutzen. Falls bei 
mittleren Energien (bei denen eine verhaltnismaBig geringe Anzahl von Teil- 
chen erzeugt wird) die elementaren StoBe mit groBen Energieverlusten die: 
Hauptrolle spielen, kann man erwarten, daB eine Anwendung des Schemas B 
eine befriedigende Vorstellung vom Durchgang des Nukleons liefert. 

Die endgiiltige Entscheidung zwischen den beiden Méglichkeiten liegt beim. 
Experiment. Nach GRIGOROW und MuRSIN (381) verlieren Nukleonen mit. 
einer Energie von der GroBenordnung 10° eV bei einem Sto im Mittel etwa 
30°/, ihrer urspriinglichen Energie. 

Diese experimentellen Daten sprechen dafir, daB ein Nukleon im Mittel nur 
einen verhaltnismaBig geringen Teil seiner Energie an den Kern abgibt und 
daB Sto8e mit groBer Dauer tiberwiegen. Zur Gewinnung von Charakteristi- 
ken, die tiber eine groBe Anzahl von StéBen gemittelt sind, ist also das Modell 
der Kernkaskade (Schema B) offenbar ungeeignet. 

Betrachtet man jedoch besonders ausgewahlte Falle einer intensiven Wechsel- 
wirkung innerhalb des Kerns bei der gleichen Energie (10! eV), beispiels- 
weise die in Photoplatten registrierten vielstrahligen Sterne, so kann man in 
diesen Fallen den StoBparameter als klein annehmen, und die StoBzeit eines 
Nukleons mit einem Nukleon nimmt die gleiche GréBenordnung an wie die 
Zeit zwischen zwei St6Ben. Méglicherweise laBt sich zur Beschreibung solcher 
Prozesse das Modell der Kernkaskade benutzen. Zur endgiiltigen Klarung die- 
ser Frage und zur Bestimmung der Anwendbarkeitsgrenzen der beiden Auf- 
fassungen fiir das Energiegebiet um 10!° eV sind zusatzliche experimentelle 
und theoretische Untersuchungen erforderlich. 

In dem Extremfall, in dem die Energie EZ) so klein ist, daB sie vollstandig in 
ein Meson umgesetzt wird?), ist T, << Tr. 

In diesem Fall kann man als Wechselwirkungszeit das Intervall zwischen der 
Emission des Mesons durch ein Nukleon und seiner Absorption durch ein 
anderes annehmen: 


Ty = V(At? + (42). 


Hierbei ist da ~ R, At = R/v; v ist die Geschwindigkeit des Mesons. Wir 
haben also R M 


Ta ~ ———————— 2 
if) Vi — ME? Ky 


*) Natirlich ist in diesem Grenzfall der Kaskadenprozef im Kern, falls er sich iberhaupt 
entwickeln kann, duBerst schwach. 
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! Das Zeitintervall zwischen zwei Wechselwirkungsakten betriagt 


T # : >t 
Caen neneehpe ener: 
“Bs ist also durchaus méglich, daB bei geringen Energien (bei denen nur 
4 wenige Teilchen entstehen), der ProzeB sich in eine Folge von Einzelakten 
‘jauflosen 1aBt. 
' Die Theorie der Mehrfachprozesse wurde von JANOSSY, HEITLER, MESSEL 
jund Mitarbeitern (32—35) entwickelt. In dieser Theorie wird angenommen, 
“da, wenn ein Nukleon mit einem Kernnukleon, das sich auf seinem Wege 
\befindet, zusammenst6Bt, bei jedem derartigen StoB genau ein Meson erzeugt 
i) wird’). Die Grundlage fiir diese Rechnungen ist die Voraussetzung einer sta- 
{itistischen Unabhangigkeit der Mesonen-Emissionsakte bei den einzelnen 
) StoBen. Eine konsequente Durchfiihrung dieses Gedankens selbst in der aller- 
: einfachsten’ Form ist aber sehr schwierig. Schon i in der einfachsten Form der 


iam, wenn die Nukleonenenergie oberhalb einer gewissen kritischen Energie 
‘ liegt. Bei einer komplizierteren Modifikation (die sekundiren 6-Nukleonen 
,] erzeugen ebenfalls neue Mesonen) hingt die Anzahl der beim r-ten StoB er- 
‘zeugten Mesonen wesentlich von r ab. 


) Wechselwirkung zwischen Nukleonen und Mesonen eine grundlegende Rolle. 
‘| Die Mesonen geben bei ihrem Flug durch den Kern einen Teil ihrer Energie 


) Schemas diese Wechselwirkung beriicksichtigt wird?). Hierbei wurde jedoch 
‘in sehr inkonsequenter Weise nur die Wechselwirkung der Teilchen des 
i Schauers mit denjenigen Nukleonen, an denen er vorbeigeht, beriicksichtigt, 
| nicht aber die Wechselwirkung der Schauerteilchen unter sich (insbesondere 
| auch nicht die Riickwirkung der Nukleonen auf den Erzeugungsakt). Diese 
) Vereinfachung ist, wie oben erwahnt, im Fall der Erzeugung einer groBen 


1) Die Annahme, daB bei jedem Nukleon-Nukleon-Sto8 nicht mehr als ein Meson erzeugt 
i wird, stammt aus der Theorie der Strahlungsdampfung [siehe (2)]. 
| | 7) In den ersten Varianten dieser Kechnungen (33) wurde angenommen, da zwischen 
i 


diesen Mesonen und den Nukleonen keine Wechselwirkung besteht. Spater versuchten 
HEITLER und JaNnossy (34) und dann auch MESSEL und Mitarbeiter (35), die Wechsel- 
wirkung der Mesonen zu beriicksichtigen. Da aber fiir mittlere Energie von der Gréfen- 
1 ordnung 10—100 (10!°—104eV) keine irgendwie gesicherte Theorie der Wechsel- 
| wirkung zwischen Mesonen und Nukleonen existiert, muBten die Autoren zusatzliche 
) Annahmen iiber die Art dieser Wechselwirkung einfiihren. Die auf Grund dieses Modells 
| gewonnenen Ergebnisse stimmen noch schlechter mit den experimentellen Daten iiber- 
ein als die SchluBfolgerungen aus dem Modell, in dem die Wechselwirkung der z-Mesonen 
| nicht beriicksichtigt wird. MESSEL sprach daher unter Bezugnahme auf HEITLER die 
/unseres Erachtens voéllig unbegriindete Annahme aus, daB der Wechselwirkungs- 
_querschnitt der a-Mesonen mit wachsender Energie abnimmt. Diese Aussage wider- 
spricht den experimentellen Daten iiber die Wechselwirkung der x-Mesonen bei Energien 
von der GréBenordnung 10° eV. 
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Teilchenzahl in keiner Weise gerechtfertigt. Ist die Anzahl der erzeugte 
Teilchen groB, so ist die Beschreibung des Nukleonen-Durchgangs durch de 
Kern als Folge von Einzelst6Ben innerlich widerspruchsvoll; in diesem Fa 
muB man offenbar das Schema A verwenden, dessen konkrete Form vo 
LANDAU als hydrodynamische Theorie ausgearbeitet wurde. 

Die endgiiltige Entscheidung zwischen den beiden Schemata kann nur am 
Hand experimenteller Daten erfolgen. Heutzutage gibt es noch keine experi- 
mentellen Tatsachen, die bei Energien von der GréBenordnung 10° eV eine 
solche Entscheidung méglich machen (siehe oben); bei héheren Energiem 
aber (1041—10!2eV) gibt es Argumente dafiir, daB die hydrodynamische: 
Theorie, d.h. das Schema A den Tatsachen erwartungsgemaB (siehe oben) 
besser Rechnung tragt. Dieses Energiegebiet spielt aus einer ganzen Reihe 
von Griinden die Hauptrolle. Erstens kann man nur bei Energien < 10” bis 
10! eV noch Kaskadenprozesse innerhalb des Kernes erwarten, zweitens sind 
fiir diese Energien Daten von ausreichender statistischer Genauigkeit ver- 
fiigbar, drittens miissen Nukleonen dieser Energie bei nicht sehr peripheren 
StéBen praktisch eine vollstaéndige Zertriimmerung des Kernes hervorrufen, 
woraus man genauere Schliisse darauf ziehen kann, in welchem Kern der Stof 
erfolgt ist (aus der Gesamtladung der langsamen Teilchen); viertens schlieB- 
lich besitzen die Sekundarteilchen in diesem Fall eine hinreichende Energie. 
um ihrerseits Mesonen erzeugen zu kénnen. Dank dieser Tatsache kann man 
bei der Abschatzung der Gesamtvielfachheit » der Sekundarteilchen nach 
dem Schema B den Einflu& der Energieschwelle der Mesonenerzeugung 
vernachlassigen, wodurch dieser Abschatzung grdBere Allgemeinheit zu- 
kommt. Alle diese Umstande wirken zusammen, um giinstige Bedingungen 
fiir die Entscheidung zwischen den beiden Schemata zu schaffen. Eine be- 
queme Moglichkeit ist hierbei ein Vergleich der Abhangigkeiten der Vielfach- 
heit » vom Atomgewicht A des Kerns, mit dem der StoB erfolgte. Bei StoBen 
hoher Energie mu8 namlich diese Abhangigkeit fiir die erwahnten beiden 
Schemata ganz verschieden herauskommen. Um das einzusehen, schatzen 
wir das Verhaltnis der Teilchenzahlen n, und 7, ab, die in schweren und in 
leichten Elementen entstehen. 

Wie man sich leicht tiberlegt, ergibt sich im Schema B eine untere Grenze 
fiir das gesuchte Verhaltnis, wenn die Sekundarteilchen weder untereinander 
noch mit den Kernnukleonen wechselwirken. In diesem offenbar niemals ganz 
verwirklichten Grenzfall ist die Anzahl erzeugter Teilchen proportional der 
Weglange des Nukleons im Kern, d. h. dem Kernradius. In diesem Fall ist 


] 1 
ake m,/n = (A,/A))"!. 
Bei hohen Energien kann jeder Mechanismus mit einer Wechselwirkung det 
Sekundarteilchen dieses Verhaltnis héchstens steigern. Wenn man annimmt, 


da8 nur die Nukleonen (das Primaérnukleon und die 6-Nukleonen) wechsel. 
wirken, so ergibt sich 


Ns 
ny 


wobei k ~ 1,5 ein geometrischer Faktor ist. 
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* Da fiir die Gruppen der schweren bzw. der leichten Elemente in einer Photo- 
‘~ emulsion A, ~ 90 bzw. A; ~ 13 ist, ergibt sich fiir das Schema B bei einer 
‘) Photoemulsion 


n/n ~ 1,9 


(wenn die Sekundarteilchen nicht wechselwirken) oder 
uh 
n/n ~3 


(wenn nur die Nukleonen wechselwirken). 

i. Durch eine Beriicksichtigung der Mesonen-Wechselwirkung wird das Ver- 
) haltnis noch gréBer. 

 Detailliertere Rechnungen auf Grund des Modells von HEITLER-JANOSSY 
4 (35) liefern unter gewissen Voraussetzungen fiir dieses Verhiltnis (bei Ey ~ 
J 500, n, ~ 10) etwa 2,5. 

| Eine ganz andere Abhangigkeit ist bei der Analyse des Schemas A zu er- 
) warten (genauer bei der Diskussion seiner konkreten Durchfiihrung, nimlich 
|, der hydrodynamischen Theorie von LANDAU). Man kann die entsprechende 
+ Rechnung folgendermagen vereinfachen. Im S-System sind Nukleon und 
) Kern infolge der LORENTZ-Kontraktion stark abgeplattet. Die StoBzeit ist in 
|) diesem System also sehr klein; wahrend dieser Zeit kann die durch die Nu- 
! kleonen hervorgerufene Storung sich nicht sehr weit tiber den Querschnitt 
ausbreiten. Das Nukleon tritt nur mit der Kernmaterie in Wechselwirkung, 
die sich unmittelbar auf seiner Bahn befindet, d. h. es schneidet sozusagen aus 
i) dem Kern eine ,,Réhre“ heraus und tritt mit dieser als Ganzes in Wechsel- 
) wirkung, wobei ein angeregter Compound-Zustand entsteht, der sich beim 
| Auseinanderfliegen wie eine ideale Fliissigkeit verhalt. Bei der Rechnung 
) wird dann angenommen, da8 das Auseinanderfliegen im S-System symme- 
j trisch hinsichtlich einer zur Bewegungsrichtung des Primarnukleons senk- 
) rechten Ebene erfolgt. Diese Annahme, die bei der Behandlung eines Nukleon- 
) Nukleon-StoBes ganz natiirlich war, bedarf im Fall eines StoBes zwischen 
¥ Nukleon und Kern noch einer Begriindung. 

¥ Nach LANDAU ist (siehe § 1) 


| n~S ~ BQ} 
fiind Qn = OY 2M, /By, 
wobei M, und 2 Masse und Volumen der ,,Réhre“ in ihrem Ruhesystem 
1 ee GréBen 2 und M, proportional A’ sind, ist 
n~ EY A. 


Fir die Energie im S-System gilt Hy) = E?/2 M,. Damit wird 


| n ~ Eile Alls, (20) 
| In diesem Fall gilt also 
Ns A,\'! 
— —« => | — ~ 1,5. 20 
= = (3') (20a) 
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Im Schema A hiangt also die beim StoB eines Nukleons mit einem Kern ent- - 
stehende Teilchenzahl wesentlich schwicher vom Atomgewicht ab als im. 
Schema B. Dank dieses Umstandes kann man hoffen, da entsprechende Ex- | 
perimente eine endgiiltige Entscheidung zwischen diesen beiden Schemata | 
erméglichen werden. Zur Zeit gibt es nur eine geringe Anzahl von Hinweisen, 
die sich aus Experimenten ergaben, bei denen eine Abtrennung der in der ' 
Photoemulsion erzeugten Schauer hoher Energie durchgefiihrt wurde (36). 
In diesem Fall liegt die Annahme nahe, daB die Kerne nahezu vollstandig ' 
zertrimmert wurden. Man kann also den betreffenden Kern durch die von . 
nicht relativistischen Teilchen abtransportierte Gesamtladung N, kenn- 
zeichnen. 
Es zeigte sich, daB von 16 Schauern héchster Energie bei6 Schauern V, < 10, 
bei den tibrigen zehn Schauern NV, > 15 war. Da keine Schauer mit Werten 
N, zwischen 10 und 15 auftreten, kann man annehmen, daB die ersten sechs 
Schauer bei StdBen mit leichten, die tibrigen 10 bei Std8en mit schweren 
Kernen entstanden sind. Der Autor fand, daB fiir die erste Gruppe, die offen- 
bar in leichten Kernen entstanden ist, die mittlere Anzahl relativistischer 
Teilchen n = 9,1 betrug, dagegen fiir die Schauer der zweiten Gruppe | 
(schwere Kerne) n“) = 12,6. | 
Hier ist also n/n ~ 1,4, was gut mit der Formel (27) tibereinstimmt, da- 
gegen ganz und gar nicht mit den Voraussagen der Theorie der aufeinander- 
folgenden EinzelstéBe (Schema B), denn diese liefert ftir dieses Verhaltnis 
Werte zwischen 2 und 3. 
Bei ziemlich hohen Energien (10! bis 101% eV) sprechen also sowohl experi- 
mentelle als auch theoretische Daten dafiir, da das Modell der einaktigen 
Wechselwirkung zwischen Nukleon und Kern (genauer zwischen dem Nu- 
kleon und einer ,,Kernrdhre“‘, Schema A) den Tatsachen besser entspricht 
als das Schema der aufeinanderfolgenden EinzelstéBe. 
Bei geringeren Energien konnte die Frage nach der Giiltigkeit der beiden 
Schemata noch nicht endgiltig geklart werden. Méglichwereise sind sie beide 
brauchbar, allerdings zur Beschreibung verschiedener Akte. Im Mittel tiber- 
wiegen jedoch die Akte, fiir deren Beschreibung das Schema B ungeeignet 
ist.) 

3. Zur Existenz von Vielfachprozessen 


Wir beginnen den Vergleich zwischen Theorie und Experiment mit einem 
Nachweis, daB bei hohen Energien tiberhaupt eine Vielfacherzeugung vor- 
liegt. Eine Behandlung dieses Problemes ist deshalb angebracht, weil die 
Konzeption der Vielfacherzeugung selbst noch keine allgemeine Anerkennung 
gefunden hat und weil immer noch Arbeiten erscheinen, die alle beobachteten 
Tatsachen durch Mehrfachprozesse zu erkliren versuchen. 


1) Biswas u. a. (37) kamen bei der Analyse der Winkelverteilung von Teilchen, die in 
Photoplatten registriert wurden, zu dem Schlu8, daB sie mit den Vorstellungen tiber die 
Vielfach-Mehrfach-Prozesse iibereinstimmten. Die in der Deutung dieses komplizierten 


Schemas enthaltene betrichtliche Willkiir setzt jedoch den Wert dieser SchluBfolgerung 
herab. 
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a) Methoden mit Zahlrohren 


Ein unbestreitbarer Beweis fiir einen VielfachprozeB wire eine Erzeugung 


t vieler Teilchen in einem Akt an einem Wasserstoftkern. Mit Hilfe von Zahl- 


rohren ist es jedoch nicht mdglich, mit reinem Wasserstoff zu experimen- 
tieren, weil man immer ein ,,GefaB“ braucht, dessen Masse stets vergleichbar 
mit der Masse des Wasserstoffs ist. Man erhalt daher einen Differenzeffekt, 
d. h. man mit die Anzahl der Teilchen, die im ,,GefaB‘‘ mit dem Wasserstoff 
erzeugt worden sind, und versucht, die Anzahl der Teilchen, die im leeren 
,.GefaB“ erzeugt wurden, abzuziehen. Diese Methode benutzten DOBROTIN, 
WERCHOWSKI, LEWINTOW und CHODAKOW (38) beim Vergleich der Ab- 
sorptionsquerschnitte von Elektron-Kern-Schauern in Paraffin und Graphit. 
In diesem Fall spielte der Graphit die Rolle des ,, GefaBes‘‘. Die Autoren unter- 
suchten die Absorption von Elektron-Kern-Schauvern in Blei und in 
Paraffin- und Kohlenstoff-Blécken (von gleicher Masse). Es zeigte sich, 
daB der Wasserstoff die Teilchen der erzeugenden Komponente ebenso 
absorbiert wie die Nukleonen der Graphitkerne. Da nach Ansicht der Autoren 
die Absorption nicht auf Prozessen beruht, an denen 6-Nukleonen beteiligt 
sind, betrachten sie die gleichen Absorptionsverhaltnisse als Hinweis zu- 
gunsten der Vielfacherzeugung. 

Ein ahnlicher Gedanke in einer anderen Variante wurde von WATAGIN u. a. 
(39) benutzt. In diesem Fall wurde aber nicht die Absorption, sondern die 
Erzeugung der Elektron-Kern-Schauer in Graphit- bzw. Paraffinschichten 
mit gleicher Anzahl von Kohlenstoffkernen untersucht. Dabei wurde die 
Haufigkeit von vier-, fiinf- und sechsfachen Koinzidenzen gemessen. Die 
MeBergebnisse sind in Tabelle I zusammengestellt. 


Tabellel 


Viel- ohne : 
fach- Filter St Par — C 
heit (0) 


4 120,9 + 1° | 152;9 4+ 2-1 162,9 + 2 32 + 2,3 | 42,0 + 2,3/ 10,0 + 2,8 
5 65,8 + 0,9; 74,6+ 1,4) 81,1 + 1,4] 8,84 1,7 15,3 =+-1,7 |, 655 = 2 
6 30,3 + 0,7] 35,3 + 1 80,8 + 1 5,0-+ 1,3 10,5 + 1,3| 5,5 + 1,81) 


Bei der Analyse ihrer Ergebnisse (Spalte ,,Par-C“‘) kommen die Autoren zu 
dem SchluB, daB beim StoB kernaktiver Teilchen mit Wasserstoff Elektron- 
Kern-Schauer entstehen, die vier-, fiinf- und sechsfache Koinzidenzen her- 
vorrufen. 

Durch einen Vergleich der Haufigkeiten der fiinf- und sechsfachen Koinzi- 
denzen (Spalte ,,Par-C‘‘) erhalt man eine Abschatzung fiir die Vielfachheit 
dieser Prozesse; sie liegt nicht unter 10. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit sprechen also ebenfalls und in bestimmter 
Weise fiir die Konzeption der Vielfacherzeugung. Es befinden sich aber in 
der genannten Arbeit noch einige Unklarheiten, durch die auch das grund- 


1) In der zitierten Arbeit werden andere, unrichtige Fehlergrenzen (+ 1,4) angegeben. 
40* 
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legende Ergebnis in Zweifel gestellt wird. Beispielsweise fihrt ein Vergleich 
der Zahlen in den beiden letzten Zeilen der Tabelle zu dem SchluB, daB am 
Wasserstoffkern mehr Teilchen erzeugt werden als am Graphitkern. Dieser 
Umstand wird in der Arbeit nicht weiter erértert. Man kénnte den beobach- 
teten Effekt beispielsweise auch auf einen Einflu8B von Doppelschauern im 
Blei zuriickfiihren, die durch das Primarnukleon und ein mit ihm zusammen- 
gestoBenes Wasserstoffnukleon erzeugt werden. Infolge der hohen Wahr- 
scheinlichkeit fiir die Registrierung solcher Doppelschauer k6nnen sie eine 
Vermehrung der Anzahl der Wechselwirkungen im Paraffin gegentiber der 
Anzahl der Wechselwirkungen im Kohlenstoff vortaéuschen. 

Obwohl also die Experimente, die sich auf einen Vergleich charakteristischer 
Eigenschaften von Elektron-Kern-Schauern in Graphit und Paraffin stiitzen, 
ziemlich bestimmt fiir das Vorhandensein von Vielfachprozessen sprechen, kann 
diese SchluBfolgerung noch nicht als endgiiltig- bewiesen angesehen werden. 


Sehr bekannt ist der von SCHEIN und Mitarbeitern vorgenommene Versuch 
zur Beobachtung einer Vielfacherzeugung von Schauern bei Nukleon- 
Nukleon-StéBen (40). Bei diesen Versuchen wurde ein diinnwandiges Kupfer- 
DewargefaB (gesamte Wandstarke etwa 1,5 mm), das mit fliissigem Wasser- 
stoff gefiillt war, in 27 km Hohe gebracht (entsprechende Tiefe 20 g em”?). 
Der Wasserstoff (1,6 g em™?) befand sich 130 Min. lang in dieser Hohe, dann 
wurden 85°% des Wasserstoffes abgelassen. Mit dem restlichen Wasserstoff 
befand sich das GefaéB noch 110 Min. lang in der Maximalhéhe. 

Mit Hilfe eines kleinen Hodoskops wurden die Elektronkernschauer registriert. 
die zwei oder mehr Teilchen enthielten. Die Ergebnisse sind in Tabelle II 
zusammengestellt. 


Tabelle II 
Anzahl Anzahl der Schauer 
der ansprechenden ee h 
Zihlrohre d. H : a 5 
mene: odoskope Wasserstoff | Wasserstoft 

2 43+5 33 + 4 

3 2443 12+3 

4 154+3 17+3 


Aus den Daten der Tabelle II folgern die Autoren, da8 Vielfachprozesse bei 
den Elementarakten eine groBe Rolle spielen. 

Unter der Annahme, daB die im Wasserstoff erzeugten Schauer (Differenz der 
Werte in der dritten und der zweiten Spalte von Tabelle II) auf Nukleon- 
Nukleon-StéBen beruhen, erhielten die Autoren beim Vergleich der Winkel- 
verteilungen der Schauer, die mit und ohne Wasserstoft erzeugt wurden, 
folgende Ergebnisse: 

1. Bei hohen Energien ist der Wechselwirkungsquerschnitt fiir den Nukleon- 
Nukleon-StoB gleich dem geometrischen. 


2. Protonen mit Energien von etwa 10 eV erzeugen mehr als vier geladene 
Mesonen. 


= 
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Man muB jedoch darauf hinweisen, daB die grundlegende Voraussetzung der 
Autoren — namlich die, daB der Differenzeffekt lediglich auf Nukleon- 
Nukleon-St68e zuriickgefiihrt werden kann — nicht ganz tiberzeugend ist; 
insbesondere kénnte der Differenzeffekt auch auf dem Vorhandensein von 
a-Teilchen in der Primarstrahlung beruhen, die bei St6Ben mit Wasserstoff- 


kernen zertriimmert werden. 


Bekanntlich macht ja in den Hoéhen, in denen diese Messungen angestellt 
wurden, der a-Teilchenstrom (Py,) etwa 0,2 des Gesamtstromes aus, den wir 
in dieser Rechnung gleich eins setzen wollen. 

Nimmt man an, da der Wechselwirkungsquerschnitt der a-Teilchen mit 
dem Wasserstoff gleich dem geometrischen Querschnitt des a-Teilchens ist), 
und berticksichtigt, daB das Massenverhaltnis K zwischen Wasserstoff und 
GefaBwanden 1,2 betragt, so erhailt man das Verhaltnis der Anzahl der StoBe 
von a-Teilchen mit Wasserstoff zur Anzahl der StéBe simtlicher Teilchen mit 
Kupferkernen. Die StoBzahl ist proportional dem Strom, dem geometrischen 
Querschnitt und der Anzahl der Atome in der getroffenen Schicht. 

Das gesuchte Verhialtnis betragt also 


KAA Pe ~ 258: 


Man konnte also den gesamten von SCHEIN u. a. beobachteten Differenzeffekt 
auf die Wechselwirkung mit den a-Teilchen zuriickfiihren. Eine solche Er- 
klarung steht natiirlich damit in Einklang, daB fiir > 4 kein Unterschied 
in der Anzahl der Schauer mit und ohne Wasserstoffiillung beobachtet 
wurde. 

Der Uberschu8 des berechneten Effektes tiber den beobachteten kénnte auf 
eine unterschiedliche Registrierwahrscheinlichkeit fiir die StoBe He —H und 
H—Cu zurickgefithrt werden. Natiirlich wiirden dann die Versuche von 
SCHEIN keinesfalls weder fiir, noch gegen die Existenz von VielfachstéBen 
sprechen. Diese Versuche kénnen weder etwas beweisen noch widerlegen. 


b) Methoden mit Photoplatten 


Da eine Wechselwirkung innerhalb des Kernes existiert (siehe § 2), beweist 
das Vorhandensein von ,,Sternen®‘ mit vielen relativistischen Teilchen an 
sich noch nichts tiber die Existenz von Vielfachprozessen. Man hat deshalb 
ein besonderes Augenmerk auf solche ,,Sterne‘‘ gerichtet, die als Folge eines 
einmaligen NukleonenstoBes (oder wenigstens eines solchen StoBes von ge- 
ringer Mehrfachheit) gedeutet werden kénnten. Vor allem waren einer solchen 
Deutung ,,Sterne“‘ zuginglich, die sehr wenige (oder gar keine) langsamen 
Teilchen (,,schwarze“ und ,,graue‘‘ Spuren) enthalten. In der letzten Zeit 
konnten einige Dutzend ,,Sterne beobachtet werden, in denen das Verhaltnis 
der Anzahl langsamer und schneller Teilchen nicht héher als 1/,, liegt. 
Einige von ihnen spielten bei der Entwcklung unserer Vorstellungen tiber 
die Vielfachprozesse eine groBe Rolle (beispielsweise war der von SCHEIN 
u.a. beobachtete Stern (42) der erste Priifstein fiir die FERMIsche Theorie). 


1) In Wirklichkeit ist er noch etwas gr6Ber [siehe z. B. (41)]. 
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Es konnten jedoch nicht sehr viele solche Sterne beobachtet werden, und alle 
ergaben sich durch mithsame Auslese. AuBerdem steht eine Deutung dieser 
Schauer als Folge von Nukleon-Nukleon-StéBen haufig im Widerspruch zur 
Ladungserhaltung (41). Man versuchte deshalb, sie auf Grund einer Mehr- 
facherzeugung an einen Kern zu erklaren. In dieser Hinsicht ist besonders 
charakteristisch eine kiirzlich erschienene Arbeit von MESSEL u. a. (35), der 
die Arbeiten von HEITLER-JANOSSY fortsetzt. Die Autoren nehmen an, daB 
es bei Verbesserung der Theorie der Mehrfacherzeugung méglich sein wird, 
auf ihrer Grundlage die wichtigsten Eigentiimlichkeiten der in Photoplatten 
beobachteten Schauer zu erklaren. 

Ob solche Versuche erfolgreich sein werden, ist sehr zweifelhaft; sie zeigen 
aber, daB die Ergebnisse von Arbeiten mit Photoplatten keinen unbestreit- 
baren Nachweis des Vielfachcharakters der Erzeugung erbringen konnten, 
obwohl eine Annahme solcher Prozesse zwanglos eine ganze Anzahl von Eigen- 
tiimlichkeiten der in Photoplatten beobachteten Schauer erklart. 


c) Die weiten atmosphdrischen Schauer 


Wie schon SAZEPIN (8) bemerkte, beruht die Ausbildung der weiten atmo- 
spharischen Schauer im wesentlichen auf einer Kernwechselwirkung. Durch 
Vergleich der beobachteten und berechneten Eigenschaften der weiten 
atmospharischen Schauer gewinnt man also bestimmte Auskiinfte tiber die 
Natur des Elementaraktes. In diesem Abschnitt benutzen wir dieses Verfahren 
zum Nachweis der Existenz von Vielfachprozessen. SAZEPIN (44) schlug 
speziell folgendes Verfahren zum Nachweis der Vielfachheit. vor. Man weib 
(45), daB das beobachtete Maximum der registrierten weiten Schauer (mit 
Energien von 104—105, d.h. 10483—10% eV) in einer Tiefe von 350 g cm™ 
liegt, d. h. hoher, als von der elektromagnetischen Kaskadentheorie vorher- 
gesagt wird. Man kann daraus folgern, daB die Multiplikation der Teilchen, 
die auf dem summarischen Einflu8 von elektromagnetischen und Kern- 
prozessen beruht, schneller vonstatten geht, als die Multiplikation in Elek- 
tronen-Photonen-Schauern. Driickt man die Tiefe der Atmosphire / in Ein- 
heiten aus, die gleich der Kernweglainge sind, so mu8 das Anwachsen der 
Teilchenzahl in einem Elektronen-Photonen-Schauer (bei Energien von 
etwa 10*—10°) am Anfang der Kaskadenkurve einer Exponentialfunktion e’’ 
folgen, wobei A ~ 5 ist. Hieraus kann man unter der Annahme, da die Multi- 
plikation infolge elektromagnetischer Prozesse nur eine geringe Rolle spielt, 
schlieBen, da die GréBe A = 5 eine untere Grenze fiir die Vielfachheit 
bildet. Da aber nicht klar ist, ob man in diesem Fall die elektromagnetischen 
Prozesse vernachlassigen kann, wollen wir die Vielfachheit durch einen Ver- 
gleich der berechneten und experimentellen Héhenabhingigkeit der weiten 
Schauer bestimmen, der sich auf einen etwas anderen Gedanken stiitzt. 

Dieser Gedanke besteht in einem Vergleich zwischen der experimentellen und 
der berechneten Lage des Maximums der weiten Schauer. In der Rechnung 
wird der Einflu8 der elektromagnetischen Prozesse beriicksichtigt ; die Rech- 
nung selbst beruht aber auf Voraussetzungen, die entweder auf experi- 
mentelle Daten zuriickgehen oder eine gewisse Willkiir enthalten, durch dieaber 
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die sich ergebende Vielfachheit nur herabgesetzt werden kann. Unsere Auf- 
gabe ist ja aber eine Feststellung der unteren Schranke fiir die Vielfachheit. 
Die Rechnungen werden im Anhang I durchgefiihrt. In diesem Abschnitt be- 
schranken wir uns auf eine Diskussion der Ergebnisse. 
Nehmen wir die Vielfachheit zu = 5 an, so muB das Maximum der Kurve, 
die die Héhenabhiangigkeit der von Primiarteilchen mit der Energie Hy = 104 
pie 10° erzeugten Elektronen beschreibt, in einer Tiefe liegen, die gréBer ist 
als 

In (Zo/ E kr) 


(S10 See ~ 14. 
Inn 


[Vergleiche Formel (15,1) und Kurve II in Abbildung 6.] 

Diese Tiefe ist gréBer als die beobachtete, die, wie oben erwahnt, etwa 10 
betragt. 

Eine noch héhere mittlere Vielfachheit erhilt man bei der Analyse der 
Hohenabhangigkeit der Schauer hoher Energie (angenahert 107—108, d.h. 
1016 bzw. 1017 eV). Bekanntlich nimmt die Anzahl dieser Schauer sehr stark 
mit der Hohe ab (zwischen Meereshdhe und 4 km), ungefahr genau so stark 
wie fiir Schauer geringer Energie (104—105). Man kann also erwarten, daf 
das Maximum der Schauer hoher Energie wesentlich oberhalb 4 km liegt. 
Nimmt man aber an, daB bei jedem Akt 10 Teilchen erzeugt werden, so 
wirden die Schauer mit einer Energie von 10’—108 ihr Maximum in einem 
Abstand von 17—20 Strahlungslangen (4—5 km) erreichen. 

Man kann daraus folgern, da8B bei sehr hohen Energien die Vielfachheit noch 
hoher als 10 liegt. Beriicksichtigt man auch, daB die Entwicklung der weiten 
Schauer auf Sekundarteilchen von verhaltnismaBig hoher Energie beruht?), 
so erhalt man fiir die wahre Vielfachheit (d. h. die Gesamtzahl der Teilchen) 
bei hohen Energien einen Wert, der noch hoher als 20 liegt. 

Diese groBe Vielfachheit der bei StéBen mit leichten Kernen erzeugten Teil- 
chen ist mit der Vorstellung einer Mehrfacherzeugung nicht zu vereinbaren. 
Aus elementaren Uberlegungen ergibt sich nimlich, daB dann die Gesamtzahl 
der Teilchen kleiner als 10 sein mtiBte, da beim StoB mit einem leichten Kern das 
Nukleon im Mittel nur mit zwei Kernnukleonen zusammenst6Bt (dabei wird 
angenommen, daB bei jedem StoB8 ein Meson und ein 6-Nukleon entstehen). 
Die schon oben erwahnte praktische Energieunabhangigkeit des Ganges der 
weiten atmospharischen Schauer mit der Hohe (im Intervall 104*—10’) ist 
ebenfalls nicht mit der Voraussetzung zu vereinbaren, daB keine Vielfach- 
prozesse vorkommen. Es ergibt sich namlich daraus, daB die Anzahl erzeugter 
Teilchen mit der Energie zunimmt, was auf Grund der Mehrfacherzeugung 
nicht zu erklaren ist (44). 

Aus der Gesamtheit dieser Daten kann man also folgern, da8 bei hohen 
Energien (> 104, d. h. 10!% eV) Vielfachprozesse vorkommen. Weniger be- 
weiskraftig sind die experimentellen Daten bei geringeren Energien, obwohl 
offenbar auch in diesem Gebiet solche Prozesse stattfinden. 


1) Der Hauptteil der Energie wird von Teilchen abtransportiert, die im S-System unter 
einem Winkel von weniger als 90° zur Bewegungsrichtung des Primarteilchens fliegen. 
Die Anzahl dieser Teilchen ist ungefahr halb so groB wie die Gesamtzahl der Teilchen. 
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4. Vergleich der experimentellen und theoretischen Daten iiber die 
Wedhselwirkung von Teilchen hoher Energie 


Auf Grund des in den letzten Jahren angesammelten experimentellen 
Materials kann man die Giiltigkeit der einzelnen Theorien einschétzen und 
einige von ihnen mit ziemlicher Sicherheit fir unzureichend erklaren. Bei- 
spielsweise ergibt sich aus den Daten, die man bei der Untersuchung weiter 
atmosphiarischer Schauer erhielt, daB die Vielfachheit von der Energie nicht 
starker abhingen darf als n ~ EH”, wobei vy <1/, ist (46). Daraus folgt, daB 
das Ergebnis von HEISENBERG (12) — er folgerte, daB diese Abhangigkeit bei 
sehr hohen Energien in eine Funktion n ~ H/: ibergeht — den Tatsachen 
nicht entspricht. Die Theorie von OPPENHEIMER u. a. (17), die eine isotrope 
Verteilung der erzeugten Teilchen im Schwerpunktsystem voraussagt, ist 
mit den Daten tiber weite atmosphiarische Schauer und mit den Beobach- 
tungen in Photoplatten nicht in Einklang zu bringen. 

Wie SAZEPIN, der vorschlug, zur Charakterisierung des Elementaraktes 
in weiten Schauern die Winkelverteilung der Energiestr6me zu benutzen, fest- 
stellte, ist im Fall einer isotropen Energieverteilung (im S-System) die Ener- 


gie im L-System innerhalb eines Winkels 1/, /2/Hp nahezu gleichmaBig ver- 
teilt. Fir Energien von der GréBenordnung 1014 eV betragt dieser Winkel 
etwa 2-10 Dieser hohe Wert hat zur Folge, daB die Breite des ,, Plateaus‘ 
(d.h. die Breite des Gebietes ungefaéhr gleichmaBiger Teilchendichte in 
Achsennahe) in der réumlichen Verteilung der Teilchen etwa 20 m betragen 
mu8. Dies widerspricht den experimentellen Daten (47, 48) iiber die Breite 
des Plateaus, das zwar vorhanden, aber nicht breiter als 1—2 m ist (45, 47, 48). 
(Naheres tiber die Breite des ,,Plateaus“ siehe weiter unten.) 

Die Annahme einer Isotropie im S-System widerspricht auch der beob- 
achteten Winkelverteilung der Teilchen in einer Reihe von ,,Sternen‘‘ hoher 
Energie. So beobachteten SCHEIN u. a. (42) einen ,,Stern®’ mit 15 Spuren 
relativistischer und 2 Spuren langsamer Teilchen. 7 Teilchen bewegten sich 
innerhalb eines engen Kegels mit einem halben Offnungswinkel 0, ~ 0,003, 
die tibrigen 8 innerhalb eines weiten Kegels mit dem halben Offnungswinkel 
0. ~ 0,13. 

Unter der Annahme, daB es sich um einen Nukleon-Nukleon-Sto8 handelt, 
kann man an Hand der Formel (C) leicht den halben Offnungswinkel 3 im 
S-System abschatzen 


tg % 
2 
On ign Bigot hy Ey 
bcm pias Ball 
0, pe tg OP) 
Ve 
Wegen 8, = 180° — 9, 
(Gleichberechtigung der Teilchen) ist 
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Unter Benutzung der Daten von SCHEIN erhalten wir } ~ 20°}), 

Ist also die Annahme eines elementaren StoSes zweier Nukleonen richtig, so 
i muB8 die Verteilung im S-System anisotrop sein. 

Wir wenden uns nun den tibrigen Theorien zu. Die Annahme von FUKUDA, 


g da8 das Primarteilchen einen betrachtlichen Teil (etwa 5/,) seiner Energie 
behalt, widerspricht den Daten, die man bei der Untersuchung weiter atmo- 
) spharischer Schauer gewonnen hat. 

| Aus dieser Voraussetzung wiirde z. B. folgen, daB das Maximum der Schauer- 
ect nahezu in Meereshéhe liegt (d.h. wesentlich tiefer als beobachtet), 
) wihrend die Weglange des Schauers zu etwa 1500 g cm™ herauskommt, im 
} Gegensatz zu dem experimentell beobachteten Wert, der etwa 200 g cm be- 
) tragt. 

( Die kirzlich veréffentlichte neue Arbeit von HEISENBERG (11 ) sagt (wie in 
§ 1 erwahnt, in unrichtiger Weise) ein Anwachsen des Wechselwirkungs- 
| querschnittes mit der Energie voraus, was mit den experimentellen Daten 
| tber einen Stern hoher Energie (49) (etwa 1014 eV) nicht zu vereinbaren ist; 
hier wurde festgestellt, daB bei einer Energie von etwa 1012 eV der Wechsel- 
) wirkungsquerschnitt nahezu gleich dem geometrischen ist, wahrend er nach 
_ HEISENBERG eine GroSenordnung héher liegen miiBte (etwa 10 Ogeom.). 

| Zu dem gleichen SchluB berechtigen die in Photoplatten registrierten 
i , Sterne. Unter ihnen gibt es eine Anzahl, die von den Autoren als Nukleon- 
) Nukleon-St68e gedeutet werden. Die Teilchenzahl in den meisten dieser 
_,, Sterne stimmt sowohl mit der FERMIschen als auch mit der LANDAU- 
) schen Theorie gut tiberein, widerspricht dagegen offenbar den tibrigen Theo- 
rien”). 

! Wir haben also nur noch die Theorien von FERMI und von LANDAU zu be- 
_trachten*). Um zwischen ihnen eine Entscheidung fallen zu koénnen, mu8 
eine detailliertere Analyse der experimentellen Daten durchgefiihrt werden. 
Man muB hierzu Daten tiber St6Be von Nukleonen mit Kernen heranziehen 
) und das Anwendbarkeitsgebiet der Theorie in dieser Richtung erweitern. 
Im Fall hoher Energien gelingt dies, wenn man annimmt, da8 das Primar- 
teilchen nur mit denjenigen Kernnukleonen st6Bt, die es auf seinem Wege 
| berihrt. 

Die erste Etappe des StoBes zwischen Nukleon und Kern ist abgeschlossen, 
' wenn sich im S-System des Nukieons und der ,,RGdhre“ ein angeregtes Stiick 
Kernmaterie gebildet hat, dessen Volumen und Breite durch die Abmessun- 


i 
I 


1) Hier muB darauf hingewiesen werden, daB dieser Wert etwas kleiner ist als der Wert, 


der sich aus der FERMIschen Theorie ergibt (# ~ 40°). Dieser Umstand wird von den 
Autoren der Arbeit (42) nicht erwahnt. 

2) Kine Ausnahme bildet der von TEUCHER (50) beobachtete ,,Stern‘‘, in dem mehr 
Teilchen registriert wurden, als nach der Theorie von FERMI-LANDAU zu erwarten ware. 
Es ist aber méglich, daf dieser ,,Stern‘‘ einen Sto8 eines Nukleons mit einem Kern dar- 
stellt, da das Kriterium dafir, da8 ein Nukleon-Nukleon-StoB8 vorgelegen hat, wie oben 
erwahnt, nicht eindeutig ist. 

3) Wir weisen nochmals darauf hin, daB wir mit der FERMIschen Theorie hier nicht die 
grundlegende Arbeit (4) meinen, auf die sich auch LANDAU stiitzt, sondern die zweite 
Arbeit (24) iiber die Winkelverteilung. 
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| 
gen der ,,Réhre“ gegeben werden. Dann beginnt das Zerplatzen dieser Materie 
aus diesem Anregungszustand heraus. Wir haben auf dieses Stadium die | 
Theorie von LANDAU angewandt und angenommen, daB das Zerplatzen | 
symmetrisch hinsichtlich einer zur Bewegungsrichtung senkrechten Ebene 
erfolgt. Im allgemeinen kénnte diese Voraussetzung auch verletzt sein, da 
das Problem zu Beginn nicht symmetrisch ist (beispielsweise kann das 
Zerplatzen an dem Ende beginnen, wo das Nukleon aufgeprallt ist, solange 
die StoBwelle das andere Ende noch nicht erreicht hat). Noch ausgepragter 
ist eine solche Asymmetrie im Fall eines zentralen StoBes mit einem schweren 
Kern (lange Réhre) zu erwarten. Im Fall eines StoBes mit einer kleinen 
, Réhre“ (die nur 2--3 Nukleonen enthalt) ist ein Modell von der genannten 
Art aber wohl anwendbar. 

Wir vergleichen nun die Ergebnisse der so abgednderten Theorie von LANDAU 
mit den experimentellen Daten von KAPLON u. a. (51, 52). 

Die Autoren benutzten eine neue Methode. 
die sogenannte ,, Emulsionskammer“; einesolche 
Kammer besteht aus einer Séule von photo- 


Ss graphischen Schichten mit Kupferplatten da- 
at zwischen. Untersucht wurden die StdéBe von 
~/=> Teilchen mit Cu-Kernen. Dabei wurden nicht 
nur die Photoplatten in unmittelbarer Nahe 

& (Radian) des Erzeugungsortes des Schauers durchgese- 


Abb. 3. Integrale Winkelverteilungder en, sondern auch alle 15—20 Platten, die 
Teilchen im S-System nach der Schauer durchsetzt. Es gelang den Auto- 
C: ren, die Winkelverteilung der Teilchen ein- 
gehend zu untersuchen. Bei der Auswertung 
jedes Sternes konstruierten sie die Abhiangigkeit der GréBe n vonIn #, 
wobei n die Teilchenzahl ist, die unter dem Winkel # (im L-System) emittiert 
wird. 
Eine typische Kurve dieser Art ist in Abbildung 3 dargestellt. 
Wie die Autoren feststellten, kann man in jedem Fall in dieser Kurve einen 
Punkt finden, der einem Winkel % entspricht, zu dem die Kurve symmetrisch 
liegt. Daraus ergibt sich, daB man immer ein bewegtes Bezugssystem finden 
kann, in dem der Winkel 7% 90° betrigt und in dem die Verteilung der Teil- 
chen symmetrisch zu diesem Winkel von 90° ist. Dieses ausgezeichnete System 
wird man als Schwerpunktsystem bezeichnen'). Im S-System ist also die 
Winkelverteilung nicht isotrop, sondern hat Doppelkegelform, ist also sym- 
metrisch zu 90°. 
In den Arbeiten (51, 52) geben die Autoren folgende experimentelle GréBen 


an: die Anzahl geladener Sekundarteilchen n, die GréBe y ae a (v ist 
eae 


1 


1) Die SchluBfolgerung der Autoren, dal} die Winkelverteilung im S-System sym- 
metrisch sei, ist sehr wichtig, denn vom theoretischen Standpunkt aus ist, wie oben er- 
wahnt, beim StoB eines Nukleons mit einem schweren Kern eines asymmetrische Ver- 
teilung zu erwarten. Leider geben die Autoren der Arbeiten (51, 52) nur eine Kurve 


ne — In @ an, so daB man natiirlich keine SchluBfolgerungen iiber alle Sterne ziehen 
kann. 


a a ee 
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die Geschwindigkeit im S-System)?), ferner die GréBe X = 2/2, die die 
Winkelverteilung kennzeichnet (dabei ist «2 = 6:),/0:,, 2, ist dieselbe 
Gr6Be, die der isotropen Verteilung im S-System entsprache, und 6:;, und 
6:,, sind die Winkel im L-System, innerhalb deren 3/, bzw. !/, aller Teilchen 
emittiert werden; bei einer groBen Anisotropie im S-System ist also X groB, 
im Fall einer isotropen Verteilung ist X — 1). 


Unter Benutzung dieser Angaben 14Bt sich das experimentelle Material von 
KAPLON u. a. in Ubereinstimmung mit der Theorie von LANDAU auswerten, 
wenn man diese Theorie auf den Fall eines StoBes zwischen einem Nukleon 
und einem Kern erweitert. Man kann also unter Benutzung der GroBen y und 
X die Geschwindigkeit im S-System sowie die Lange und Masse der ,,Réhre“, 
mit der das Nukleon in jedem Einzelfall st68t, bestimmen. Auf Grund dieser 
GréBen lat sich die Teilchenzahl n berechnen, die in jedem Fall erzeugt 
werden sollte, und diese kann man dann mit dem experimentellen Wert », 
vergleichen. 


_ Die Ergebnisse einer solchen Rechnung zeigt Tabelle III. Aus ihr geht her- 


vor, da8 in den Fallen, wo das Nukleon mit einer nicht allzu langen ,,Rdéhre“‘ 
(die nur 2 —3 Nukleonen enth4lt) st6Bt, die nach LANDAU berechneten Werte 
nz gut mit den experimentellen tibereinstimmen. Im Fall eines StoBes mit 
einer langen ,,Rdhre‘‘ dagegen beobachtet man eine merkliche Abweichung; 
wie oben erwahnt, ist aber in diesem Fall unsere Methode von vornherein 
nicht anwendbar. 


Tabelle Ill 


In den beiden letzten Spalten der Tabelle sind die Teilchenzahlen np die von 
den Autoren nach der Theorie von FERMI selbst berechneten Werte; ny 


1) Wir erwihnen, da& » mit der Energie des Primarteilchens im S-System nur im Falle 
eines Nukleon-Nukleon-StoBes identisch ist, also durchaus nicht immer. 

2) In diesen Fallen ist die Auswertungsmethode unbrauchbar (vgl. Text). 

3) Diese Sterne sind das Ergebnis eines Nukleon-Nukleon-StoBes. 
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sind die von uns nach der Theorie von HEISENBERG berechneten Teilchen- 
zahlen?). 

Wie man sieht, weichen die Werte np nur wenig von den experimentellen 
Daten ab; noch besser stimmen aber mit diesen die Werte nz tiberein. Die. 
GréBen ng dagegen liegen um mindestens eine GréBenordnung hoher als die 
experimentellen, ein neues Argument fiir die Unrichtigkeit der Theorie von 
HEISENBERG. 

In einigen Fallen kommt die Masse der Kernmaterie, mit der der StoB des 
Primarteilchens erfolgt, nach der oben angegebenen Rechnung kleiner als 
die Masse eines Nukleons heraus. Das bedeutet, daB ein StoB mit einem 
peripheren Kernnukleon, d.h. mit sehr groBem StoBparameter erfolgt ist. 
Fir diese Prozesse ist, wie oben erwahnt, eine quantentheoretische Behand- 
lung notwendig, d. h. es muB hier der Austausch von Mesonen (von einem, 
zwei und mehreren Mesonen) beriicksichtigt werden. 

Der Sto8prozeB zwischen einem Nukleon und Mesonen wird hierbei in Ana- 
logie zum StoB zweier Nukleonen behandelt, d. h. auf diesen Fall wird un- 
mittelbar die LANDAUsche Theorie angewandt. 

Die Ergebnisse dieser Rechnung zeigt Tabelle IV. Wie man sieht, stimmen die 
auf diese Weise berechneten Anzahlen erzeugter Teilchen n, gut mit den be- 


Tabelle IV 
Berechnete Werte 
i} 
Nr. Anzahl Ne 
des aus- nL np (ex- 
Sterns getauschter | X (nach (nach | perimentell) 
Mesonen | LANDAU) | FERMI) 
oe 
72K 2 4,5 17 
55K 1,29, 3:3 2 4,5 9 6 18 
222 pn 1 6 2 4,3 8,4 4,2 16 
66 pn 0,64 6,67 2 4 7,5 i 11 
T(p) 19,4 6,67 2 7 18 6,3 36 
58 K (pn) 30 8,7 2 7,5 19 8 15 
179(pn) 0,8 20 1 6 6 2 24 
67K (pn) 0,8 20 1 6 6 2 15 
Zpn 50 24 1 11 17 3,4 15 
184 pn 5 33 1 8 9,4 2 10 
45K ee, 66 1 8 10,3 2 14 
Sp 32 — 1 9,8 15 6 15 
GL (p) 23 9 1 9,5 14 6 18 


1) Bei der Rechnung nach der HEISENBERGschen Theorie haben wir angenommen, daB 
der StoB des Nukleons mit der Réhre zentral erfolgt, da, abgesehen davon, daB HEISEN- 
BERGS Theorie der peripheren StéBe falsch ist (siehe § 1), in diesem Fall die Winkel- 
verteilung deutlich darauf hinweist, daB die StéBe nahezu zentral sind. Da bei HEISEN- 
BERG die Frage nach der Winkelverteilung kaum behandelt wird, ]aBt sich die Rechnung 
nicht sehr genau durchfiihren. Die in der Spalte ny angegebenen Werte sind also nur 
groRenordnungsmafig richtig. 


— 
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obachteten Werten tiberein. Die Rechnung nach der FERMIschen Theorie 
[ausgefiihrt von den Autoren der Arbeiten (48, 49)] gibt zu kleine Werte. 
Wir machen darauf aufmerksam, daB beim Austausch eines einzigen Mesons 
die berechneten Werte X von den gemessenen abweichen. Leider geben die 
Autoren von (51, 52) die Fehler bei der Messung von X nicht an, obwohl fiir 
groBe X (das entspricht einem sehr schmalen Kegel), diese Fehler groB sein 
miissen. Es liegt also kein eigentlicher Widerspruch mit dem Experiment 
vor. 

Beim Vergleich der experimentellen Daten von KAPLON u. a. mit den theo- 
retischen hat sich also ergeben, da8 die Theorie von LANDAU sowohl in 
ihrer Erweiterung auf den Fall eines StoBes mit einem Kern als auch auf den 
Fall weiter peripherer St6Be in allen Fallen, in denen sie anwendbar ist, eine 
bessere Ubereinstimmung mit dem Experiment liefert als die Theorie von 
FERMI, ganz zu schweigen von den anderen Theorien (HEISENBERG u. a.), 
die den experimentellen Werten klar widersprechen. 

In einem ,,Stern“ (49), der durch den StoB eines Kerns mit etwa 1014 eV mit 
einem Kern der Emulsion entstanden war, stimmt die Winkelverteilung der 
Teilchen nur mit der Theorie von LANDAU iiberein, obwohl die Autoren der 
genannten Arbeit falschlicherweise annehmen, daB eine Ubereinstimmung mit 
der Theorie von FERMI bestehe. Da es sich in diesem Fall um einen StoB 
zwischen zwei Kernen handelt, ist es nicht mdglich, die Theorie von FERMI 
unmittelbar anzuwenden. Versucht man dies, so ware eher eine Winkelver- 
teilung zu erwarten, die einem zentralen StoB entspricht (also im S-System 
isotrop ist), was mit den experimentellen Daten ganz und gar nicht tiberein- 
stimmt. 

Wichtige Auskiinfte tiber die elementare Wechselwirkung liefern uns die 


- weiten atmosphiarischen Schauer, und einige Eigenschaften dieser Schauer 


lassen sich ebenfalls zur Analyse der Theorien von FERMI und von LANDAU 
heranziehen. Zu diesem Zweck ist es besonders angebracht, die raumliche 
Verteilung der Teilchen in der Umgebung der Schauerachse und den Gang 
mit der Héhe ins Auge zu fassen. - 

Wir beschaftigen uns zunichst mit der Analyse der réumlichen Verteilung. 
Das Gebiet um die Schauerachse ist von besonderer Bedeutung, da es die 
Winkelverteilung des Energiestromes beim Prim&rakt besser wiedergibt als 
die iibrigen Teile des Schauers. Wie z. B. schon angedeutet wurde, soll sich, 
falls die Energieverteilung beim primaren StoBakt im Schwerpunktsystem 
isotrop ist, die raumliche Verteilung der Teilchen in Schauern mit einer 
Energie von gréBenordnungsmaBig 10° in einem Bereich mit 20 m Abstand 
von der Achse nur wenig andern. Das Vorhandensein eines solchen grofen 
Gebietes mit einem ,, Quasiplateau‘‘ widerspricht aber den experimentellen 
Erfahrungen. Die raumliche Verteilung der Teilchen im Gebiet des Kerns 
wurde von HAZEN (48) untersucht. Er weist darauf hin, daf& Schauer mit 
einer Energie von 10° in 3 km Hohe durch ein ,, Plateau“ von etwa 1 m Breite 
gekennzeichnet sind, Von jeder Theorie des Elementaraktes ist also zu 
fordern, daB sie eine Winkelverteilung des Energiestromes liefert, bei der 
das ,,Plateau‘‘ in Abstéinden von 1 bis 2 m abbricht. Das Ergebnis von 
HAZEN bedarf aber noch weiterer Prazisierung, da er den Kern des Schauers 
aus dem Vorhandensein von Elektronen hoher Energie bestimmte. In Wirk. 
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lichkeit kénnen sich aber infolge von Kern-Kaskaden-Prozessen die Elektro- 
nen ziemlich weit vom Kern des Schauers entfernen. Wenn dieser Effekt eine 
wesentliche Rolle spielt (zuverlassige experimentelle Ergebnisse hiertiber 
liegen noch nicht vor), so charakterisieren HAZENs SchluBfolgerungen tiber 
die réumliche Verteilung nicht den Schauerkern, sondern irgendwelche 
anderen Gebiete. In ihrer neuesten Arbeit (53) verglichen HAZEN u. a. ihre 
Werte iiber die Breite des Kerngebietes mit der FERMIschen Theorie. Zwar 
kommt HAZEN zu dem Schlu8, da8 ein Widerspruch zwischen den an Hand 
der Teilchenzahl des Schauers berechneten Energiewerten einerseits und der 
aus der Breite des ,, Plateaus‘‘ auf Grund der FERMIschen Theorie berechneten 
Energie andererseits besteht (die nach der zweiten Methode bestimmte 
Energie liegt um 1 bis 2 GréBenordnungen hoher als die nach der ersten 
Methode ermittelte), aber diese SchluBfolgerung kann nicht als gesichert an- 
gesehen werden, da bei den Rechnungen einige Inkorrektheiten unterliefen 
(beispielsweise wurde im wesentlichen die Teilchenzahl-Verteilung der 
Energiestréme im Elementarakt und nicht die Winkelverteilung benutzt). 
AuBerdem wird in (53) angenommen, da8 ein StoB im Mittel mit dem 
mittleren StoBparameter fiir einen Nukleon-Nukleon-StoB erfolgt. In Wirk- 
lichkeit st68t aber das Nukleon mit einem Luftkern zusammen, und infolge- 
dessen kann der mittlere StoBparameter in diesem Fall einen ganz anderen 
Wert haben (naheres hierzu siehe weiter unten). 

In einigen anderen Arbeiten [SAZEPIN (44), GREEN und MESSEL (54)] wird 
ebenfalls gezeigt, daB die Theorie von FERMI die Winkelverteilung der 
Teilchen nicht richtig beschreibt. 

Wir haben die experimentellen Angaben der Arbeit (47) mit den SchluB- 
folgerungen aus den Theorien von FERMI und LANDAU verglichen, wobei 
wir als charakteristische GréBe des Elementaraktes den Winkel betrachteten, 
innerhalb dessen die Halfte der Energie emittiert wird. 

Der Winkel #:;, wird nach der Theorie von FERMI durch die Gleichungen 
(11, IIT) und (12, II) gegeben, die im Anhang II abgeleitet werden. 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daB die GréBe #:;, von einem Parameter 0 
abhangt, der seinerseits mit dem StoB8parameter zusammenhangt. Wenn 
also das gemittelte Ergebnis vieler St6Be untersucht wird (beispielsweise die 
charakteristischen GréSen weiter Schauer), ist der Mittelwert von @ zu be- 
nutzen. Im Fall eines Nukleon-Nukleon-StoBes ist der Mittelwert von 9 ohne 
weiteres anzugeben. 

Definieren wir némlich einen Parameter r;, so, daB die Wahrscheinlichkeit 
eines StoBes mit r <1, gleich der Wahrscheinlichkeit fir einen StoB mit 
r > ry, ist, so wird 


La 


[rdr 
0 


R = 
[rv dr 
6 


Es ist also 7), ~ 0,7. 
Diesem Wert r.,, entspricht ein Wert 0 = 0,959, fiir den 01, ~ 0,3 wird. 
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Wesentlich schwieriger ist die Verallgemeinerung der Theorie von FERMI 
(und damit auch die Berechnung von r,) auf den Fall eines StoBes zwischen 
Nukleon und Kern. Legt man das wahrscheinlichste Modell zugrunde (StoB 
eines Nukleons mit den Teilchen, die sich in einer ,,RGhre“‘ befinden), so er- 
folgt die Mehrzahl der StdéBe zentral, und infolgedessen wird die Winkel- 
verteilung im S-System isotrop, was, wie oben erwaihnt, den experimentellen 
Ergebnissen widerspricht. Nur im Fall eines StoBes mit peripheren Nukleonen 
eines Kerns ist nach FERMI eine anisotrope Verteilung méglich. Die Ein- 
fihrung einer GroBe 1, ist hier sinnlos (selbst wenn das Nukleon mit einem 
leichten Kern st68t), denn in diesem Fall ware 1:,, > 1. Hier ist es zweck- 
maBiger, den Bruchteil 6 der St68e mit peripheren Nukleonen zu berechnen, 
bei denen R, —r <0,3 ist (R, = RA‘). Setzen wir A = 15, so wird 
6 ~ 0,25. 

Nur in 25 °/, aller Falle diirfte also, nach FERMI eine wesentliche Aniso- 
tropie zu beobachten sein. In den iibrigen 75 °%/) aller Falle miBte die 
Verteilung im S-System nahezu isotrop sein. 

Eine Berechnung der Winkelverteilung im Fall eines StoBes zwischen 
Nukleon und Kern (und damit auch eine Berechnung der raumlichen Ver- 
teilung der Teilchen in Schauern) bei einem Wert m;, = 0,7 liefert also nur 
eine untere Grenze fiir die Ablenkungswinkel. Da es aber keine konsequente 
Verallgemeinerung der Theorie von FERMI auf den Fall eines StoBes mit 
einem Kern gibt, haben wir die Rechnung mit diesem Wert des Parameters 
durchgefihrt. Die angegebenen berechneten Werte kénnen also nur eine 
untere Grenze fiir die Breite des ,,Plateaus‘‘ nach der Theorie von FERMI 
darstellen. Eine konsequentere Anwendung der FERMIschen Theorie muB 
zu einer noch isotroperen Verteilung (im S-System) und damit zu einem 
breiteren ,,Plateau‘‘ fiihren. Wie wir unten sehen werden, ist schon dieser 
Mindestwert fiir die Plateaubreite viel gréBer als der experimentelle. 


Tabelle V 


B), 
nach FERMI 


61), 
nach LANDAU 


Energie 
in eV 


Or), 
nach FERMI 


dy), 
nach LANDAU 


In der zweiten und dritten Spalte der Tabelle V sind die nach den Formeln 
(11, II) und (12, IT) fiir @ = 0,959 (r/R = 0,7) berechneten Werte fiir #.,, an- 
gegeben. 

Wir berechnen nun die GréBe @.,, nach der Theorie von LANDAU?). 


1) Da Lanpavu zentrale StéBe betrachtet, ergibt sich bei der Berechnung von #:;, keine 
Schwierigkeit hinsichtlich der Bestimmung des mittleren Parameters bei einem Nukleon- 
Kern-Sto8. Mit Hilfe der Theorie von LANDAU kann man diesen komplizierten ProzeB 
in konsequenterer Weise beschreiben. 
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Zu diesem Zweck berechnen wir zunachst die GréBe 6.),, die durch folgende 
Beziehung definiert ist: 


1 1 a se 
. + 54+ 5yi-é 
| Edn / ()° Sab dd 
$1), Pins O1/, = 1 
+1 + Eo are yy (2h) 
Edn 
at 
~ Oy, 
Dabei ist 61), a A. ,/L; Ay, =|In tg irae 


(6:), entspricht also demjenigen Winkel, innerhalb dessen die halbe Energie 
emittiert wird). 
Im Energieintervall HZ) von 105 bis 10? ist 6: J, = 9,54 — 0,55, also 


14+ 61 - 
BAC RS Eo\~%77 
d1), ~ ( >) ~ () (22) 


By, 14Bt sich aus [C und (22)] bestimmen. 
In der Tabelle V sind die nach Formel (22) fiir verschiedene Energien be- 


rechneten Werte 8, und #y, zusammengestellt. Man sieht, daB die Ver- 
teilung des Energiestromes bedeutend schmaler ist als nach FERMI, und daB 
dieser Unterschied mit wachsender Energie zunimmt. 

Kine andere Eigentiimlichkeit der nach der Theorie von LANDAU berechneten 
Winkel ist die Energieabhangigkeit von 0, (im Gegensatz zu den SchluB- 
folgerungen aus der Theorie von FERMI). 

Zur Bestimmung der mittleren Breite des Plateaus (d. h. der Breite des 
Gebietes mit einer ungefahr gleichmaBig dichten Verteilung, vorausgesetzt, 
da8 innerhalb des Winkels 3, die Energie gleichmaBig verteilt ist), haben 
wir angenommen, daB die Schauer in einer Tiefe von etwa 100gcm~? er- 
zeugt werden, was einem Abstand von etwa 15 km von der Héhe entspricht, 
in der HAZEN und NIKOLSKI, WAWILOW und TUKSCHI ihre Messungen 
angestellt haben. 


Tabelle VI he 


Untere Grenze der 
mittleren Plateaubreite 
nach FERMI (in m) 


Mittlere Plateau- 
breite nach 
LANDAU (in m) 


Experimentelle 


Energie in eV Breite des Plateaus 


Tabelle VI zeigt die berechneten Werte der mittleren Plateaubreite fiir die 
Energien, die in den beiden genannten Arbeiten registriert wurden. Da eine 
genaue Energieangabe heute noch nicht mdglich ist, haben wir die Plateau- 
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breite auch fiir die doppelte von den Autoren abgeschitzte Energie an- 


gegeben. 

Wie aus Tabelle VI hervorgeht, liegt die untere Grenze fiir die Plateaubreite 
nach FERMI hoher als die experimentell beobachtete obere Grenze. Die nach 
der Theorie von LANDAU berechnete Plateaubreite stimmt dagegen viel 
besser mit den Beobachtungsergebnissen iiberein. 

Noch wichtiger als die Mittelwerte ist zur Charakterisierung des Elementar- 
aktes die Winkelverteilung des Energiestromes Hy. Nach der Theorie von 


10~% 


10 
I Ey = 10f0'ey) 


by 10m 


Abb. 4. Winkelverteilung des Energiestromes: Kurve I nach FERMI, Kurve II nach LANDAU. Diese Kurven 
beschreiben auch die riumliche Verteilung der Elektronen in Achsenndéhe, soweit sie durch den 
Primarakt bestimmt ist. In diesem Fallist auf der Abszissenachse m aufzutragen (unterer Mafsjab) ; 
die Ordinatenwerte sind proportional dem Produkt der Teilchenstromdichte mit dem Abstand 
von der Achse. Bei der Umrechnung der MaBstaébe wurde angenommen, daB der Primarsto8 in 


15 km Entfernung vom Beobachtungsort erfolgte. 


FERMI kann man sie aus der Formel (13, II) bestimmen; nach der Theorie 
von LANDAU [siehe (17) bis (19)], wird sie durch folgende Beziehung dar- 


gestellt: el ee ee 
SE Ie NG ee 
Jenny | 
In 8 
Dabei ist ee 
Ey 
In > 


In Abbildung 4 sind die fiir Hy = 10° (10'4 eV) nach beiden Theorien be- 
stimmten Winkelverteilungen des Energiestromes dargestellt. Die raumliche 
Verteilung der Teilchen im Schauer, soweit sie nur durch den Primarakt be- 
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stimmt ist, wird bei entsprechenden MaBstabsaénderungen durch die gleichen 
Kurven dargestellt. 

Der Charakter der Kurven zeigt, daB nach LANDAU eine sehr starke Zunahme 
der Teilchendichte mit Annéherung an die Achse zu erwarten ist, waihrend die 
Formel (13, II) ein Plateau innerhalb eines Gebietes von 1—6 m Vorhersagt. 
Die experimentellen Daten zeigen, da8 in diesem Gebiet kein Plateau vor- 
handen ist (47, 48). 

Leider ist die Genauigkeit der Rechnungen von LANDAU zu gering, um 
SchluBfolgerungen iiber die réumliche Verteilung der Teilchen in Schauern 
mit einer Energie von 10° innerhalb von Abstaénden unterhalb 1 m zuzulassen. 
Mit der Theorie von FERMI verhalt es sich ganz ahnlich. In Abbildung 5 ist 
deshalb die Verteilung fiir so kleine Abstinde nicht gezeichnet. 

Nach der Theorie von LANDAU diirfte deshalb bis zu Abstanden von etwa 
1 m streng genommen kein Gebiet konstanter Dichte vorhanden sein. 

Alle oben angegebenen experimentellen Ergebnisse tiber die Wechselwirkung 
bei hohen Energien stehen also in Ubereinstimmung mit der Theorie von 
LANDAU. Wenn die Versuche von KAPLON u. a. (51, 52) nur bedingt in diesem 
-Sinne zu deuten sind (bei der Auswertung dieser experimentellen Daten 
wurden zusatzliche Annahmen gemacht), so bestatigen die Ergebnisse tiber 
weite atmospharische Schauer unmittelbar die aus der Theorie von LANDAU 
folgende Winkelverteilung. Weitere Untersuchungen sowohl tiber Sterne in 
Photoplatten als auch iiber weite atmospharische Schauer kénnen offenbar 
keine wesentliche Abanderung dieser Schlu8folgerung bringen, obwohl eine 
Prazisierung in dieser Richtung auBerst wiinschenswert ware. 

Die experimentelle Untersuchung des Elementaraktes bei hohen Energien 
kann aber in keiner Weise als abgeschlossen gelten. Es gibt noch eine groBe 
Anzahl ungeléster Fragen, insbesondere ist das Problem der Zusammen- 
setzung der Schauer bei hohen Energien noch nicht geklart. Eine eingehende 
Untersuchung des Kerns weiter atmosphirischer Schauer, besonders eine 
Untersuchung der Zusammensetzung dieses Kerns, des Anteils der durch- 
dringenden Komponente usw. kénnte Licht in dieses Problem bringen. 
Andererseits ist auch eine experimentelle Untersuchung der Elektronen- 
Kern-Schauer sehr aussichtsreich. In dieser Richtung wire von besonderer 
Bedeutung eine Beobachtung von Schauern hoher Energie (EZ ~ 1013 eV), 
erzeugt in verschiedenen (schweren und leichten) Elementen. Auf Grund 
solcher Experimente kann es méglich werden, nicht nur die Theorie des 
Elementaraktes, sondern auch die oben dargelegten:Annahmen iiber den 
Charakter des Nukleon-Kern-Sto8es in allen Einzelheiten nachzupriifen. 


Schlu8folgerungen 

1. Auf Grund der Gesamtheit der experimentellen Daten kann man be- 
haupten, daB es bei hohen Energien Vielfachprozesse gibt. 

2. Die Theorien von HEISENBERG, von OPPENHEIMER u. a. und von 
FUKUDA widersprechen den experimentellen Daten bei tiberhohen Energien. 
3. Die Theorien von FERMI und von LANDAU liefern die gleiche Abhangigkeit 
der Vielfachheit von der Energie des Primarteilchens, aber wesentlich ver- 
schiedene Winkel- und Energieverteilungen der Sekundarteilchen. 


| 
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4. Die aus der FERMIschen Theorie folgende Winkelverteilung der Teilchen 


_ stimmt mit der réumlichen Verteilung der Teilchen in weiten atmosphari- 
| schen Schauern und den an Photoplatten gewonnenen Ergebnissen nicht 
| tberein. 


5. Die Theorie von LANDAU beschreibt innerhalb ihrer Glitigkeitsgrenzen 


f alle zur Zeit verfiigbaren experimentellen Daten richtig. 


Zum Schlu8 danken die Verfasser J. L. FEINBERG, dessen Ratschlige im 


/ Laufe der Arbeit groBen Nutzen brachten, ferner J. A. SMORODINSKI fiir 
» seine Diskussion der Versuche von SCHEIN u. a. (40). 


Anhang I. 


Das Maximum der Héhenabhingigkeit der Elektronenkomponente 
weiter atmosphirischer Schauer 


) Wir berechnen zunachst die Héhenabhingigkeit der kernaktiven Komponente 
_ weiter Schauer unter folgenden Annahmen: 


' 1. Bei jedem StoB eines kernaktiven Teilchens, dessen Energie oberhalb einer 
_ kritischen liegt+), entstehen stets nm Teilchen (x = const). 


2. Die Energie des einfallenden Teilchens verteilt sich gleichmaBig auf die 


! Sekundarteilchen. 
| 3. Der Energieanteil 4, der auf die neutralen z-Mesonen tibergeht (d. h. 


) auf die Elektronen- bzw. Photonenkomponente), ist unabhaingig von der 
| Energie des stoBenden Teilchens. 


4. Alle Sekundarteilchen treten mit dem Kern in eine Wechselwirkung mit 
gleichem Querschnitt, der gleich dem geometrischen Querschnitt ist. 


) Man kann sich tiberlegen, daB sich diese Voraussetzungen groBtenteils auf 


experimentelle Tatsachen stiitzen. Soweit diese Voraussetzungen willkirlich 
sind, sind sie so gewahlt, daB sie nur eine Verringerung der Vielfachheit zur 


| Folge haben kénnen. Unsere Aufgabe bestand aber gerade in einer Be- 
_stimmung der unteren Grenze fiir die Vielfachheit. 


Beispielsweise ist die Voraussetzung, daB die Energie des einfallenden Teil- 
chens sich gleichmaBig auf die Sekundarteilchen aufteilt, aquivalent einer 


) Verringerung der Vielfachheit und fiihrt damit zu einer ,,Ausdehnung“ des 
| Schauers?). 


Die Verringerung des Wirkungsquerschnittes fihrt ebenfalls zu einer Ver- 


) schiebung des Maximums zu kleineren Abszissenwerten hin. Es ist a priori 
} unméglich, eine Zunahme des Querschnittes auszuschlieBen. Jedoch gibt es 
| experimentelle Hinweise darauf (49), daB bis zu Energien von der GréBen- 


| 1) Als kritische Energie HZ, bezeichnen wir die Energie, bei der die Erzeugung relativisti- 
scher Sekundarteilchen aufhért. Nach den Ergebnissen von (27) ist 


E, ~ 5+ 10° — 10?’ eV. 


| 2) Die Voraussetzung einer gleichmafigen Energieaufteilung beruht auf dem Vorhanden- 


sein eines Maximums in der Energieverteilung der Sekundarteilchen in den statistisch- 
hydrodynamischen Theorien. 
41° 
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ordnung 1013 eV der Querschnitt fiir die Sekundarteilchen von der GréBen- 
ordnung des geometrischen ist. Man kann annehmen, daB der Querschnitt 
auch bei hoheren Energien konstant bleibt. 

Nun gehen wir zur Rechnung iiber. 

Aus unserem Schema ergibt sich, daB es angebracht ist, den Begriff der 
,, Generation“ einzufiihren. Wir definieren ihn folgendermaBen: Alle Teilchen 
der i-ten Generation haben die gleiche Energie #; und entstehen bei St6Ben 
der Teilchen der 1 — 1-ten Generation mit Luftkernen. 

Benutzen wir dann als Langeneinheit die mittlere Weglinge L, die zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Sté8en durchlaufen wird, so kénnen wir folgendes: 
Gleichungssystem aufstellen, das die Héhenverteilung p, (1) der Teilchen 
der einzelnen Generationen beschreibt: 


el — — P; (lI) +n(1 ~<A) P_1 ()). (1, I) 


Dabei ist i = 1,2, ..., r; r ergibt sich aus der Gleichung 
By (1fny ~ Exr 


(Z, ist die Energie des Primiarteilchens). Diese Beziehung hat eine einfache: 
physikalische Bedeutung: Die Energie der r-ten Generation ist gleich der 
kritischen. 

Beriicksichtigen wir, daB Pp (1) = e~! ist, so erhalten wir 


[m (1 — A)} e~? 1! 


i= 


P;(l) = FT (2, Ty 
Die Gesamtzahl der Teilchen wird gegeben durch die Summe?) 
te r ee tp—lypi 
iN (Cees (Ee, Ges ee ee eed p (3, DB 
é 


1=0 a! 


Beachten wir, daB 4 < 0,1 — 0,2 ist (55), ferner, daB in der Nahe des Maxi- 
mums der Kaskadenkurve, die die Héhenabhingigkeit der kernaktiver 
Komponente beschreibt, die Teilchen der r-ten Generation den wesentlichstem 
Beitrag liefern, so ergibt sich die dem Maximum entsprechende Tiefe 


lee or 


Wir gehen nun zur Berechnung der Tiefe J, tiber, die dem Maximum dex 
Hohenabhingigkeit der Elektronen-Photonen-Komponente entspricht. Zu- 


nachst bestimmen wir die Anzahl der Elektronen P\, die bei einer lawinen- 
haften Vervielfachung der Photonen entsteht, die sich beim Zerfall dex 
z°-Mesonen der i — 1-ten Generation gebildet haben. 


1) Diese Gleichungen beriicksichtigen nicht den Zerfall der geladenen Teilchen in ,,kern- 
passive‘. Folgende Griinde rechtfertigen diese Voraussetzung fiir unser Problem (obwob’ 
ein strenger Nachweis noch nicht zu fihren ist). 1. Uns interessieren hauptsachlich die 
hohen Energien; 2. die Gesamtenergie der Mesonen-Komponente macht allem Anscheim 
nach nur einen geringen Teil der Energie Ey aus. | 


Teilchenerzeugung bei hohen Energien 603 


»Gehen wir zu den iblichen Langeneinheiten (Strahlungslinge t) iiber und 
i beriicksichtigen, daB ein 7°-Meson in zwei Photonen zerfallt, so erhalten wir 


PP (t) = 


t 
Mi VPA in AN) (ee day fe 
‘ (i — 1)! a! : (¢—4) |=, 4] dt. (4,1) 


‘Dabei ist a = t/l ~ 2,2 — 2,4, und JT (E;/2, t,) ist die Anzahl der Elektronen 
sin der Lawine, die durch ein Photon mit der Energie H;/2 erzeugt worden 
Hist, wenn diese Lawine den Weg ¢, durchlaufen hat. Unter Benutzung der 
) Darstellung (56, 57) 


i (m) 1 a 

\ E; ?; Tater bi (t, —tm) 

I a| 4] =e" ; (5, 1) 
i 2 

| 2B7™) 0,6 

| mit eA”) TT", b, = 27 o sy be i ? 

i a 


2nA [n (1 — A)? ae +of™ i—1 


(@ —1)!a? oe, (—1)# OF, ti-F-1 x 


t, 1 (m) - 
=e — => Os\te ts 
wee tke * « ae (6, I) 
0 


iP; (t) = 


"oder 
t 
; _— A)i—1 RL st 
ee So eet 
| (1 —1)! a! k=0 
x oar aE Ste [  e# (e+ VOf dz, (7, I) 
Hela 
L G 2 
; (; + 5; i. 1 
dabei ist CO; = 2b; ELS b; 
P; (t) 


dP; (t) QnA [n (1 ae A)ji-} => bi [ery a cee 
a = ; Mm, & x 
dt (2 = 1)! ar 
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x 2, br 
(1°) 
Vive 
x {[—pe+ @—#-0)] | o* (24 VOfae). (3, 1: 


—VGE 
Wie wir im folgenden sehen werden [vgl. (10,1), (11, 1)] ist im Gebiet deg 


Maximums der Elektronenkurve (wo = 0 ist 


b; | 

y% t> VC: 5) 
wir untersuchen also das Gebiet ¢ > Y2C,/b;. 
Dann wird 

Vuit-Ve ; 
2 

[ome + Vp ae ~ 2 vay. 
—VGr 


Die Summe in (8, I) 14Bt sich vereinfachen, und es wird 


aPi(t) ‘-] 
a 


20; 

b; ; i= 1Ghe 
=t— i| Se 
a 


=a fe as byron Sean Sots = (9,1 


dt 


Das Maximum 4%) ‘der Kaskadenkurve, die das Verhalten der Elektronen 

der i-ten Generation beschreibt (unter der Voraussetzung, daB die Elektroner 

unmittelbar durch die kernaktive Komponente erzeugt werden), liegt also be: 
1,64) 


1) 
et er ke (10,1 


Die Energie der Teilchen der i-ten Generation betragt HZ; = E,/n', also wirc 


x 
In. —ilnn —InB 


Gea |p . : (11,8 


Betrachten wir den Index 2 als eine stetige Funktion, so erhalten wir 


au ‘ : _ 1,6In J 


an ; (12,1 


seer | 
1) Wir erinnern daran, daB em) das Maximum des reinen Elektronen-Photonen-Schauer: 
mit der Energie H;/2 ist. 
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Wie aus (12, I) hervorgeht, steigt te” mit i, wenn 
1,6 ln Pe 

\ “A 

ee Vielfachheit, n < 4). Der Mindestwent von ¢(™) ist also gleich ¢(™), 
4 und damit wird die Tiefe t(), die dem Maximum der. gesamten Elektronen- 
aah entspricht, gréBer oder gleich t(™). Ist dagegen 


1,6Inn 
SS OS 


0 5 10 15 20 2st 


| Abb. 5. Kaskadenkurven. Die Kurven I und II beschreiben die HOhenabhangigkeit der Elektronen-» und der 
kernaktiven Komponente fiir » = 3, die Kurven III und IV fiir x = 5. Die Ordinaten der Kurve V 
sind proportional den experimentellen Werten (13). Auf der Ordinatenachse entspricht der linke MaB- 
stab der Elektronenzahl, der rechte der Anzahl der kernaktiven Teilchen. 


) so ist der Minimalwert von nek gleich und in diesem Fall wird ¢() Ses 
Wir fiithren die Fallunterscheidung weiter durch: 


; ] 
1) EE ag 


ee 


3 2 (13, I) 
| Bei sehr kleinen Werten von n liegt also das Maximum etwa um den Faktor 

1,5 tiefer als das Maximum der Kurve, die den Héhenverlauf der von einem 
| Elektron mit der Energie Ey erzeugten Elektronen-Photonen-Lawine be- 
: schreibt. 


> ar. (14, I) 
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In diesem Fall liegt also das Maximum der Elektronenzahl stets tiefer als das 
Maximum der Anzahl der kernaktiven Teilchen. 


te (Bol Bic) 


Wegen et 
E | 
haben gop eT (15, 1) 


In Abb. 5 sind die Kurven dargestellt, die die Hohenabhangigkeit de 
kernaktiven und der Elektronenkomponente fiir folgende beiden Werte von ni 


beschreiben: 
n = 3 und n = 5 (Hy, = 105). 


Wie aus Abb. 5 hervorgeht, ist bei n = 3 (Kurven I und II) &”) ~ 1,5 In (£)/B);: 
bein = 5 (Kurven III und IV) liegt die Tiefe mit dem Maximum der Hohen-- 
abhangigkeit der Elektronen wesentlich unter dem Maximum der kernaktiveni 
Komponente. 


Anhang II 
Berechnung des Winkels 91, nach der Theorie von FERMI 


Wir berechnen zunachst den Winkel 1, (im L-System), innerhalb dessen die: 
Teilchen gerade die Halfte der Energie des Primarteilchens entfiihren. Bei! 
der Berechnung von #y, nach der Theorie von FERMI benutzen wir eine: 
Variante, in der keine Bildung von Nukleon-Antinukleon-Paaren an-: 
genommen wird. Wie HAZEN u.a. zeigten (53), (und wie sich wibrigens auch: 
zwanglos aus der Theorie selbst ergibt), beeinfluBt eine Beriicksichtigung: 
dieser Nukleonenerzeugung das Ergebnis kaum*). Nach FERMI betragt die: 
Anzahl der z-Mesonen im Phasenraumelement des S-Systems 


eee Laine nae (1, 11) 


[zum physikalischen Sinn der in (1,II) auftretenden GréBen vgl. § 1]. 
Diesen Ausdruck stellt man zweckmaBigerweise in folgender Form dar: 
cAre ee 
= 37 2 ot (l —&) p dp dy dé. (2, II) 
0 r=1 
Wir berechnen die Energie, die von den unter einem Winkel are cosy mit 
einem Impuls p fliegenden Teilchen abtransportiert wird: 


dn 


1 


= PARE eb aie OviGN 2 
Eng = = Pdpdy Dd. jet (l—e)dé = 
64 Seem ae 1 
eee | e-rvp(1+en) (1 aes) 
Eo(von)? 4, " | i rv PON o 
+ e—rep(1—on) (1 a ate) | (3, IT) 
TYP ON 


1) Eine Verallgemeinerung der Ergebnisse auf den Fall einer Nukleonenerzeugung laBt 
sich ohne weiteres durchfihren. 
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| Die von den Teilchen innerhalb des Winkels [arc cos 7, arc cos (7 + d7)] ab- 
_ gefiihrte Gesamtenergie H, betragt 


co 


— 6A a ee | = - = io 
E, dy = =—-— d = e—rrp(1+en) (1 
= Fone aie ?| * repen) * 


= 1 
+ erp (1—en) (1 zs Pah, 25 ) dp 
rypen || °* 
6AB n| 1 1 
== aa d = SS 
Eo (¥? 07)? (l—en)?? en(1 — en) 


1 if 
+ aan + eaten 4.01 
(I+ ent” on (l + en) Lie 
| Hierbei ist Bea} a = 1,08 
r=1 
Durch Integration tiber 7 von 7, bis 1 erhalten wir den gesamten Energie- 
| strom Ey,,, der von den Teilchen abgefiihrt wird, die sich unter Winkeln 
‘| & <arccos7 bewegen: 


= 6AB [ 2 1 207 
Eines en —in eH (5, II) 


im = I iy 2 
7m Eve Ll —@ 1—e 1—o% es 
und die Gesamtenergie 
— 1ZAB[ 2 
pent | ean aed (6, II) 
Eyvto Ll — e@ 1—@ 
Die Gleichung (6, II) kann zur Bestimmung von v benutzt werden. 
Zur Ermittlung von #y, benutzen wir die Beziehung 
E = y(E + pVn), (7. 11) 


B, 1 


wobei yy oes Oe 
2M YyiI-e+V? 


und E die Energie im L-System ist. 
Beachten wir, daB es sich um relativistische Teilchen handelt, so kénnen wir 


setzen E=yE(1+%). (8, IT) 


Der Winkel 9,, innerhalb dessen die Teilchen im S-System die Halfte der 
Energie abtransportieren, ergibt sich aus der Bedingung 


1 
= ea 
y [EMO+na =F (9, IT) 


ny, 
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Da in den uns interessierenden Fallen yy, ~ 1 ist (vgl. § 4), kénnen wir 
(9, II) folgendermaBen schreiben: 
1 ‘ pas 
te ai Eo Eo 
ei = 10, II 
[Bean Fe feo (10, IT) 
ay 


Aus (5, IT), (6,11), (10,11) ergibt sich, daB ny, eine Wurzel der Gleichung 


Q Lert? 20ny 1 + ONY | 
In = hi ln O74 (11, II) 
t—@ 12 "1 —e~ iene "1 ery, 
ist. Durch Ubergang zum L-System erhalten wir 
1, By 
yeas tga 12, II 
ie a ag) ( ) 


Die Gleichung (4,II) beschreibt die Winkelverteilung des Energiestromes im 
S-System. Um die entsprechende Winkelverteilung im L-System zu erhalten, 
benutzen wir die Tatsache, da8 uns das Gebiet mit 7 ~ 1 interessiert. Dann 
folgt aus (C) und (7,IT) 


2yd9=d0 und Ey = 2y Ep. 


Hieraus ergibt sich die Energie Z, die in dem Winkelintervall 3, # + dé 
emittiert wird. zu 
48 y3 AB 1 


Bq (¥* 7)? (1 —97)* 
wobei sich 7 = 7 (#) aus der Beziehung (C) ergibt. 


E,dd ~ odd, (13, II) 
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Kausale Formulierung der S-Matrixtheorie’) 


Von G. WANDERS 


Einleitung 


Dieser Bericht ist eine Zusammenfassung einer Reihe von Arbeiten, die 
Professor STUECKELBERG und seine Mitarbeiter der S-Matrix gewidmet 
haben (J, 2, 3, 4, 5, 6). Das Ziel war dabei, die allgemeinen Prinzipien auf- 
zusuchen, die fiir die S-Matrixtheorie grundlegend sind und zu untersuchen, 
inwiefern sie die S-Matrix bestimmen. Zwei solche Prinzipien sind nahe- 
liegend: es sind die Lorentzinvarianz, die eine relativistische Theorie kenn- 
zeichnet, und die Unitaritat, die die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlich- 
keit sichert (§ 2). Diese Forderungen geniigen zur Festlegung der S-Matrix 
noch nicht, und man muB als drittes Prinzip eine Kausalitatsbedingung hin- 
zunehmen. Ublicherweise wird die Kausalitat dadurch formuliert, da8 man 
verlangt, daB der raumartige Kommutator von zwei Feldoperatoren ver- 
schwinden soll, damit sich keine Signale mit Uberlichtgeschwindigkeit fort- 
pflanzen kénnen. Da man jedoch in einer reinen S-Matrixtheorie keine Feld- 
operatoren einfiihren will, muB man eine Kausalitatsbedingung auffinden, die 
sich direkt als Eigenschaft der Kerne, die in der S-Matrix auftreten, aus- 
dricken léBt. Die dazu geeignete Kausalitétsbedingung fordert, grob ge- 
sprochen, da Teilchen nur spater vernichtet werden kénnen als sie erzeugt 
worden sind. (Obschon die Aquivalenz der beiden Formulierungen sicher 
scheint, war es noch nicht médglich, sie explizit zu beweisen.) Da der hier 
benutzte Kausalitatsbegriff ein wesentlicher Zug der STUECKELBERGschen 
Methode ist, wird er in § 3 ziemlich ausfiihrlich diskutiert. 

Wenn einmal die Grundprinzipien festgelegt worden sind, stellt sich die 
Frage nach den méglichen S-Matrizen, die ihnen geniigen. Ks ist bisher noch 
nicht gelungen, dieses allgemeine Problem direkt anzugreifen. Der einzige 
Weg, eine Auskunft zu gewinnen, liegt in einem stérungstheoretischen Ansatz 
far die S-Matrix. Es zeigt sich, daB die Entwicklung der S-Matrix eindeutig 
durch die drei Prinzipien bestimmt ist, sobald eine (renormierbare) lokale 
Wechselwirkung vorgegeben ist, sowie geeignete Renormierungsbedingungen 
(§ 4). Diese Entwicklung ist identisch mit der tiblichen, die z. B. aus dem 
Hamiltonformalismus entspringt. 

Wenn man statt einer mikroskopischen nur makroskopische Kausalitat 
fordert, kann man prinzipiell eine nichtlokale Wechselwirkung ansetzen (§ 5). 


1) Ausarbeitung eines auf der Arbeitstagung fiir Theoretische Physik in Oberwolfach 
im April 1956 gehaltenen Vortrages. 
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Es erscheinen aber dann in den héheren Naherungen notwendig ernste 
Schwierigkeiten, indem unvermeidbare makroskopische Akausalitaiten auf.- 
treten. Die Kausalitétsbedingung kann also nicht mehr befriedigt werden. 
Damit kommen wir zum wichtigen SchluB, daB Invarianz, Unitaritat und 
Kausalitét nur im Rahmen lokaler Wechselwirkungen kompatibel sind. 
Obschon unser Beweis nur fiir die stérungstheoretische Entwicklung gilt, 
scheint es sehr plausibel zu sein, daB das Resultat allgemeingiltig ist. 


§1. Die S-Matrix 


Da die S-Matrix eine Theorie aller moglichen Streuexperimente liefern soll, 
beginnen wir mit der Beschreibung eines Gedankenexperimentes, das eine 
Idealisierung des konkret durchgefiihrten Streuexperimentes ist. Wir nehmen 
an, daB wir tiber ideale Zahler verfiigen: wird ein solcher Zaihler wahrend einer 
Zeit At eingeschaltet, so 
gibt er die Anzahl N,, der 
Teilchen an, die eine gege- 
bene Masse, Ladung, Spin, 

. haben (Index yu) und 
im Wellenpaket ¢;,,(x) ent- 
halten sind. (k numeriert 
die Wellenpakete, die die 
moglichen Zustainde eines 
Teilchens des Typus yw be- 
schreiben.) Der ganze Raum 
sei nun durch Zahler an- 
gefiillt, die saimtlichen 9, ,. 
entsprechen. Beim Streu- 
experiment (Abb. 1) werden diese Zahler zunichst zur Zeit ¢ — —Tf, 
wahrend eines Zeitintervalls At’ eingeschaltet, wobei sie die Verteilung NV, ,. 
der einlaufenden Teilchen tiber die Zustinde Pxu(X)1) messen. Wahrend einer: 
langen Zeit T' bleiben die Zihler dann ausgeschaltet und die Teilchen wechsel- 
wirken miteinander. Zum Schlu8 (bei t = +T7/2) werden die Zahler fir 
eine Zeit At’’ wieder eingeschaltet und geben die Verteilung M,, der aus- 
laufenden Teilchen tiber die Zustinde xi(%)*). Durch Wiederholung des: 
Experiments ist es méglich, die Ubergangswahrscheinlichkeit des Prozesses 
Nin M, mit beliebiger Prazision zu bestimmen. Diese Wahrscheinlichkeit: 
ist gleich dem Quadrat des Modulus des S-Matrixelementes S(M1,/Nxp, V). 
V gibt die Abhingigkeit der S-Matrix von der MeBeinrichtung an; diews 
Abhangigkeit verschwindet im Limes einer sehr groBen Zeit 7 und wenn die: 


Abb. 1. 


1) Die Méglichkeit ein- und auslaufender gebundener Teilchen, die durch Wellen-. 
funktionen (x,, x), ... mehrerer Raumzeitpunkte zu beschreiben waren, wird in dieser’ 
Arbeit ausgeschlossen. | 
*) Wie Abb. 1 zeigt, werden die ,,Randzahler“ spater als —T7’/2, resp. friher als + 7/2, 
eingeschaltet. Damit wird die Wechselwirkung der Teilchen in einem geschlossenen| 
Raumzeitgebiet V lokalisiert. Der Zustand ¥ (Nin) (siehe unten) bezieht sich also 
nicht auf die Ebene t = —7'/2, sondern auf eine Hyperflache o’. 


| 
| 
| 
| 
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ein- und auslaufenden Teilchen in Wellenpaketen endlicher Ausdehnung ent- 
halten sind, die zur Zeit —T7'/2, resp. +7'/2, weit voneinander entfernt 
liegen. 
Damit die Zahler eine genaue Kenntnis des Zustandes der einlaufenden 
Teilchen geben, ist es notwendig, daB die Wellenpakete ;,(z), die einem 
gegebenen Teilchentypus yu entsprechen, ein vollstandiges und orthogonales 
System bilden: 
[ do® gt u(x) Qe pe y (2) = 8 (ku y') (1,1) 
2! Pen(® &) Pky(2') = Din (x — 2’). (1,2) 


QL ist ein Operator, der durch den Teilchentypus bestimmt ist, und 
Dj(z —2’) ist eine invariante Funktion, die nur positive Frequenzen besitzt 
und derselben Wellengleichung wie die y;,,(x) geniigt. Analoges muB fir die 


x1,(x) gelten. 
Um den Streuvorgang quantentheoretisch zu behandeln, schreibt man einem 


Anfangszustand, der durch eine Verteilung N,, charakterisiert ist, den 
Vektor Y(N;,,,) eines Hilbertraumes zu. Dieser Vektor ist Eigenvektor der. 
Besetzungszahloperatoren N;,,1): 

Nyy VY (NS pe (Ney): (1,3) 


Fiihrt man die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aj, und a;, ein, 
die den Vertauschungsrelationen: 

[App Ot w)z = Ap Ob y FF Oe y Ay, = O(ky/k' p’) (1,4) 
genigen, so wird: Nep = Gin Gp (1,5) 
und eine Basis des Hilbertraumes wird durch die Vektoren aufgespannt, die 
man durch wiederholte Anwendung der Erzeugungsoperatoren aj, auf den 
Vakuumzustand ¥/(0) erhalt. 
Schreibt man ebenso dem Endzustand einen Vektor ®(M;,) zu, so wird die 
Ubergangsamplitude durch das Matrixelement der S-Matrix zwischen? (N; ,) 
und @(M,,) gegeben: 

S(Mi»|Neys V] = (O(Mh»), SIV] P(Ne,))- (1,6) 

Wir wollen nun (1.6) umformen, um die Ubergangsamplitude durch Raum- 
zeitintegrale auszudriicken. Man hat: 


W(Ne,) = TT Xen!) * (at) 0): @(M,,) entsprechend (1,7) 


wofiir wir symbolisch: 

Y (Neu) a Ay (0); @O(M, >) oa bj, G(0) 
schreiben (bf, sind die Erzeugungsoperatoren der auslaufenden Teil- 
chen). Dann wird: 


(@, SV) = (G(0), by, Sat, ¥/(0)) = 
= > > d(I'v'[lv) (G0), bry Sab y ¥(0)) 6(k w'[kyu). 


Uv’ k’ p’ 


1) Operatoren des Hilbertraumes werden durch Fettdruck gekennzeichnet. 
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Der Kunstgriff besteht nun darin, daB man die Faktoren 6(k' y'/ky), ... 
durch die linke Seite von (1.1) ersetzt; so erhalt man 


(D, SW) = [ do? (y) [ dor(x) xio(y) QPK (y/x) Qe) ye u(x) 
mit 


K(yl2) = 2X (P00), gro (y) bv eSab wot w(x) P(0)). 


Da die y und yx nur positive Frequenzen besitzen, tiberzeugt man sich 
leicht (indem man z. B. zur Fouriertransformierten tbergeht), daB sich 
K(y/x) folgendermaBen darstellen 1aBt: 


K (yx) = [ dta! [ dty’ Dg, (y — y') G(y'/2’) Dg (2 — 2). 


Aus 
Pru(%) = | do®(x') Dg, (e — 2) QO p%4(2') 
folgt dann 
Ss Nea /) =|dy, fda, » it (GPP) 
Wt (4) oo Py (Zz lene [Ty vee <a Pd (1,8) 


Hier haben wir die symbolische Schreibweise aufgegeben: y;, y; stehen 
fiir y,, und Yy,. 

Das Problem der S-Matrix ist nun mit der Bestimmung der Kerne @(y, .../ 
%,...; V) aquivalent. In den nachsten Paragraphen suchen wir die Be- 
dingungen, denen diese Kerne geniigen miissen, damit die drei Prinzipien 
der Lorentzinvarianz, der Unitaritaét und der Kausalitat befriedigt sind. 


§ 2. Lorentzinvarianz und Unitaritat 


Die Lorentzinvarianz soll die Tatsache ausdriicken, daB die Ubergangs- 
amplitude unabhingig vom Bezugssystem ist, in dem sie ausgewertet wird. 
Hat ein Raumzeitpunkt im urspriinglichen Bezugssystem die Koordinaten 
x4, so besitzt er in einem anderen System Koordinaten 2’# die sich aus x4 
durch eine Lorentztransformation ausrechnen lassen: 


74 — abe” — Hx Sie: (2,1) 


Von dem neuen Bezugssystem aus gesehen, erscheint ein Wellenpaket 
p(2) als g! (2’): | 
yp (x) = Xp(x) = Xp(Az’), (2,2) 


2 ist ein Operator, der durch A bestimmt ist und vom spinoriellen und 
tensoriellen Charakter von y(x) abhaingt. Der Einflu8 der MeBeinrichtung V 
geht in V’ iiber. Die Lorentzinvarianz wird durch folgende Gleichung aus- 
gedriickt: 


8lysa alot: VS ig, eunlpysiseegike je (2,3) 
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Ersetzt man beide Seiten durch ihre Ausdriicke (1,8) und faihrt man in den 
Integralen der rechten Seite gemaéB 2-—» A-1x neue Variabeln ein, so 
erhalt man 


fay, ves f day wots (yi) o>. G (yy. sft, 05.3-V') 9 (%)) 
= faty, | dba, eee DANS 
OA Gy ef ts eal) Pal ay) hoes 
mit (2.2) ist diese Gleichung erfiillt, ven 
Gyi te ties Vat yo GAs yy aA ae. eV) 1D gy eee (254) 
ist. 


Diese Invarianz ist erreicht, wenn G(y,, .../z,,...; V) durch eine Summe 
von Ausdriicken folgender Art darstellbar ist: 


[ate te (A ietnsl ans eye. -)- ViCGs, veel Dipak ty S44) (2,5) 
wo D°(y,,...) eine invariante Funktion ist: 
Da) = D(A? x) 5, 


und V(y,,...) eine skalare Funktion, die nur durch die MeBeinrichtung 
bestimmt ist, d. h. 
Vi (ary se ee (Ct ying af) 3 


Da die Streuung durch Prozesse entsteht, die im Innern des Raumzeit- 
gebietes V stattfinden, muB V(y,,...) Null sein, wenn einer der Punkte 
2;, y; oder z, auBerhalb von V liegt. Die Prozesse, die im Innern des Ge- 
bietes V vorgehen, in dem die Zahler ausgeschaltet sind (V c V), werden 
durch die Apparatur nicht beeinfluBt, V(y,,...) ist daher gleich einer 
Konstanten, solange alle Punkte im Innern von V liegen. Das einfachste 
Modell einer solchen Funktion ist ein Produkt von Funktionen eines einzelnen 
Raumzeitpunktes: 


Vi (Yr, Yor «++ Zn) = V(Y1) V(Y2) --- V (Zn) 
jo xaV 
mit V (x) \1 ecV (2,6) 


Wir nehmen an, daB V(x) in(V — V) stetig und unendlich oft differenzierbar 
ist und vom Werte Null zum Wert Eins monoton ansteigt. Man kann nun 
die Ubergangsamplitude (1.8) folgendermaBen umschreiben: 


Slyisns{Oys0- S50] Saif ode pecan ya) <z 


Vv» Vv %, Vv 


DEY ents oh X 453.801 VO OE) ies (2,7) 
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wo aL fiir J d'x V(x) steht, und D°(y,,.../%,,...; V) eine Funktion ist, die 


durch Integrale invarianter Funktionen tiber z-Variabeln mit Gewichts- 
funktionen V (z) gegeben ist [vgl. (2.5)]?). 
Die iibliche U (t,, t,)-Matrix wiirde man durch den Grenziibergang VoV 
erhalten (At’, At’ > 0). Eine solche Grenze existiert jedoch nicht [STUEK- 
KELBERG (4)], d. h.: man darf die endliche Dauer eines Experimentes nicht 
vernachlassigen. Die DysoNnsche S-Matrix entsteht aus dem Limes: 
T, At’, At’ +oco mit T>A?, At’. 
Neben der Lorentzinvarianz bildet der Satz, daB die Gesamtwahrscheinlich- 
keit vor und nach dem Streuvorgang auf Eins normiert sein muB, ein zweites 
allgemeines Prinzip, das die S-Matrix befriedigen muB. Dies geschieht, wenn 
S([V] unitar ist: 

S[V] S*(V] = S*[V] S[V] = 1. (2,8) 


Explizit ist diese Operator-Gleichung ein unendlicher Satz von umstind- 
lichen Integralgleichungen mit den Kernen D°(y,, .../2,, ...;;V) [STUECKEL- 
BERG und PETERMANN (5)]. Die einfachste dieser Gleichungen 
[(®(0), S[V] S*[V] (0) = 1] schreibt sich: 


S* (0/0; V) 8(0/05 V) + 3 (4)" (n> tee 


2%,V cae 


D&A xeyese sitet VDA wie. 23 talgeV) Dé te 2) cde DEM eg rs) TS 


Die komplizierte Struktur dieser Unitaritatsbedingung ist der Grund, 
warum es bisher unmdéglich war, in dem hier entwickelten Formalismus die 
exakte Auswertung der S-Matrix praktisch anzugreifen. Nur wenn man fiir 
die S-Matrix einen stérungstheoretischen Ansatz macht, nimmt die Uni- 
taritatsbedingung eine Form an, bei der sich die Rechnungen durchfiihren 
lassen (siehe § 4). 


§ 3. Das Kausalitatsprinzip 


Um die physikalische Bedeutung des Kausalisiétsprinzips, das wir nun ein- 
fiihren wollen, klarzumachen, soll zuerst der spezielle Fall einer doppelten 
Streuung besprochen werden. Die ein- und auslaufenden Teilchen, die an 
diesem Vorgang teilnehmen, seien durch Wellenpakete endlicher Ausdehnung 
beschrieben. Dann ist die Wechselwirkung zwischen den Teilchen praktisch 
nur in den Raumzeitgebieten wirksam, in denen sich die Wellenpakete 
tiberlappen, und die Streuungsakte kénnen in diesen Gebieten lokalisiert 
werden. Die Ausdehnung der Wellenpakete soll groB genug sein, damit 
trotz der Unscharferelation die Energie und der Impuls der Teilchen einiger- 
mafen gut bestimmt sind. Die Doppelstreuung laBt sich dann folgendermaBen 
beschreiben (Abb. 2). Zwei einlaufende Teilchen, die in den Wellenpaketen 


1) Da es sich herausstellen wird, daf diese invarianten Funktionen eigentlich Distri- 
butionen sind, miissen die Integrale (2,5) und (2,7) als Funktionale aufvefaBt werden. 
Die Anwesenheit der glatten Gewichtsfunktion V(x) sichert, daBR diese Funktionale 
fiir Funktionen ausgewertet werden, die dem Funktionenraum angehéren, in welchem 
die Distributionsanalysis ihre Giltigkeit hat. 
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'g, und ¢, lokalisiert worden sind, streuen sich im Raumzeitgebiet V, so, daB 
idas erste Teilchen im Wellenpaket y, auslauft. Das zweite Teilchen erfahrt 
‘eine weitere Streuung in V an einem dritten einlaufenden Teilchen g3 und 
i wird zuletzt im Wellenpaket y, beobachtet, wahrend das dritte Teilchen sich 
‘nach dem ZusammenstoB in x, befindet. Es ist klar, daB die zweite Streuung 
‘Gi spater stattfindet als die erste, daB also Vg in der Zukunft von V, liegen muB. 


‘Da das zweite Teilchen zwischen seinen beiden StéBen nicht mit Uberlicht- 


‘® prinzips tiber den betrachteten Vorgang. 
¢ Daher nennen wir ihn kausal; wiirde 
gaber Vz in der Vergangenheit von V, 


ie liegen, so ware der ProzeB antikausal. 


'Um die allgemeine Formulierung des 
4 Kausalititsprinzips vorzubereiten, be- 
jmerken wir, daB die Bilanz: Energie 
© der in V4 vernichteten einlaufenden 
4 Teilchen gy, und g, abziiglich der Energie 
‘des in V4 erzeugten auslaufenden Teil- 
jchens y,, eine positive Energie ergibt. 
i Diese positive Energie wird durch das 
Yzweite Teilchen nach Vz getragen. Man 


jkann also das Kausalitaétsprinzip da- 


sich nur in die Zukunft fortpflanzen 
‘kann, und dies mit einer Geschwindigkeit, die die des Lichtes nicht tiber- 


{Da das Kausalitaétsprinzip physikalisch begriindet sein soll, darf es nur Er- 
} eignisse ausschlieBen, die man prinzipiell beobachten kénnte, die aber in der 
{ Natur nicht vorkommen. Eine Aussage tiber die relative raumzeitliche Lage 
9 von zwei Gebieten, wie V4 und V3, ist aber nur dann eindeutig mdglich, 
jwenn diese Gebiete durch makroskopische raumliche und zeitliche Ent- 
i fernungen getrennt sind). Die korrekte Form des Kausalitaétsprinzips ist 
{daher: positive Energie kann sich auf groBe Distanzen nur in die Zukunft 
‘ fortpflanzen?). Das hei8t: nur makroskopische Kausalitit hat einen physi- 
kalischen Sinn und 148t sich experimentell priifen. 


» 2) In einer relativistischen Theorie mag es unmdglich scheinen, zu entscheiden, ob ein 
} raumlicher (oder zeitlicher) Abstand gro8 oder klein ist. In jedem konkreten Vorgang 
‘ sondert jedoch der totale Energie-Impulsvektor ein Bezugssystem aus, in dem der 
) Schwerpunkt der ein- oder auslaufenden Teilchen ruht. Die Abschétzung von raum- 
) lichen und zeitlichen Entfernungen soll stets in diesem System geschehen. 

| *) Es kénnte kein, daB diese Forderung noch zu streng ist, da8 man nur verlangen darf, 
/ daB makroskopische antikausale Vorgainge auBerst unwahrscheinlich, aber nicht voll- 
| standig ausgeschlossen sind. Da es aber sehr schwierig ist, die mathematischen Folgen 
' dieses milderen Prinzips abzuleiten, halten wir uns an unsere schairfere Formulierung. 
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Die Amplitude der Doppelstreuung wird durch das Integral 


EU EACAR ACHR AIC) 


Y3,V &,V 
D° (Ys; Yoo Ys/%y, Ze Xs V) Pr(L1) P2(Le) Y3 (X3) (3,1) 


gegeben. Der Kern D*(y,, ..., 23; V) soll die Eigenschaft haben, da8 das: 
Integral verschwindet, wenn sich 3, 7, und y, in einem Gebiete Vz treffen, das: 
im unteren Lichtkegel oder auBerhalb des Lichtkegels des Gebietes Vy, 
liegt, wobei V, das Uberlappungsgebiet von g,, g, und y, ist. Die Forderung; 
dieser Eigenschaft kann zur Bestimmung des Kerns beitragen. 

Beim Versuch, die vorhergehenden Uberlegungen zu verallgemeinern, tritt| 
eine wesentliche Schwierigkeit auf. Im besprochenen Beispiel ist es méglich, 
daB die Gebiete V, und Vz tatsachlich weit voneinander liegen, ohne daB die: 
Amplitude des Prozesses verschwindet, weil das zweite Teilchen sich zwischen: 
V, und Vz in einem reellen Zwischenzustand befindet, und reelle Teilchen 
beliebig weit gehen kénnen. Bei den meisten Vorgingen (z. B. bei der einfachen 
Streuung) entsteht aber die Wechelwirkung zwischen den einlaufenden Teil- 
chen wegen des Energie- und Impulserhaltungssatzes nur durch Austausch von 
virtuellen Quanten. Da virtuelle Teilchen eine sehr kurze Reichweite haben, 
ist es ausgeschlossen, daB die Vernichtungen und Erzeugungen der ein- und 
auslaufenden Teilchen in weit voneinander entfernten Gebieten vor- 
kommen. Das Kausalitatsprinzip scheint also mit solchen Vorgangen nichts 
zu tun zu haben. 

Um diese Schwierigkeit zu umgehen, denkt man sich die Teilchen an ein 
schwaches, langsam variables, klassisches Feld gebunden — die @ sind 
also Lésungen der Wellengleichungen mit auBerem Feld. Dann bleiben 
Energie und Impuls der quantisierten Felder nicht mehr erhalten und es 
k6énnen in allen Prozessen reelle Teilchen in Zwischenzustanden erscheinen. 
Das Kausalitaétsprinzip gibt daher Aussagen fiir alle Kerne, die in der S- 
Matrix vorkommen. Die Kerne fiir freie Teilchen werden durch den Grenz- 
tbergang fiir verschwindendes duBeres Feld bestimmt. 

Wir sind nun in der Lage, unser Kausalitaétsprinzip allgemein zu formulieren. 
Da wegen der Anwesenheit des auBeren Feldes die Amplitude eines 
Vorganges nicht mehr durch ein Integral gegeben wird, das sich praktisch 
nur uber die Uberlappungsgebiete der Wellenpakete erstreckt'), und da 
wir uns nicht mehr auf Wellenpakete endlicher Ausdehnung beschranken 
wollen, miissen die einzelnen Vernichtungs- und Erzeugungsakte in einer 
neuen Weise lokalisiert werden. 

Dies geschieht, indem wir V so in Teilgebiete zerspalten, daB die Amplitude 
eines Vorganges durch eine Summe gegeben wird, in der jeder Summand die 
Amplitude eines Prozesses ist, in welchem Vernichtung und Erzeugung der 
ein- und auslaufenden Teilchen in gewissen Teilgebieten lokalisiert sind. Wir 


1) AuBerdem soll die Tatsache, daB die Wechselwirkung im Falle freier Teilchen nut 
in diesem Uberlagungsgebieten wirksam ist, aus der Theorie herauskommen, und nicht 
von vornherein postuliert werden. 
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i) miissen aber mit etwas Sorgfalt vorgehen, da die scharfen Grenzen der Teil- 
6 gebiete (wie bei V) zu divergierenden Integralen fiihren kénnen. Statt Teil- 
¢ gebieten fiihren wir deswegen besser eine ,,Zerlegung der Einheit“ in V ein 
© [partition de l’unité, siehe SCHWARTZ (8)]. Es handelt sich dabei um einen 
endlichen Satz stetiger, unendlich oft differenzierbarer Funktionen v,(z), 
| die auBerhalb eines Gebietes V, Null sind (V4 = Trager von v(x); re Va 
) wenn v,(x) +0), innerhalb eines Gebietes V4(V4 C V4) den Wert Eins 


, haben (v4(x) = 1 wenn xe V4) und in (V4 — V4) so verlaufen, daB 


/ Lv (zp wenn ee, (3,2) 
{ ‘A 

( Dann wird 

| V (2) es Va(z), wo Vy4(x) = V(x) v4(x) (3,3) 


H 
l 
UF 


ist und die Amplitude eines beliebigen Vorganges zerlegt sich in eine Summe, 
deren allgemeiner Term folgende Form hat: 


[erp RON Fee? (ays 5.0] Byy, + »5, V)-Gy (44) one (3,4) 


Yy,V Ay %,VB, 


yf 
Y 
1 
Pi 


(3.4) ist die Amplitude eines Prozesses, in 
welchem die auslaufenden Teilchen in den 
Gebieten V,, ... erzeugt und die ein- 
Jaufenden Teilchenin Vz, ... vernichtet wer- 
den. Wenn die zeitliche Ausdehnung dieser 
Gebiete groB genug ist, so daB die Un- 
bestimmtheit AH in der Energiebilanz der 
einzelnen Erzeugungen oder Vernichtungen 
(AH @ 1/At) wesentlich kleiner als die 
Energie der erzeugten oder vernichteten Teil- 
chen ist (1/4t < Emin = minimale Teilchen- 
energie), so entsprechen diese Prozesse Ener- 
gie-Emissionen oder Absorptionen, die in 
den Gebieten V4, und Vz, stattfinden. 

Wir denken uns nun die Gesamtheit der in 
(3,4) vorkommenden Gebiete in zwei Grup- 
pen (V’) = (Vay, Vay) und (V")= (Var, Vy") 
zerlegbar, so daB jedes Gebiet der ersten Abb 3. 

Gruppe in der Vergangenheit aller Gebiete 

der zweiten Gruppe liegt (Abb. 3). Ein Vorgang wird alskausal bezeichnet, wenn 
die Bilanz der Emissionen in den V4, und Absorptionen in V3, eine Energie- 
emission ergibt, waihrend die Prozesse in (V’) insgesamt einer Absorption 
entsprechen. Im anderen Fall ist der Vorgang antikausal. 

Das Kausalitatsprinzip fordert nun, dai asymptotisch (wenn die zeitliche 
Entfernung von (V’) und (V”’) sehr gro8 wird) nur die kausalen Vorginge 


the | 
u“ 
Bimal 


(iC 


So a Ep fl CLD Wo 
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a 
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eine nicht verschwindende Amplitude haben dirfen!). Mit anderen Worten: 
die makroskopisch antikausalen Prozesse, bei denen sich negative Energie in 
die Zukunft fortpflanzt, diirfen zur Gesamtamplitude keinen Beitrag geben*). 


Wir suchen nun nach den Bedingungen, die ein Kern D*(y, .../a, ...; V}) 
erfillen mu8, damit die Kausalitat gesichert ist. Es ist erstens méglich, daB} 
ein Teil A°(y, .../2,,...; V) des Kerns asymptotisch tiberhaupt zu keinem 
Vorgang einen Beitrag geben kann. Das heiBt, daB der Ausdruck (3,4), int 
dem D¢ durch A‘ ersetzt worden ist, mindestens exponentiell in 7’ abklingt, , 
wobei 7’ die kleinste Zeit ist, die zwei Gebiete der Gruppen (V’) und (V”)) 
trennt; es gilt also: 


lim be [eed on Ge ANY temas K) ala se =0 (8,5)| 


fii 1 Va, %, VB, 

fir beliebiges n und alle méglichen Wellenpakete y und y. Wegen der Lorentz- 
invarianz verschwindet A° nicht, sobald verschiedene Punkte auf einem 
Lichtkegel liegen. Das Abklingen des Integrals kann also nicht allgemein fir ' 
alle relative Lagen der Gebiete V4, und Vg aus einem Abklingen des Inte- 
granden resultieren. CHRETIEN und PEIERLS (7) haben jedoch die Existenz 
von Funktionen A° bewiesen, fiir welche (3,5) gilt, solange das Frequenz- 
spektrum der Wellenpakete nur endliche Frequenzen enthalt. Da wir aber 
nur Vorgange betrachten, an denen Teilchen endlicher Energie teilnehmen, 
ist diese Einschrankung vom physikalischen Standpunkt unwesentlich. 

Die Restfunktion 2° = D* — A*® muB den Anteil des Kernes D¢ enthalten, 
der Energie auf groBe Distanzen fortpflanzt, und sie muB so beschaffen sein, 
daf nur positive Energie von (V’) nach (V’’) iibertragen wird. Eine hin- 
reichende Bedingung dafiir ist, daB die Fourierzerlegung von ®° fiir 
x4, y;* > a4, yt folgende Struktur hat: 


DUS nie Bis o> 1 Lu ee Se ar, oe [Oki 
[epi ... [apy ... Oki +. — pit —-..) 
DS Sh etc: mek) eth Tt (ie car eke: tok 
SE eat. — gy an aS ages se (3,6) 


wo @ die titbliche Stufenfunktion ist: O(z) = 0 fir z<0, O(z)=1 fir 
z > 0. Die Bedingung ist auch notwendig, da der Teil von D’, der negative 
Energie fortpflanzt, (k’4 + --- — p;/4 — --- < 0) kurzreichweitig sein muB. 


*) Die Bedingung, da8 Energie auf groBe Distanz nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit 
fortschreiten darf, ist hier nicht erwahnt. Man kann sich diese Forderung tatsachlich 
ersparen, da es sich zeigt, daB sie notwendig erfiillt ist, wenn das hier formulierte 
Kausalitatsprinzip in invarianter Weise (siehe § 2) realisiert wird [F1ERz (9)]. 

*) BocoryuBow und ScuirKow (10) haben kiirzlich ein ahnliches Kausalitatsprinzip 
eingefiihrt, das zur Bestimmung der S-Matrix geeignet ist und das sich mathematisch 
sehr elegant formulieren la8t. Es handelt sich aber um mikroskopische Kausalitat, und 
es scheint nicht méglich zu sein, diese Formulierung der Forderung der makroskopischen 
Kausalitat anzupassen. 
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Er ist daher in A° einzufiihren und kann dann zu ®°* keinen Beitrag 
£ geben. 

* Damit die S-Matrix kausal ist, ist es also hinreichend und notwendig, daf 
die Kerne D* in einen ,,kurzausgedehnten“ Teil 4°, durch den (3,5) verifiziert 
wird, und einem ,,weitausgedehnten‘ Teil D°, der der kausalen Frequenz- 
bedingung (3,6) geniigt, zerlegbar sind. 


§. 4. Die stérungstheoretische Entwicklung, lokale Wechselwirkung 


' Das Problem der S-Matrix hat sich nun auf die Bestimmung der Lésungen 
{ D°(y,, .../%,...; V) der Integralgleichungen (2.8) reduziert, die die in- 
_ variante Struktur (2,5) haben und deren weitreichende Anteile der Kausali- 
| tatsbedingung (3,6) geniigen. Die so gewonnene S-Matrix wiirde das Ver- 
| halten von Teilchen aller Arten, die durch alle méglichen Wechselwirkungen 
; gekoppelt sind, beschreiben. Wie schon erwahnt, ist es noch nicht gelungen, 
4 dieses allgemeine Problem anzugreifen. AuBerdem ist der hier aufgespannte 
Y Rahmen fiir praktische Zwecke viel zu weit. Man méchte sich auf eine kleine 
_ Anzahl von Teilchenarten beschranken, deren Wechselwirkung durch eine 
~ einzige Kopplungskonstante charakterisiert ist. Der einzige bekannte Weg 
t dies durchzufihren ist, fiir die S-Matrix einen st6rungstheoretischen Ansatz 
zu machen, indem man S[V] als eine Potenzreihe nach der Kopplungs- 
; konstanten g hinschreibt: 


S[v] = ye S, [7] (4,1) 


; S,[V] kann gleich 1 gesetzt werden (Phasennormierung). Die Teilchenarten, 
) die beschrieben werden sollen und die Natur ihrer Wechselwirkung werden 
E durch die Wahl von S,[V] festgelegt. Die nachsten Terme werden dadurch 
| bestimmt, daB man verlangt, daB jede Naherung 
| 
| 
| 
: 


SL] aoe 9” SnlV] (4,2) 


fiir sich lorentzinvariant, kausal, und bis auf Potenzen g”*} unitar sein soll. 
Diese stérungstheoretische Unitaritaétsbedingung hat die Eigenschaft, daB 
sie den hermitischen Teil H,[V] von S,[V] vollstandig aus Termen niedrigerer 
Ordnung bestimmt. Es mége namlich gleichzeitig 
SOS a, Deg" S, Sv =i 
mm <n 


und 
Sev Se-D+ w > ge Sin St. el 


m+m'sn—l 
gelten. Subtrahiert man diese Gleichungen, so bleibt: 
n—1 
H,[V] =4(Sa(V] + SilV]) = si ae a Sn[V] Si—m [V].- (4.3) 
n= 


Das Kausalitatsprinzip soll dann den antihermitischen Teil (kausales 
Komplement) A,[V] = 4(S,[V] —Si[V]) festlegen. Dies geschieht, indem 
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es eine Zerlegung von H,[V] in einen kausalen und einen antikausalen 1 
Anteil definiert: 


H,[V] = 4(S°(V] +801); SPV] = SP" (7). (4,4) 


Dann setzt man: 
A,{V] = (SO LV] — SPV) (4,5) 
und es wird: 


S,(V] = S°[V]. (4,6) 


Die Zerlegung (4, 4) von H,[V] entsteht aus einer Zerlegung seiner Kerne 
DRGs eal Bes ea 


Dj = ¥ (Dn + Dr) = $ (Dn + An + Da + Ai). (4,7) 
Hierbei sind D‘%,und D% invariant im Sinne von (2.5) und es ist Df = D5. 


Man sieht, daB der Imaginidrteil der kurzausgedehnten Funktion A, un- 
bestimmt bleibt. 

Die Kausalitaéts- und die Unitaritaétsbedingung erlauben es also, eine n-te 
Naherung aus den niedrigeren Naherungen eindeutig abzuleiten, bis auf 
unbestimmte, kurzausgedehnte, antihermitische Terme. Da die erste Niahe- 
rung gegeben ist, ist es méglich, eine stérungstheoretische Entwicklung auf- 
zubauen. Im Falle einer lokalen Wechselwirkung zeigt es sich, daB dieses 
Programm durchgefiihrt werden kann; die Entwicklung ist dann im Falle 
renormierbarer Theorien eindeutig, da die Unbestimmtheiten in den A,[V] 
durch physikalische Bedingungen beseitigt werden kénnen (Renormierung) 
(2, 3, 5). Ist die Wechselwirkung dagegen nichtlokal, so wird das Programm 
unausftthrbar, da es sich ergibt, daB in den héheren Naherungen die Zer- 
legung (4,4) unmoglich wird (6). 

Diese Aussagen sollen nun im folgenden fiir ein einfaches Beispiel teilweise 
erlautert werden. Wir betrachten den Fall, in dem nur Teilchen einer Sorte 
vorhanden sind, die eine Masse m und den Spin 0 haben. Diese Teilchen 
werden durch ein skalares und reelles Feld u(x) beschrieben, das Lésung einer 
Klein-Gordon-Gleichung ist: 


(0 — n? — 2meA(z)) aia =a) (4,8) 


wobei A (x) das auBere Feld ist, das wir fiir das Kausalitatsprinzip brauchen; 
é ist eine kleine Kopplungskonstante, die im Grenzfall freier Teilchen Null 
wird. 

Die Wechselwirkung sei allgemein durch 


SV] = if il ee u(x) u(y) u(z): T(x, y, 2) (4,9) 
x,V u,V 2,V 
definiert. Im Falle einer lokalen Wechselwirkung wird 
I(x, y, 2) = 6(% — y) d(y —2). (4,10) 


Allgemein wird eine lokale Wechselwirkung dadurch charakterisiert, da®B 
die einzigen, kurzausgedehnten Funktionen A(z,,...) die in den Kernen 


' 
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D°(z,, ...) vorkommen kénnen, Produkte von 6-Funktionen und ihren Ab- 
1 leitungen sind; also: 


D(x.) = Dlx, .-.) + i 


A 0 Mei 
I] ¥ mas( 5-3] O(%; — %j41). (4,11) 
= is Ox; 


Dabei muB D°(z,, ...) der Bedingung (3,6) geniigen. 

Wir beschranken uns hier auf die Diskussion der zweiten Naherung S@[V] 
(© [fir die Auswertung hdherer Naiherungen siehe STUECKELBERG und GREEN 
* (3)]. Die Unitaritatsbedingung (4.3) gibt far H,[V]: 


H,[V] = —$8,(V] Si[V] = —J [[D(e«—y)1+ 


z,Vy,V 
+ Dey (% — y): u(x) u(y): +Dgy(% — y): u(x) u(x) u(y) u(y): 
+ : (uU(x))? (u(y)? =] 


} 
| 
| 
| 
\ 


© Der Kern D¢,(x — y) des Streuterms ist durch 


9 9 - 
De (% — y) = | Dale — y) = a (Dn(% — y) + Dn(x — y)) (4,12) 
" gegeben, wobei D;,(x) = [D},(x)]* ist, und Dj.(x — y) durch (1,2) definiert 
ist. Da die Funktion D},(y — x) nur positive Frequenzen hat, und daher 
D,(x — y) nur negative Frequenzen besitzt, ist die Zerlegung (4,7) von 
Dd;(z — y) in einen kausalen und einen antikausalen Anteil klar’): 


Diz — y) = D4 (% — y) + icy 6(% — Y); Coy = (Caa)* 

: 9 ¢ 9 + es 

DoE(t —y) = ai Dy (% —Yy) =F [O* (a — y).Dn(z — y) + Ox nig) 
Da(e—y= (Diz —y) —26Dale— W413) 


wo O*(x) = O(2*), O- (x) = O(—2z"*) ist. Der Kern D(é,(x — y), der die 
elastische Streuung von zwei Teilchen in erster Naherung beschreibt, wird 
nun dadurch festgelegt, daB man cy, = 0 setzt. Sonst wirde die S-Matrix 
eine Punktwechselwirkung 79?c,,):[u(z)]*: enthalten. 

Der Kern D(x — y) des bilinearen Selbstenergieterms wird durch 


D&y (x — y) = 4 (De (x — y) + De(z — y)) 


mit 
9 
Dez — y) = 8 Dy (x — y)- Dn (z —y); Dez — y) = [Dé (z — y)]* 
(4,14) 


') In SchluBformeln wie (4,13) wird stets der Grenziibergang e — 0 stillschweigend 
gemacht. 
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gegeben. Wie man leicht einsieht, besitzt D¢,(x — y) nur positive Fre.. 
quenzen, und die Aufspaltung von D(x — y) in einen kausalen und einen 
antikausalen Anteil gibt, analog zum vorhergehenden Fall: 


D(x — y) = Dé, (x — y) + te 6(% — Y)}3 Cay = (Ccr»)* 
Do (% — y) = OF (x — y) DB, (z — y) + OD (x — y) Dalz — y) 
— _ Din (@ — y) Dn (x — y) = a (Di,Dl, — 4DmDm — 44 Di, Deg) | 
(4,15) 


Wie bekannt ist, existiert die Fouriertransformierte dieser Funktion, besser 
gesagt ihres Imaginirteils, nicht (Ultraviolettkatastrophe). Dies kommt daher, 
daB D},(x — y) und D,,(z2 — y) in der Produktbildung als Funktionen 
behandelt werden, was nicht erlaubt ist, da ja D},(z — y) und D,,(x — y) in 
Wirklichkeit Distributionen sind1). Ein direktes Produkt von Distributionen 
kann im allgemeinen nicht als Distribution erklirt werden (z. B. [6(x)]*), 
die Distributionen D}, (a — y) und D,,(x — y) bilden jedoch einen Sonderfall, 
so daB es konsistent méglich ist, ihr Produkt als eine Distribution zu defi- 
nieren?), Diese Distribution ist aber zum Teil unbestimmt: 


Di(% — y) Dn (x — y) = T(x — y) + ¢6(x — y) (4,16) 


wo 7'(a — y) eine eindeutig bestimmte Distribution und c eine willkiirliche 
reelle Konstante ist. Da Di,(z2 — y) Dm(x —y) zum Imaginarteil von 
D(x — y) beitrigt, kann diese Konstante mit in cj) hineingenommen 
werden: 


ic Q 4 
Dg (x — y) = De(x — y) —1 3 T (x — y) + tC) d(x — y). (4,17) 


Die Konstante ci) wird nun dadurch bestimmt, daB die Masse m gleich der 
experimentellen Masse der Teilchen sein soll (Massenrenormierung). Dies ge- 
schieht, wenn 


[aty Dg (x — y) u(y) = 0 


gilt, d.h., die Fouriertransformierte D.$(p?) mu8& folgender Bedingung 
genigen: 
DZ(—m?) = 0 (4,18) 


Diese Gleichung wird tatsachlich, wie es sein muB, durch eine reelle Kon- 
stante Cy) gelést, da D,(— m*) = 0 ist [cy = 9/2 (22)? T(— m?2)]. Die 
Renormierung besteht also hier in der Festlegung einer endlichen Konstanten, 
und nicht, wie tiblich, in der (fragwirdigen) Eliminierung einer Unendlichkeit. 
Damit ist die zweite Niherung S®[V] vollstandig und eindeutig bestimmt. 


1) Fiir die expliziten Ausdriicke von D},(x — y) und Dm(a — y) siehe z. B.: RiV1ER (1). 
Dort steht jedoch D* fiir D und D° fir D. Wir haben hier die jetzt iibliche Schreib- 
weise angenommen. 

2) Da das Divergenzproblem nicht eigentlicher Gegentand dieser Arbeit ist, wollen wir 
auf diese Frage nicht weiter eingehen. Vgl. STUECKELBERG und PETERMANN (9). 
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Aan kann so weiter verfahren und die héheren Naherungen aufbauen; das 
irgebnis ist eine Entwicklung der S-Matrix, die identisch mit der itiblichen 
ntwicklung ist, die man etwa aus den Dysonschen Regeln erhalten wiirde. 
‘Zin wesentlicher Punkt ist, daB das Renormierungsverfahren sich konsistent 
jn unsere Formulierung einfiigt, indem es zur Bestimmung gewisser Kon- 
tanten fiihrt (Massen- und eventuelle Ladungsrenormierung), die die sonst 
fenutzten Bedingungen nicht festlegen kénnen. 

j ‘AbschlieBend kénnen wir also sagen, daB die drei allgemeinen Prinzipien der 
' Invarianz, der Unitaritat und der Kausalitit die Entwicklung der S-Matrix, 
ie einer gegebenen lokalen und renormierbaren Wechselwirkung entspricht, 
yeindeutig bestimmen, sofern geeignete Renormierungsbedingungen vor- 


ie 


§5. Nichtlokale Wechselwirkung 


*Dadurch, da man im Falle einer lokalen Wechselwirkung als kurz aus- 
i gedehnte Funktionen A(z,,...) nur Produkte von 6-Funktionen und ihrer 
¢ | Ableitungen zulaBt, werden nicht alle Moglichkeiten ausgeniitzt, die unser 
eo eteprine erlaubt ; eine lokale Theorie ist ap eat: kausal, und 


‘ laufig in den héheren Naéherungen auf makroskopische Antikausalitéten 
K | ae 

In (4.9) ist nun also J'(z, y, z) ein invarianter, symmetrischer und reeller 
Pirormfaktor: 


I(x, y,2z) =I y, «, 2) =--- 
T(z, Y, 2) = rhe Y, z)]*; (5,1) 


der aus Kausalitatsgriinden kurz ausgedehnt sein muB. Wie CHRETIEN und 
| PEIERLS (7) gezeigt haben, muB dann die Fouriertransformierte C (p?, k?, g?) 
h 


(x, y, 2) = (2)* [ d*pdtq d*k b(p + k + g) C(p?, 2, g?) ebwzttuta (5,2) 
C(p?, k?, g°) = C(k?, p®, g*) = [C(p*, k?, 9?) ]* 
und ihre Ableitungen tberall beschrankt sein: 
Rie Ore 
d(p?y" (KY 


Wir machen die vereinfachende, fiir das Endresultat aber unwesentliche 
Annahme, daB C(p?, k?, q?) faktorisierbar ist: 


C(p?, k?, q°) = (2) 4 L(p*) L(k*) L(q?) (5,4) 


C (p?, k?, 9"). iim (5,3) 


a” i | 
apap HOP| <e 


1) Dieses Kapitel ist im wesentlichen eine Zusammenfassung einer Arbeit von 
STUECKELBERG und WANDERS (6). Fiir alle Einzelheiten sei darauf hingewiesen. 


626 G. WANDERS 


Dann gilt: 
I(x, y, z) = [d'w A(x —w) A(y —w) A(z — w), (5,5 


wobei L(p?) die Fouriertransformierte der kurz ausgedehnten Funktion A (x 
ist. L(p?) sei so normiert, daB 
(2x)? L(— m?) = 1 (5,6) 

ist. 
Der hermitische Teil des Selbstenergiekerns ist jetzt in zweiter Naherung 
durch 

Da(y—y¥) =4 Daly -—¥) + Daly-Y)] (5,7) 
mit 

Dd (y—y') = = [ d4zx d'z d'x’ d4z' I'(x, y, z) Dn (x — 2’) 


Dy, (z ee z') I(z’, y’, z') (5,8)*) 


gegeben. Man erkennt leicht, daB D?)(y — y’) nur positive Frequenzen 
besitzt und daB daher der Kern 


Doly—y¥) =O (y—y) Daly —¥) + Oly —Y') Daly —y¥) + 

+ tAe(y—y) (5,9) 
der Kausalitaétsbedingung geniigt, wenn 4..,(y — y’) eine beliebige reelle 
kurz ausgedehnte Funktion ist. Die Fouriertransformierte von D5,(y — y’) 
ist nun von vornherein konvergent, da der Formfaktor, wie erwartet, hier 
die Rolle einer Abschneidefunktion spielt. Man sieht jedoch, daB mit dem 
nichtlokalen Ansatz die Eindeutigkeit der S-Matrix verloren gegangen ist, 
da man nicht weiB, wie man A,.(y — y’) festlegen soll. Eine ,,natirliche 
Wahl‘ wire 4.)(y — y’) = 0. 
Der Streuungsterm ]4Bt sich leicht behandeln, und es zeigt sich, daB der 
entsprechende kausale Kern folgende Form hat: 


D ila, 2/2’, 2') = [ dty dty’ A(a — y) A(z—y) [Dry — y') + 
+ tAwly —y Aly —2# Aly —z’). (5,10) 


Die natiirliche Wahl fiir die kurzausgedehnte Funktion 44)(y — y’) wire 

hier: 

iAwly —y') = | dw dtw' A(y — w) Dj, (w — w') A(w'— y') —Din(y — y') 
(5,11) 


Man priift leicht, daB diese Funktion tatsichlich kurz ausgedehnt ist, da 
ihre Fouriertransformierte gleich 


— 21D, (p*) [L? (p?) (22) — 1) 


ist und wegen (5.6) auch fiir p? = — m? regular ist. 


1) Um die Diskussion zu vereinfachen, haben wir den Grenziibergang V -> oo bereits 
vollzogen. 
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H3[V] = —}$(S,[V] S3[V] + S,[V] S{[V]) = 
=| | [ D& («, y, 2): u(x) uly) uz): ++ (5,12) 


ZV y,V 24V 
eVegen (5,5) hat Dd,(z, y, z) folgende Struktur: 
1Da,(x, y, 2) = [ dta! dy! dte! A(z — 2’) Aly -y) A —2) P(x’, y', 2) 


i 
Y 
7 


(5,13) 
bind es ist: 
F(a, y, 2) = 4 [Di(% —2) D(z — y) Dn(y — x) + F(x, y, 2)] 
+ kompl. konj. (5,14) 
imit 
F(x, y, z) = [A(x —z) Dn(z — y) Dn(y — 2) — A(Dn Dm — 
: — £DnDn)\ + [DinADi, — ...] + (Din Din A — -..] (5,15) 


: kausale Anteile zerlegt werden. Es ist klar, daB D(x, y,z), wenn es existiert, 

dieselbe Struktur (5,13) wie D(3,(x, y, z) haben wird: 

D(x, ¥, 2) = [date dty’ d4z’ A(x — 2) A(y— yy) A(z —2) F(a’, y’, 2’). 
(5,16) 

\In der Diskussion der Kausalitat betrachtet man Integrale folgender Art: 


[dha dy dtz V4 (xt) ut (x) Va(y) us(y) Volz) ue(z) D(x, y, 2). (5,17) 
Als Folge von (5,16) hat man dabei zuerst Integrale wie 
[data A(x — x’) Va(2') ut (2’) = @4 (2) (5,18) 


Jauszuwerten. Da nun A(x —2’) eine kurz ausgedehnte Funktion ist, 
} [V4(x') u,(xz’)] einen begrenzten Trager V, hat und ein Frequenzspektrum, 
das nur endliche Frequenzen enthialt, ist @4(z) eine Quellenfunktion, die 
4 praktisch nur in V4, von Null verschieden ist. Man betrachtet also statt 
4 (5,16) das Integral 


[ atx d*y d*z 05(2) on(y) ec(2) F*(z, y, 2) (5,19) 


i und die ,,innere‘‘ Vertexfunktion muB die itiblichen kausalen Eigenschaften 

haben. Man muB daher F1(z, y,z) in einen kausalen und einen antikausalen 
| Anteil zerlegen. Wenn diese Zerlegung tiberhaupt méglich ist, ist der kausale 
| 43 Zeitschrift »Fortschritte der Physik** 
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Anteil gleich dem Term, der in (5,13) explizit geschrieben ist, von einer be: 
liebigen kurz ausgedehnten Funktion i 4(s)(x, y, z) abgesehen. Wir miisser: 
also priifen ob 


F*(z, Y; z) = Dis 1) Di@ =n y) Dinly —x) 2% F(z, Yy; z) (5,20. 


ein kausaler Kern ist. Der erste Term ist offenbar kausal, und wir braucher 
ihn nicht naher zu besprechen (er ist gleich der Vertexfunktion der lokaler 
Theorie). Die Terme A Dj, D von F scheinen makroskopisch kausal zu sein: 
da der weitreichende Teil D,D,, kausal ist, und der nichtkausale Teil 4 
kurzausgedehnt ist. Weil D,,(z — y) Du(y — x) —1+ Dn(z — y) Dn(y—z} 
= Oist, wennz und x zusammenfallen (z = x), und weil 4 kurzausgedehnt ist, 
sieht es aus, als ob die Terme A(D,,D,, —1D,D,,) kurz ausgedehnt seien. 
Somit wire F“(z, y, z) makroskopisch kausal. 

Diese Argumente sind jedoch falsch, und um es klarzumachen, betrachten 
wir AD;,D;,, wenn z>y> 2 ist, so daB AD},Di,= —1LAD;Dj, ist. 
Mit Hilfe der Fourierdarstellungen bekommt man dann: 


A (a — 2) Di(z — y) Di (y —2) = (2x) [ dtp dtg [[dtk A(k) Din (p +h) 
Dé(a + k)| ei? (-—y) +i7(y—2) (5,21) 


Man erinnere sich nun daran (siehe §3), daB nur endliche Frequenzen ins 
Spiel kommen dirfen, wenn eine kurz ausgedehnte Funktion auch auf dem 
Lichtkegel asymptotisch verschwindende Beitrage geben soll. Hier wird aber, 
unabhangig von den ,,auBeren‘‘ Frequenzen p‘ und q, tiber die bis ins Unend- 
liche reichenden ,,inneren‘‘ Frequenzen k* integriert. Daraus sieht man, daf 
das Produkt A Dj, D;, in (2 — x) nicht kurzausgedehnt ist, obwohl A es fiir 
sich allein ist. 

Um dieses Resultat explizit zu beweisen, rechne man z. B. das Integral 


@O(y) = [ata d4z 04 (x) Oc (z) F(x, y, z) . (5,23) 


aus. Der Beitrag von F zu (5.19) wird dann gleich / d*y oz(y) P(y). Es zeigt 
sich, daB ®(y) asymptotisch einen Term von der Form 


1 1 
pene (4, + 7) f[(r, + 73)? — 79] el 93 (ts — 73) (5,23) 
1 3 
7 : oe a, > > 
enthailt, mit daig Eek a AL 2 ag Ree at Reco vied bie 
1, =|%,— %|, % = |Y¥— Tol, wo x und z die Zentren der Gebiete V, 


und V¢ sind. g,(¢) ist nur fir ¢ @ 0 wesentlich von Null verschieden. (5,23) 
lehrt uns daher, da ®(y) nicht exponentiell in den ¢,’s abklingt, sobald y auf 
den Lichtkegeln von zx und z (t; + 7, 20, t3 —73 @ 0) und nahe an der 
raumartigen Geraden ( Bp, 20) liegt [(7,; +73) 21]. Das heiBt: es miissen Zp, 
y und z) praktisch auf demselben Lichtstrahl liegen. 

Da dieses Resultat unabhingig vom Frequenzspektrum von 94 (x) und @¢(z) 
ist, erlaubt der Kern (5,20) makroskopisch antikausale Prozesse, derer 
Amplitude asymptotisch nicht exponentiell verschwindet (im Falle det 
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‘natirlichen Wahl“ (5.10) ist sogar (5.22) fiir r, + r3 = r, divergent). Daher 
st (5.20) kein kausaler Kern, und es ist unmdglich, eine kausale dritte 
Naherung aufzubauen, vorausgesetzt, daB man nicht A(y — y’) = 0 wahlt. 
dn diesem Fall sind aber die lokale und die nichtlokale Theorie aquivalent, 
‘la sie dieselben Ubergangswahrscheinlichkeiten liefern, weil die Kerne 
yeider Theorien wegen der Normierungsbedingung (5,6) auf der Energie- 
vchale identisch sind. 

1! Vir kommen also zu dem eee SchluB, dab die lokale Wechselwirkung 


: i sbene Beweis ist nur im Rahmen der SME giiltig. Da der 
i@arund der schlimmen Akausalitaten jedoch in der Kopplung zwischen Kernen 
4verschiedener Prozesse durch die Unitaritatsbedingung liegt, und eine solche 
“«Xopplung unabhangig von der Storungstheorie existiert, ist unser Resultat 
sehr wahrscheinlich allgemeingiiltig. 

Wir konnen unser Resultat auch so ausdriicken, daB Invarianz und Unitari- 
‘sat nur mit der mikroskopischen Kausalitait kompatibel sind. Will man auf 
tie mikroskopische Kausalitaét verzichten, mu8 man gleichzeitig entweder die 
Ystrenge Invarianz oder die genaue Unitaritaét aufgeben. 
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} 1. Einleitung. ,,Metallische“ Eigenschaften der Halbleiter und Bedeutung 
| der Entartung des Elektronengases 
Wie groBe Bedeutung der Halbleiter auf den verschiedensten Gebieten der 
‘lechnik macht eingehendere Untersuchungen ihrer einzelnen physikalischen 
mee cneren erforderlich. Hierbei hat es sich gezeigt, da8 in vielen Fallen 
‘lie Entartung des Elektronengases von wesentlicher Bedeutung ist. Be- 
txanntlich unterscheiden sich die Halbleiter von den Metallen in erster Linie 
(adurch, daB die Anzahl der Ladungstrager bei ihnen wesentlich von der 
Cfemperatur abhangt, wahrend sie in den letzteren ausschlieBlich durch die 
iNatur des Metalles bestimmt wird. Die Ladungstragerkonzentration in 
|Aalbleitern ist dabei in der Regel so gering, da die entsprechenden Energie- 
‘verteilungen nur schwach von einer Maxwell-Boltzmann-Verteilung ab- 
jweichen. Spiter zeigte sich jedoch, da in sehr vielen Fallen eine Anwendung 
Mer Maxwell-Boltzmann-Verteilung auf die Elektronen in Halbleitern zu 
uantitai unrichtigen Ergebnissen fihrt und daB die allgemeinen Formeln 
er Fermi-Dirac-Statistik herangezogen werden miissen. Beispielsweise 
ptellte man fest, daB in einigen Halbleitern [PbS (Z), SiC (2), GaSb (3), 
)Si (4), Ge (5) u. a.] in bestimmten Temperaturgebieten und bei bestimmten 
otierungen die Anzahl der Ladungstrager konstant bleibt. Unter gewissen 
iBedingungen beginnen die Halbleiter also ,,metallische‘‘ Eigenschaften zu 
zeigen. Dies kommt in fast allen elektrischen Eigenschaften der Halbleiter, 
wie elektrischer Leitfahigkeit, Thermospannung, Warmeleitfaihigkeit zum 
jAusdruck. ,,Metallische‘‘ Eigenschaften beobachtet man bei Halbleitern 
‘mit geringem spezifischem Widerstand. Andererseits sind gerade diese 
iHalbleiter von besonderer technischer Bedeutung als Materialien zum Bau 
von Halbleiterdioden und -trioden. 
Vom physikalischen Standpunkt aus liegt in allen diesen Fallen eine Ent- 
fartung des Elektronengases vor. Unter der Entartung eines Elektronengases 
iversteht man bekanntlich einen Zustand, in dem die Energieverteilung von 
der Maxwell-Boltmannschen abweicht, die als Grenzfall der Fermi-Dirac- 
Verteilung aufgefaBt werden kann. Es mu8 jedoch betont werden, daB die 
Entartung eines Elektronengases in Halbleitern von wesentlich anderem 
‘Charakter ist als in Metallen. Bei diesen liegt eine sehr starke Entartung vor. 
Man kann dabei die bekannte Vereinfachung der Formeln der Quanten- 
statistik verwenden, wodurch die Rechnungen sich wesentlich vereinfachen. 
In Halbleitern kann, wie wir weiter unten sehen werden, in einigen Fallen 
: 
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ebenfalls eine starke Entartung des Elektronengases eintreten, und diese 
Fall hat besondere theoretische Bedeutung, obwohl sich fiir derartige Halt! 
leiter bisher kaum technische Anwendungen gefunden haben. Meistens trit 
jedoch in Halbleitern ein Ubergangsfall auf, in dem man keine der beide= 
Naherungen benutzen kann. Dadurch wird es erforderlich, besonden 
Rechenmethoden auszuarbeiten, mit denen man die physikalischen Eigem 
schaften der Halbleiter in diesem allgemeinen Fall behandeln kann. | 
Im Hinblick auf die Bedeutung dieses Problems halten wir es fiir angebracht, 
im vorliegenden Bericht eine systematische Darstellung der hierher ge 
hérigen Fragen zu bringen. 


§ 2. Das Elektronen- und Lichergleichgewicht in Halbleitern 


2,1 Chemisches Potential und Entartung des Elektronengases. 
Die Fermi-Dirac-Verteilung li8t sich folgendermafen schreiben: 


ake (2,1 


fi—H 


Lees 


Dabei ist ; die mittlere Teilchenzahl im 1-ten Mikrozustand, ¢; ist die Energi 
dieses Mikrozustandes und yw das chemische Potential. Sei e) die Energie de: 
tiefsten Zustandes. Bei ¢, — « S>kT kann man im Nenner des Ausdruck: 
(2.1) die Eins weglassen, und das entspricht gerade dem Fall eines nich 
entarteten Elektronengases. 


nN; =e kT (23 


(Maxwell-Boltzmann-Verteilung). Als Grenze zwischen den entarteten ung 
den nicht entarteten Zusténden kann man im gewissen Sinne den Wert 


pb = & (2,3! 


auffassen. Bei «4 < ey sprechen wir von einem nicht entarteten Zustand de‘ 
Systems. Ist umgekehrt uw > <«, so kann man das System als vollstandiy 
entartet bezeichnen. Dazwischen liegt der Ubergangsfall der partiellen Ent. 
artung. Um eine Theorie der Entartung des Elektronengases in Halbleitern 
aufzubauen, mu8 man also vor allen Dingen das chemische Potential de 
Elektronen oder Lécher bestimmen. Haufig ist es zweckmaBig, die Energie 
so zu normieren, daB ¢—0 ist. Dann kann man als Kriterium fiir die 
Entartung des Ladungstragersystems GréBe und Vorzeichen des chemischer 
Potentials verwenden. Bei u <0 gilt der Maxwell-Boltzmannsche Fall?) 
bei kleinen positiven Werten von “ mu8 man bereits mit einer Entartung de: 
Elektronengases rechnen. Zur Bestimmung von mu mu8 das Modell de: 
Halbleiters vorgegeben sein. | 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Gemeint ist offenbar « <0 und |u| > kT. 


Die Entartung eines Elektronengases in Halbleitern 633 


2,2 Bandermodell und Energiespektrum der Elektronen in 
Halbleitern. 


Wir betrachten einen Halbleiter innerhalb des iiblichen Bandermodells. 
Das Energiespektrum der Valenzelektronen im Halbleiter soll also aus einem 
Grundband (Valenzband), einem Leitungsband und lokalen Stértermen 
(Akzeptoren und Donatoren) bestehen 
(Abb. 1). Wir fiihren folgende Bezeich- 


. Yi.) eee 
nungen ein: ey be  ee 
AE ist die Breite der verbotenen Zone 


im Energiespektrum zwischen dem oberen 
Rande des Valenzbandes und dem un- 
teren Rande des Leitungsbandes; 

AE, ist der Abstand der Akzeptorterme 
vom oberen Rande des Valenzbandes; 


AE, ist der Abstand zwischen den Dona-__——OO————— 
tortermen und dem unteren Rande des Abb. 1. Banderschema eines Halbleiters. 
Leitungsbandes; 

N,, Nz sind die Konzentrationen der Akzeptor- und Donator-Fremdatome 
im Halbleiter. 


Lokale 


= Valenzband 


2,3 Eine Beziehung zur Bestimmung des chemischen Potentials. 
Mit Hilfe der Methoden der statistischen Physik kann man in jedem vor- 
gegebenen Fall leicht eine Beziehung zur Bestimmung des chemischen 
Potentials aufstellen. Die hier benutzte Methode besteht in folgendem (6). 
LaBt sich die Energie des Elektronensystems in der Form 


) Om ZN, Ej, (2,4) 
rs 
‘ ansetzen, wobei n; die Besetzungszahlen der entsprechenden Mikrozustiande 
sind, so fihrt man ein thermodynamisches Potential 2 mittels der Beziehung 


Li(u—ei)/kT 
geo eA Aer (2,5) 


My Nene. 


ein. Da die Elektronen dem Pauli-Prinzip gehorchen, kann jedes »; nur die 
beiden Werte 0 und 1 annehmen. Dann 1aBt sich die Gleichung (2.5) auch 
folgendermafen schreiben 


e~ kT — J] (1 + ee -eik), (2,6) 
; 


oder 


Q=—- kT >) In (1 + el —ed/kT)_ (2,7) 


Durch einfaches Differenzieren der beiden Seiten von (2.7) nach yu tiberzeugt 
man sich leicht, daB die Gesamtzahl N der Elektronen folgenden Wert hat: 


dQ 
N= — (=). (2,8) 
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Kennt man also das Energiespektrum der Elektronen, so kann man mit 
Hilfe von (2.7) die GréBe « berechnen. Die Gleichung (2.8) 14Bt sich auch zur 
Bestimmung des chemischen Potentials als Funktion der Temperatur und 
der Parameter, die das Energiespektrum der Elektronen bestimmen, aus- 
nutzen. 


2,4 Die Neutralitatsbedingung fir einen Halbleiter. 


Wir wenden nun die oben dargelegte allgemeine Theorie speziell auf Halb- 
leiter an. Zunadchst betrachten wir einen Elektronen-Fremdhalbleiter, der 
also nur Donatorterme enthalt. Mit ¢; bezeichnen wir die Energie der Elek- 
tronen im Leitungsband, ¢; sei die Energie eines Elektrons im Valenzband 
und E; die Energie eines Elektrons in einem diskreten Term. Wir nehmen 
weiter an, daB beim absoluten Nullpunkt das Valenzband vollstandig be- 
setzt sei und daB in jedem diskreten Stérterm ein Elektron sitze (die Stér- 
terme werden als einwertig betrachtet), wahrend im Leitungsband keine 
Elektronen vorhanden sind. Da die Wechselwirkung der Leitungselektronen 
vernachlassigt wird, setzt sich 2 additiv aus den Anteilen des Leitungsbandes 
(Q,),-des Valenzbandes (Q,) und der diskreten Terme (2;) zusammen: 


2 = Q, + Q + Qz. (2,9) 


Wir gehen nun zur Berechnung dieser drei Anteile tiber: 
a) Berechnung von Q2,. Unter Benutzung der Methode der effektiven Masse 
kann man die Energie eines Leitungselektrons folgendermafen schreiben: 


&=fn nae (2,10) 
Dabei ist 
m 
h= zk (2,11) 


m*,, ist die effektive Masse des Elektrons (als gemeinsames.Nullniveau der 
Elektronenenergie ist’ wie tiblich die Energie gewahlt, die dem unteren 
Rande des Leitungsbandes entspricht). In der Formel (2.7) kann man von 
der Summation tiber die Mikrozustande zu einer Integration tiber die Energien 
ubergehen, wenn man den bekannten Ausdruck fiir das statistische Gewicht 
2 */e ay 
g(é) de = 2 a Ve de (2,12) 
n 


einfiihrt (das Volumen des Halbleiters werde gleich Eins gesetzt). Wir er- 
halten dann 


4nkT (2m) [ wae) | 
Q, = ‘ar ) | In ( +e | Vede. (2,13) 
n 0 
Es ist zweckmaBig, zu einer dimensionslosen Integrationsvariablen 2 = ¢/kT 


tberzugehen. Fiihren wir ferner noch die Bezeichnung 


be 
Vik = LT (2,14) 


eee EE 
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ein (reduziertes chemisches Potential), so erhalten wir 


ae In (1 + e#*-*) Veda. (2,15) 
Vx 0 


Wegen (2.8) ergibt sich also fiir die Leitungselektronenzahl 


Qe 


hf 


4 (2QumkT\'!: 
N, =|) Fy, ), (2,16) 
val mn | 
wobei 
r a2” dx 
Fret) = | soy (2,17) 
4° we + 1 


die sogenannten verallgemeinerten Fermi-Integrale sind. 
b) Berechnung von 2,. Die Energie des Elektronensystems im Valenzband 
betragt 
B’ => nj &i, (2,18) 
v 


wobei n; die Besetzungszahlen der Mikrozustiénde im Valenzband sind. 
Die Summation erstreckt sich hier tiber simtliche Mikrozustinde des Valenz- 
bandes (besetzte und unbesetzte). Statt der Besetzungszahlen nj fiihren wir 
nun die GréBen 

ni 1 9 (2,19) 


ein, die man als Besetzungszahlen fiir Locher ansehen kann und die ebenso 
wie die Besetzungszahlen n; zweier Werte fahig sind (0 oder 1). (Fir einen 
unbesetzten Zustand ist m; = 1.) AuBer den GréBen m, fiihren wir noch die 
Locherenergie ¢;’ ein, die durch die Beziehung 


6, = — AE — é&;, (2,20) 
definiert ist; dabei ist 
we ~, (2,21) 
m 
= —. 222 
f m* ( ) 


m*,, ist die effektive Masse des Loches. Formel (2.20) besagt, da wir den 
vorher festgelegten Anfangspunkt der Energie beriicksichtigen und daB die 
Loécherenergie wie tiblich vom oberen Rande des Valenzbandes nach unten 
gezaihlt wird. Die Energie des Elektronensystems im Valenzband lautet dann: 


BH’ =6 + ¥ miei’ + AB), (2,23) 


wobei 6 = » ¢; die Energie der Elektronen im Valenzband beim absoluten 
Nullpunkt ist. Unter Benutzung des Ausdruckes (3.23) erhalten wir fiir Q, 


a. 
> 


Q,= 6 —wN, —kT DIn (1 + éaa ks (2,24) 
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wobei N, die Anzahl der Zustiinde im Valenzband ist. Analog wie oben fir die 
Leitungselektronen erhalten wir fiir die Anzahl der Elektronen N, im 


Valenzband 


02 4 ee) 
Nims — (OPE) eet eee | ers ae ais Ct 
= — (55 asi ne iain lane ge we 


Hierbei ist AH* = (AE/kT). Beriicksichtigen wir, daB 


N, —N',= 4, (2,26) 
die Anzahl der Locher im Valenzband ist, so erhalten wir 
ee "a (757) 7. ee (2,27) 
Durch Vergleich dieser Formel mit (2.16) ergibt sich, daB die GroBe 
w= —p—Ak 


als chemisches Potential fiir die Locher aufgefaBt werden kann. 

c) Berechnung von 2,. Bei unserer Festlegung des Anfangspunktes der 
Elektronenenergie hat ein Elektron in einem Storterm die Energie 
E; = —AE,. Ist der Stérterm ein s-Term, so kann er zwei Elektronen auf- 
nehmen. Infolge der groBen AbstoBung der Elektronen, die sich im gleichen 
Stérterm befinden, kommt dies jedoch praktisch nicht vor. Bei der Berech- 
nung von £2, ist dies zu beachten. Da wir die Wechselwirkung zwischen den 
Elektronen in verschiedenen Stortermen vernachlassigen, erhalten wir statt 
(2.6) folgende Formel zur Bestimmung von Q;: 


_ 9s (+2) (u+4Ea)\ Na 
e kT — Ds e kT , (2,28) 
14,Ng 


Da sich niemals zwei Elektronen gleichzeitig in einem Stérterm befinden 
kénnen, mu8 bei der Summation tiber n, und n, der Fall ausgeschlossen 
werden, daB beide gleich Eins sind. Man erhalt dann leicht 


_ &s u+4Ea\Na 
e T=11—Qe 4 


also 


u+AEa 
Oo eeeeNGET In (1 42¢ HF ) (2,29) 


Fir die Anzahl der Elektronen in den Donatortermen N, erhalten wir auf 
die tibliche Weise 


N, = pei a Beat (2,30) 


beat 
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Im allgemeinen Fall eines g-fach entarteten Stérterms erhalten wir 


Na (2,31) 


Differenzieren wir (2.9) nach w und beriicksichtigen (2.15), (2.25) und (2.30), 
so ergibt sich als Gesamtzahl der Elektronen im Valenzband, im Leitungs- 
band und in den diskreten Termen zusammengenommen 


N=N,+Ni+ Ni. (2,32) 
Andererseits ist N = Ny + Ng. Es gilt also 
(Na— WN.) + Ny = N,.- (2,33) 


Diese Gleichung besagt, daB die gesamte Zahl der Leitungselektronen gleich 
der Gesamtzahl der Locher in Stértermen (N_ — N,) und im Valenzband N, 
ist. Man bezeichnet diese Gleichung deshalb als Neutralitétsbedingung fiir 
den elektronischen Fremdhalbleiter. Setzen wir die expliziten Ausdriicke 
fiir N,, N, und N;, in (2.33) ein, so erhalt diese Gleichung folgende Form 


4 (2umkT\"s 
SS | S| VE *) — 
Vx ( h? fn le (u ) 
*. Na EE 4 2amkT */ 
2eaeatee +t | Va 


Im Fall eines Eigenhalbleiters ohne Stoérstellen (Vz = N, = 0) lautet die 
Neutralitatsbedingung 


Fy, (— uw* —AE*). (2,34) 


Ny as Ny ? 
oder ausfithrlicher 


Py), (u*) = () F. (— w* — AE*). (2,35) 


Ganz analog nimmt im Falle eines Lécherfremdhalbleiters (Ng = 0, 
N, + 0) die Neutralitatsbedingung folgende Form an: 


Ng =ANe.— Ni). Ne; ; (2,36) 
N’‘ ist hier die Anzahl der Locher in den Akzeptortermen 
NS No (2,37) 


Qe-4ER+ut+4E* 74 : 
oder unter Benutzung der vollstandigen Ausdriicke N,, N,, Ni: 


e Gccae “Fy, (= p* ~ 4B) = 


a eel ine 
IS 
=e 9 a | Fy, (u*). (2,38) 
>e ta t a V2 : 


= 
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Bei einem amphoteren Halbleiter (N4 und N, beide ungleich Null) lautet die 
Neutralitatsbedingung 


(Ng — MN.) + Np = (Na — Ni) + Ny, (2,39) 
oder 
4 (2umkT\'! e N, a 
yal tah? ] Fi, (u man ene i 
4 2amk T\"': Na 
ee ee ee Dee —_—___—_—_. 2,40 
Tal ee) ae Mt peace ON 


§ 3. Bestimmung der Temperaturabhingigkeit des chemischen Potentials 
in Halbleitern 


Die Neutralitatsbedingungen (2.34), (2.35), (2.38) und (2.40) lassen sich zur 
Bestimmung des chenischen Potentials und seiner Temperaturabhangigkeit 
benutzen, und zwar fiir die verschiedensten vorgegebenen Falle. Man muB 
jedoch beachten, daB diese Gleichungen die Fermi-Integrale von halb- 
zahligem Index F:,, enthalten, die sich im allgemeinen nicht durch elementare 
Funktionen ausdriicken lassen. Die Neutralitaétsbedingungen lassen sich 
also nur dann analytisch nach yw auflosen, wenn keinerlei Entartung vor- 
handen ist (wenn es moglich ist, F1),(u*) durch Ee -e** zu ersetzen), und 
auch dann nur in den einfachsten Fallen. Die Bestimmung der Temperatur- 
abhangigkeit des chemischen Potentials im allgemeinen Fall eines beliebig 
stark entarteten Elektronengases macht also die Entwicklung spezieller 
Naherungsmethoden erforderlich. Diese Methoden lassen sich in zwei 
Gruppen einteilen, nimlich graphische und analytische Methoden zur Be- 
stimmung des chemischen Potentials in Halbleitern. Wir wollen uns nun mit 
einigen dieser Methoden kurz beschaftigen. 


3,1 Graphische Methoden zur Bestimmung des chemischen 
Potentials. 


Graphische Methoden zur Bestimmung der Temperaturabhangigkeit des 
chemischen Potentials wurden von mehreren Autoren vorgeschlagen (7—9). 
Alle diese Methoden leiden aber an einem wesentlichen Mangel: sie sind 
naémlich entweder nur in ganz speziellen Fallen anwendbar, oder sie tragen 
der Méglichkeit einer Entartung des Elektronengases nicht Rechnung. Die 
in (10) vorgeschlagene Methode ist zwar an sich allgemein, aber zu kompli- 
ziert in der Anwendung. Hier wollen wir den Grundgedanken einer einfachen 
Methode schildern, die von den genannten Mangeln ziemlich frei ist. Als 
Beispiel betrachten wir den Fall eines Wilsonschen elektronischen Fremd- 
halbleiters, wobei nur Elektroneniibergiange zwischen den Donatortermen 
und dem Leitungsband beriicksichtigt werden. Die Neutralitatsbedingung 


lautet entsprechend (2.34) in diesem Fall 
T\?*ls 
: () P.,, (u*) = —* 
tn 


DedByte 4 1! soe 
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¢ 4 (2namk\'!: 
wobei A = —— ole iad ppg const. ist. Wir betrachten die rechte und 


h2 

4 

die linke Seite der Gleichung (3.1) als Funktionen von u* mit 7, f,, Ng und 
AK als Parametern. Die gesuchte GréBe p* ergibt sich dann bei vorgegebenen 
Werten dieser Parameter als Abszisse des Schnittpunktes der Kurven 


T\*is 
A (;-) F.),(u*) und N4/(2e4#a te" + 1). Das Wesen der Methode besteht 
n 


in einer solchen Wahl der AchsenmaSstabe, daB die rechte und linke Seite. 
von (3.1) immer, d. h. bei beliebigen Parameterwerten 7’, {,, Nq und AE%, 
durch zwei universelle Kurven dargestellt werden kénnen, deren Form nicht 
mehr von speziellen Werten dieser Parameter abhingt. Von diesen kann 
héchstens der Anfangspunkt der Koordinatenachsen, in deren System diese 
universellen Kurven aufgetragen sind, abhingen. Wie man leicht einsieht, 
kann man dies folgendermafBen erreichen. Nimmt man auf der Ordinaten- 
achse einen logarithmischen MaBstab, so stimmt die Kurve fiir A(7'/f,)'* 
Fi, (u*), als Funktion von u* bei beliebigem 7 und f, aufgefaBt, mit der 
Kurve A - F.),(u*) bis auf eine Verschiebung des Koordinatenanfangs auf 


der Ordinatenachse um das Stiick (In 7’ — In f,) ttberein. Die Abhangigkeit 


der rechten Seite der Gleichung (3.1) von u* stimmt ebenfalls (in logarithmi- 
schem OrdinatenmaBstab) bis auf eine Verschiebung des Koordinaten- 
ursprungs um NV, auf der Ordinatenachse und um In 2 + AEH% in Abszissen- 
richtung mit der universellen Abhangigkeit der GréBe In(1 + y) von Iny 
tiberein. Man kann also bei beliebigen Werten der Parameter 7’, f,, Ng und 
AEi die entsprechenden yu*-Werte als Abszissen der Schnittpunkte der 
beiden universellen Kurven AF,;(u*) und In(1 + y) =f(In y) finden. 


Bei Beriicksichtigung von Elektronentibergingen aus dem Valenzband 
(Gleichung (2.34)) wird die Konstruktion etwas komplizierter, die Methode 
zur Bestimmung von p* bleibt aber dieselbe. In diesem Fall ergibt sich y* 
als Abszisse des Schnittpunktes der universellen Kurven AF:,,(u*) und 
einer Kurve, die durch die beiden Glieder auf der rechten Seite von (2.34) 
dargestellt wird. Bei. unserem logarithmischen Mafstab auf der Ordinaten- 
achse stimmt die Abhangigkeit der rechten Seite der Gleichung (2.34) von 
p* — einen kleinen Wertebereich von u*, wo Ng — N, ~ N, ist, ausgenom- 
men — entweder mit der der GroBe Ng — N, von wu oder mit der der GréBe 
N, von p* iiberein. AuBerhalb des Gebietes Ng — N, ~ Np, wo eine ent- 
sprechende Interpolation erforderlich ist, laBt sich also die rechte Seite 
von (2.34) entweder durch die universelle Kurve In(l + y) =f(In y) oder 
durch die Kurve AF:,,(u*), die vorher um die Ordinatenachse gedreht und in 
Abszissenrichtung um AH* verschoben worden ist, darstellen. Damit ist 
unser Problem geldst. Ganz entsprechende Konstruktionen lassen sich auch 
in allen wtbrigen Fallen anwenden (Lécher-Fremdhalbleiter, amphotere 
Halbleiter usw.); wir werden hierauf aber nicht naiher eingehen. 

Die Werte F:,(u*) sind in einem ziemlich groBen Intervall von «*-Werten 
numerisch von einigen Autoren bestimmt worden. Neben den _ itbrigen 
Fermiintegralen sind die Werte von F:,,(u*) in (12) und (13) tabuliert 
worden [siehe auch (9)]. 
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Mittels der graphischen Methode zur Bestimmung des chemischen Potentials 
in Halbleitern und seiner Temperaturabhangigkeit lieBen sich eine ganze 
Reihe interessanter Eigentiimlichkeiten aufklaren. Eine Entartung des 
Elektronengases wird durch hohe Fremdkonzentrationen eines Vorzeichens 
und kleine Werte der entsprechenden Aktivierungsenergie hervorgerufen. In 
Eigenhalbleitern oder auch in amphoteren Halbleitern fir Nyg~N, und 
AE, ~ AE, kann praktisch bei keiner Temperatur eine Entartung der 
Ladungstrager eintreten, falls das Verhiltnis der effektiven Massen von 
Elektronen und Léchern unter 102 liegt. Bei einem Fremdhalbleiter mit 
einer Ladungstragersorte hat die Temperaturabhangigkeit von p* eine 
ganze Reihe von Eigentimlichkeiten. In einem hinreichend groBen Tem- 
peraturintervall hat sie stets ein Maximum (Abb. 2; im Fall eines Lécher- 
halbleiters tritt ein Mimimum auf), 


a wobei der Abfall in Richtung auf 
, tiefe Temperaturen steiler ist als in 
— F; biet ———+1 
Hmaxt-—---s> cats oes Richtung auf hohe Temperaturen. Ist 
! 


7 -*max (der w*-Wert im Maximum) 
< —2,so kann man das Elektronen- 
gas im gesamten Temperaturintervall 
als nicht entartet betrachten und 
zu seiner Beschreibung die tbliche 
Maxwell-Boltzmann-Statistik verwen- 
den?). 
Bei — 2< wax SO gibt es ein Tem- 
avb-2, Tenperaumapnnaigilt de chemegen peraturgebiet, in, dem eine partielle 
irouenialbleiter! Entartung des Elektronengases wesent- 
lich werden kann. Bei pax > 0 
gibt es ein Temperaturgebiet, begrenzt durch die beiden Entartungstem- 
peraturen 7’, und 7, (Abb. 2), innerhalb dessen das Elektronengas entartet 
ist. Das Maximum in der Kurve u* = u*(7') ist hierbei weniger stark aus- 
gepragt, besonders in Richtung auf hohere Temperaturen. Wie sich zeigt, 
kann, so lange man noch von lokalen Stérzentren sprechen kann, die 
Entartung des Elektronengases niemals (bei keiner Storstellenkonzentration 
und bei keiner Aktivierungsenergie dieser Stérstellen) den Charakter einer 
starken Entartung annehmen, in dem Sinne, in dem dieser Begriff in der 
Metallphysik verwendet wird; es ist nimlich wihax < 2. 
Der physikalische Mechanismus, der das Auftreten eines Maximums in der 
Kurve u*(7') bewirkt, ist der folgende. Bei tiefen Temperaturen sind die 
Elektronentibergange aus den lokalen Stértermen ins Leitungsband er- 
schwert, die Elektronendichte im Leitungsband ist sehr gering, und das 
Elektronengas ist nicht entartet. Das chemische Potential liegt hierbei 
irgendwo im Energieintervall 4£4. Bei hheren Temperaturen, bei denen kT 
vergleichbar mit 4H4 wird, werden diese Uberginge stark aktiviert, jedoch 
reicht die thermische Energie der Leitungselektronen noch nicht aus, um die 


1) Bei einem Lécherhalbleiter bleiben alle diese Beziehungen erhalten, nur ist p* 
durch —y* — AE* zu ersetzen. Beispielsweise lautet die Bedingung fiir Nichtentartung 
im Léchergas u*min > 2— A4E*. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wollen wir 
hier im allgemeinen nur das Elektronengas betrachten. 
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_Elektronen merklich in héhere Zustinde des Leitungsbandes zu bringen. Die 
* Leitungselektronen befinden sich eng zusammengedrangt vorwiegend in den 
_tiefsten Zusténden des Leitungsbandes. Das chemische Potential hebt sich 
stark und kann unter gewissen giinstigen Umstanden sogar in das Leitungs- 
band eintreten. Bei weiterem Anwachsen der Temperatur beginnen sich 
¢ dann die Elektronen iiber die Zustinde des Leitungsbandes zu verteilen, und 
| das chemische Potential sinkt wieder langsam. Dieses Sinken des chemischen 
) Potentials kann Elektronentiberginge aus dem Valenzband hervorrufen, 
) falls die Temperatur hinreichend hoch ist, um den Eigenleitungsmechanismus 
i ins Leben zu rufen. 


h 
| 3,2 Analytische Naherungsmethoden zur Bestimmung des 
chemischen Potentials in Halbleitern. 


q Um die Temperaturabhiangigkeit des chemischen Potentials analytisch be- 
© schreiben zu kénnen, mu man zunachst das Fermiintegral F:,,(u*), das 
f in der Neutralitaitsbedingung auftritt, mit einem gewissen Genauigkeitsgrad 
* in einem bestimmten y*-Intervall durch irgendeinen einfachen Ausdruck 
¢ interpolieren, mit dem sich die Neutralitatsbedingung nach y* auflésen laBt. 
Leider ist selbst bei einer so vereinfachten Problemstellung eine analytische 
{ Bestimmung der Abhangigkeit *(7’) sehr schwierig und la8t sich durchaus 
/ nicht immer durchfihren. Die analytischen Methoden zur Bestimmung des 
| chemischen Potentials stehen also an Allgemeinheit weit hinter den graphi- 
} schen zuriick, obwohl sie vor diesen gewisse Vorztige haben. Man muB hinzu- 
| fiigen, das selbst dann, wenn u*(7’) in analytisch geschlossener Form dar- 
) gestellt werden kann, die entsprechenden Formeln ftir die Anwendung haufig 
/ noch zu kompliziert sind. Im folgenden betrachten wir eine analytische 
4 Bestimmung der Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials im 
| Fall eines Elektronen-Fremdhalbleiters [Gleichung (2.34)]. 

| Nach (J4) 1aéBt sich das Integral F:),(u*) in dem fiir die Halbleiter-Theorie 
' praktisch besonders wichtigen Intervall —co<yw*<1,5 mit groBer 
- Genauigkeit durch folgenden Ausdruck approximieren: 


Va eu* 
1 * = ’ 
| mig 2 1+ bet* + cer*’ Bo) 


| 

| Hierbei ist 6 = 0,369, ¢ = —0,028. 

In (9) wird eine Anzahl weiterer einfacher Naherungsformeln angegeben. 
Diese Formeln sind aber nur in einem engeren *-Intervall anwendbar, und 
wir wollen sie hier nicht anfiihren. Setzt man (3.2) und (2.34) ein, so erhalt 
man im allgemeinen Fall eine algebraische Gleichung hohen Grades in der 
Unbekannten e“*. Wir wollen daher die Lésung in verschiedenen Grenz- 
fallen bestimmen und uns dabei auf die Ergebnisse der graphischen Methode 
stutzen. 

a) Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials bei tiefen und 
mittleren Temperaturen. 
Unter tiefen und mittleren Temperaturen verstehen wir hier solche, die den 


Ungleichungen 7 eae DZ Wont <= e genigen. In diesem Fall kann 
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man offenbar die Elektroneniibergange aus dem Valenzband ins Teitunestaas 
vernachlassigen. Aus AH* 1 ergibt sich némlich, daB F1),(— u* — A#*) 
< F.;,(u*) ist; man kann also die Locherkomponente auf der cakes Seite 
von (2.34) vernachlassigen. Die Neutralitatsbedingung nimmt dann folgende 
Form an: 


sc eee?’ hee (3,3) | 
1 + be#* + ce2+" 2 e4E*+u* Shed ? 


Dabei ist 


<4) Qamk T\*!2 
eee oi 


und es ergibt sich 


* 
pare Se tetVabach Ve — Nab? +4Na (22,677 — Nac) (3,4) 


2 (9 gg@Rs Nae) 


Die Formel (3.4) beruht auf der offensichtlich richtigen Annahme, daB AH* 
wesentlich kleiner ist als AH. Wie man sich leicht iiberzeugt, stellt die durch 
(3.4) gegebene Abhangigkeit uw*(7') eine Kurve mit einem Maximum dar. 

E 
b) Der Fall hoher Temperaturen 7’ > ani 
In diesem Fall beginnen in der Bilanz der Elektroneniiberginge die ,, Eigen- 
uiberginge‘‘ aus dem Valenz- in das Leitungsband eine wesentliche Rolle zu 
spielen. Wie oben gesagt, ist in diesem Fall das System der Leitungselektronen 
weit von der Entartung entfernt (falls das Verhaltnis zwischen f, und f, nicht 
in die GroBenordnung 10— 10? fallt). F:), (w*) 1aBt sich also in diesem Fall 

Va 


einfach. durch a e“* ersetzen, entsprechend F:;, (— u* — AE*) durch 


Va 


“6 -e-#*-4E_ AyBerdem lassen sich die Donatoratome im Gebiet der 


Higenleitung als vollstandig ionisiert betrachten, so daB 


N 
ar Sat ~Nq 
2eak ree 


wird. Man kann also die Neutralititsbedingung im Gebiet hoher Tem- 
peraturen naherungsweise schreiben: 


zach” = Na+ ane 7 _ (3,5) 


— an) Ge) aie 0 


Daraus ergibt sich 
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Die Formeln (3.4) und (3.6) enthalten als Spezialfille die iiblichen Ver- 
einfachungen der Abhangigkeit *(7Z’), die in der Halbleiterliteratur gemein- 
hin angegeben werden (J5)1). 

Ist beispielsweise wmax < —2 und tritt selbst bei tiefen Temperaturen 
keine Entartung ein, so kénnen wir die Konstanten b und c in der For- 
mel (3.4) gleich Null setzen. Es ergibt sich dann 


- e—4E* 
ea a1 +r eo Me cant (3,7) 
, % 


Im Zusammenhang damit, daB gewdhnlich a e4kz > 1 ist, folgt weiter 
n 


Lijeraebiiatl 
ent — (ee e 2 (3,8) 


Aus (3.6) erhalt man leicht auch die iibliche Formel fiir das chemische 
Potential eines stérstellenfreien Halbleiters (man braucht nur Vy = 0 zu 


setzen): 
3/4 A E* 
ee (7) e 2 


Diese Gleichung besagt, daB bei geringem Unterschied zwischen den effek- 
tiven Massen von Elektronen und Léchern das chemische Potential in 
diesem Fall in der Mitte der verbotenen Zone liegt. 

Der Fall eines Locher-Fremdhalbleiters unterscheidet sich fast nicht von 
dem eben behandelten Fall eines Elektronen-Fremdhalbleiters. Man braucht 
nur u* durch — u* —AE*, Ng durch N, und AF, durch AE, zu ersetzen. 
Es besteht jedoch ein gewisser Unterschied darin, da8 an Stelle des Gliedes 
N ql (2e4"2 +#* + 1) aus (2.34) in (2.38) ein Glied von der Form Nal(}e42a—*~ 4E* 
+ 1) auftritt. 

Wir miissen noch darauf hinweisen, daB die Formel (3.9) das Verhalten des 
chemischen Potentials in einem Eigenhalbleiter so lange richtig beschreibt, 
wie keine Entartung des Elektronen- oder Léchergases eintritt. Unter- 
scheiden sich die effektiven Massen von Elektronen und Léchern sehr, so 
kann eine solche Entartung schlieBlich doch eintreten, und damit wird (3.9) 
unbrauchbar. Wir betrachten diesen Fall etwas néher. Es sei etwa die 
effektive Masse der Elektronen viel kleiner als die effektive Masse der Locher - 
(gewohnlich gilt ja m, < mj). Wie aus (3.9) hervorgeht, hat dann das 
chemische Potential die Te:denz zu wachsen und sich dem Leitungsband zu 


(3,9) 


1) Wir weisen nur darauf hin, daB ein gewisser Unterschied der hier angegebenen 
Formeln gegeniiber den iiblichen (siehe z. B. 15) darin besteht, daB die Dichte der Locher 


N 
in den Donatoren dort in der Form See Sets 
Na (e4E7+H* 4 1) 
———_,__—~ geschrieben wird. 
(2 e4B3 +u* + 1) 
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statt, wie es eigentlich heiBen muB, 
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nahern. Man kann also die Neutralitatsbedingung in diesem Fall folgender- 
maBen schreiben: 


Zn et* <x 
1 + de® + ce%* ~— 4 #* +H"? Rake 
und hieraus ergibt sich 
2 Die 
out __ 2b +7 zd + 42, (zneen” v2 pe) (3,11) 


2 (zpe4B* —2yc) 


Die Formel (3.11) erginzt die Beziehung (3.9) fiir den Fall w* < 1,5, d.h. 
bei Entartung des Elektronengases. 


3,3 Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials fir 
amphotere Halbleiter. 


Im amphoteren Halbleiter, bei dem Ng und JN, von 0 verschieden sind, 
muB das chemische Potential mit Hilfe der Gleichung (2.40) bestimmt werden. 
AuBerdem sieht man leicht ein, daB eine Ersetzung der Fermiintegrale nach 
Formel (3.2) auf eine zu komplizierte algebraische Gleichung in e#* fiihrt. 
In diesem Fall sind folgende Uberlegungen sehr niitzlich. Da es im Halbleiter 
gleichzeitig Donatoren und Akzeptoren gibt, tritt eine Neuverteilung der 
Elektronen tiber das Energiespektrum ein. Aus der Minimumbedingung fir 
die Energie des Halbleiters ergibt sich namlich, daB beim absoluten Nullpunkt 
kein Akzeptorterm unbesetzt durch Elektronen bleibt, wenn es noch Elek- 
tronen in den Donatoren oder im Leitungsband gibt’). 

Auf Grund dessen kann man Formeln fiir die Temperaturabhangigkeit des 
chemischen Potentials herleiten, die in ganz bestimmten Temperaturinter- 
vallen brauchbar sind. Hierbei sind drei Falle zu unterscheiden. 

a) Na > Ny. Fir TJ — 0 ist in diesem Fall natiirlich das Leitungsband leer, 
und alle Donatoren sind ionisiert. Bei tiefen Temperaturen treten 
deshalb nur Elektronentiberginge vom Valenzband in die unbesetzten 
N, — Ng Akzeptorterme auf. Man kann hierbei eine friher angegebene 
Formel fir den Fall eines Fremdhalbleiters bei tiefen Temperaturen an- 
wenden, wobei man nur N, durch NV, — Ny zu ersetzen hat. Das chemische 
Potential durch]auft dabei das Energieintervall 4H,. Bei héheren Tem- 


AE, 
peraturen (2 ~ a werden die Akzeptorterme vollstaéndig mit Elektronen 


aufgefillt, und die Lécherkonzentration im Valenzband kann bis zu solchen 
Temperaturen nicht mehr anwachsen, bei denen Elektroneniiberginge aus 
den Akzeptortermen in die Donatorterme beginnen. Die Aktivierungsenergie 
‘dieses Prozesses betraigt AH — (MH, + AE). Das chemische Potential 
durchlauft hierbei ein Energiegebiet zwischen den Donator- und den Akzep- 
tortermen. Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, daB auch Elektroneniber- 


1) Diese Tatsache ist nicht nur auf Grund theoretischer Uberlegungen gesichert, 
sondern hat auch eine unmittelbare experimentelle Bestatigung erfahren (siehe z. B. 16); 
diese Bestatigung liegt darin, da8 die Dotierung eines Loécher-Halbleiters mit einer 
Donator-Fremdsubstanz oder eines Elektronenhalbleiters mit einer Akzeptor-Fremd- 
substanz in beiden Fallen einen merklichen Anstieg des Widerstandes dieser Haller 
bei tiefen Temperaturen zur Folge hat. 
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gange vom Valenzband in frei gewordene Akzeptorterme sowie von den 
Donatortérmen ins Leitungsband auftreten kénnen. Im Ladungstrigersystem 
tritt jetzt eine Elektronenkomponente auf. Bei weiterem Temperaturanstieg 


bis T ~ a beginnen die Eigenelektroneniiberginge aus dem Valenzband 


ins Leitungsband eine Rolle zu spielen, und man kann jetzt die entsprechen- 
den Formeln fiir das chemische Potential in stdérstellenfreien Halbleitern 
anwenden. 

Falls AH, oder AL, viel kleiner als AH ist, kann man die Rechnung dadurch 
vereinfachen, da8 man schon im Gebiet mittlerer und erst recht hoher 
Temperaturen von den Akzeptor- (oder Donator-) Termen absieht. 

Die durchgefiihrten Uberlegungen sind allerdings ziemlich qualitativ. Eine 
strenge quantitative Behandlung des Problems ist nur nach der graphischen 
Methode modglich. 

b) N, = Nq. Fir niedrige und hohe Temperaturen weicht dieser Fall nur 
wenig vom Fall eines stérstellenfreien Halbleiters ab. 

ce) Ng< Ny. Bei 7-0 sind alle Akzeptorterme mit Elektronen besetzt, 
wihrend Vy — N, Donatoratome nicht ionisiert sind. Dieser Fall ist natiir- 
lich aquivalent dem oben behandelten Fall N, > Ny; es vertauschen sich 
nur die Rollen von Elektronen und Léchern. 


3,4 Die Entartungstemperatur. 


Unter Benutzung der oben abgeleiteten Temperaturabhangigkeit des 
chemischen Potentials eines Elektronen-Fremdhalbleiters (3.4) erhalt man 
nun leicht eine Beziehung zur Bestimmung der Entartungstemperatur des 
Elektronengases bei gegebenem Energiespektrum und gegebener Stor- 
stellenkonzentration. Unter der Entartungstemperatur versteht man hierbei 
zweckmaBigerweise die Temperatur, bei der das chemische Potential. den 
unteren Rand des Leitungsbandes erreicht. Wir miissen jedoch darauf 
hinweisen, daB eine merkliche Entartung des Elektronengases bei einer 
genaueren quantitativen Auswertung experimenteller Daten schon bei 
y* > —2 zu beobachten ist. Bei der Abschitzung des Temperaturgebietes 
der Elektronenentartung mu8B man dies beachten. Wie schon gezeigt wurde, 
gibt es fiir den hier betrachteten Halbleitertyp im allgemeinen zwei Ent- 
artungstemperaturen 7’, und 7’, (eine obere und eine untere), die das Tem- 
peraturgebiet der Entartung eingrenzen. In Wirklichkeit ist natirlich das 
Entartungsgebiet des Elektronengases etwas groBer als das Intervall (7), T,). 
Die gesuchte Formel zur Bestimmung der Entartungstemperatur erhalt 
man, indem man in (3,4) u = 0 setzt. Es wird dann 


4Eqa 


eas 2 \*/e 
Tl, (2m + 7 ='0,671 (0 5 Na. (3,12) 


Die Entartungstemperaturen sind die Wurzeln dieser Gleichung. Daf zwei 
Wurzeln vorhanden sind, sieht man folgendermaBen leicht ein. Der Aus- 
druck auf der linken Seite von (3.12), als Funktion der Entartungstemperatur 
aufgefaBt, ist eine Kurve mit einem Minimum. 7’,, sei der Wert von 7’, bei 


44* 
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dem dieses Minimum eintritt. Liegt 7',, so, daB 


( Ags frh® \*2 
3/9 kT'm n 
T'ls \2e +1) < 0,671 (fr) Na 


h? \*is 
gilt, d.h. liegt das Minimum unterhalb der Geraden 0,671 In Nas | 
2amk , 


so schneidet die Kurve 7"/: (2e4¥a*? 4 1) diese Gerade zweimal, und wir 
erhalten zwei Werte 7'(7', und 7',), bei denen die Gleichung (3,12) erfiillt ist, 
d. h. es ergibt sich ein Entartungsgebiet. Liegt 7’,, oberhalb der erwahnten 
Geraden, so tritt bei keiner Temperatur eine Entartung ein. Wie man leicht 
einsieht, mu8 7',, folgender Gleichung gentigen: 


# ore. 
oe ( ae ‘ 1) (3,13) 
Daraus folgt 
1s "AE 
"=T@a5 (3,14) 


Eine Entartung kann also in dem durch Lésung der Gleichung (3,12) ge- 
gebenen Temperaturintervall (7,, 7) eintreten, falls 


®/e 
Na fn > 2,425 - 1022 [em-3 eV-"]. (3,15) 
d 


ist. 

Wie aus dieser Formel hervorgeht, wird die Entartung begiinstigt durch hohe 
Stérstellenkonzentrationen, kleine Aktivierungsenergien und kleine effektive 
Massen der Ladungstrager. Die beiden letzten Faktoren sind dabei am 
wirksamsten. 


§ 4. Einflu8 der Entartung auf die magnetischen Eigensdchaften 
des Elektronengases in Halbleitern 


Die Gleichgewichtseigenschaften des Elektronengases in Halbleitern sind 
noch wenig untersucht. Am zuginglichsten fiir die Untersuchung miBten 
offenbar Wairmekapazitit und magnetische Suszeptibilitét des Elektronen- 
gases sein. In den letzten Jahren begann besonders die Untersuchung der 
magnetischen Eigenschaften der Halbleiter. Diese sind deshalb wichtig, weil 
man mit ihrer Hilfe die Natur der chemischen Bindung in Halbleitern und 
ihren EinfluB auf die elektrischen und sonstigen Eigenschaften dieser Sub- 
stanzen ermitteln kann. In diesem Paragraphen beschaftigen wir uns kurz 
mit dem Einflu8 der Entartung des Elektronengases auf die magnetischen 
Eigenschaften von Halbleitern. 


4,1 Formeln fiir die magnetische Suszeptibilitat 

des Elektronengases. 
Zunichst behandeln wir das Problem der magnetischen Suszeptibilitat eines 
Elektronenhalbleiters. Nach den Methoden der statistischen Physik erhalt 
man leicht folgenden Ausdruck fiir die magnetische Suszeptibilitat der 


ia 
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‘Elektronen (17), der fiir beliebigen Entartungsgrad des Ladungstriger- 


# systems gilt: 
_ 2, dBy,(u*) we fh 
Seal pitied pt Gr! Bye ae) 


| Hierbei ist 4, das BouRsche Magneton. Bekanntlich wird die Elektronen- 
© konzentration im Leitungsband WN, durch folgende Formeln gegeben: 


2 
N, => nF 1), (u*) 5 (4,2) 


Ist das Elektronengas nicht entartet, so ist 


mm = “bP — 8). (4,3) 


{| In den Formeln (4,1) und (4,2) beriicksichtigt das zweite Glied in dem Faktor 
| (1 —f,/3) den Lanpauschen Bahn-Diamagnetismus der Elektronen. Bei 
} einer hinreichend kleinen effektiven Masse der Elektronen kann der Bahn- 
‘© Diamagnetismus gréBer werden als der Spin-Paramagnetismus. Analog lat 
| sich die magnetische Suszeptibilitat eines Lochergases darstellen: 


Ba Paes IEG (SAE pela fe 
ares cea du* many To leag yor A eet Se) 


} Enthalt der Halbleiter sowohl Elektronen als auch Licher, so ist die magneti- 
sche Suszeptibilitat der Ladungstrager 


’ 


%=I4n + %- (4,5) 


| Die vorstehenden Formeln wurden unter der Voraussetzung abgeleitet, daB 
| die Flache konstanter Energie sowohl fiir Elektronen als auch fiir Licher eine 
} Kugelflache ist (¢ = p?/2m). Die Abweichung von der Kugelgestalt kann in 
_ gewissen Fallen eine erhebliche Rolle spielen. Approximiert man die Flachen 
| konstanter Energie durch einen Ellipsoid und beriicksichtigt die Anisotropie 
der einzelnen Kristallite, so erhalt man bei einer polykristallinen Probe 
(Elektronenhalbleiter) (8): 


2 aFi;,(u*) wp fii 
% — £ ° . —_ 4,6 
Xn ie en du* k 7 1 5 ? ( ) 
Dabei ist 
Aa hy: (4,7) 


fi, ist die Komponente des Tensors m/m;, (m7, ist der Tensor der effektiven 


Elektronenmasse); die Uberstreichung bedeutet eine Mittelung iiber alle 
méglichen Hauptachsenorientierungen der Kristallite zum Magnetfeld. 
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Bei einer Messung der magnetischen Suszeptibilitat beriicksichtigt man in 
Wirklichkeit nicht nur die Suszeptibilitat des Elektronengases, sondern 
auch die des Grundgitters und der Stérzentren. Die Suszeptibilitat des 
Grundgitters kann bei geringen Stérstellenkonzentrationen als konstant 
angenommen werden. Setzt man sie als aus besonderen Messungen bekannt 
voraus (diese miissen an der reinen Substanz ausgefiihrt werden), so kann 
man sie von der Gesamtsuszeptibilitat des Halbleiters abziehen. Die Suszep- 
tibilitat der Stérzentren 1aBt sich theoretisch berechnen, wenn man bestimmte 
Modellvorstellungen iiber das Zentrum zugrunde legt. Im einfachsten Fall 
eines sogenannten wasserstoffahnlichen Zentrums drehen sich Elektron 


oder Loch um das Stérzentrum. Die magnetische Suszeptibilitat der Stor- — 


zentren 148t sich dann nach der Formel (18) 


be =o, 42. - 10° 
= G Oi L 
berechnen, wobei Z die LOSCHMIDTsche Zahl und e@ die Dielektrizitats- 
konstante ist. Das erste Glied dieser Formel beruht auf dem Spin-Para- 
magnetismus des Elektrons oder des Loches, die an das Stérzentrum ge- 
bunden sind, daB zweite Glied auf dem LANGEVINschen Diamagnetismus. 
Zieht man von der gemessenen Suszeptibilitat des Halbleiters diese Suszepti- 
bilitaten der reinen Substanz und der Stodrzentren ab, so erhalt man die 
Suszeptibilitat des Elektronengases und kann Schliisse tiber den EinfluB der 
Entartung auf diese GroBe ziehen. 


panes ei? eae (4,8) 


4,2 Magnetische EKigenschaften des grauen Zinns. 


Die magnetischen Eigenschaften des grauen Zinns, sowohl in reiner Form als 
auch mit Fremdatomen, wurden von BuscH (18) eingehend untersucht. 
Buscu zeigte, daB alle experimentellen Daten vom Standpunkt der oben 
angegebenen Formeln_plausibel gedeutet werden kénnen, wenn nur die 
Parameter f,, fp, F:, Fp geeignet gewahlt werden. Wir wollen hier kurz auf 
einige der BuscHschen Ergebnisse eingehen, die Schliisse auf die Ent- 
artung des Elektronengases in diesem Halbleiter erméglichen. Die Parameter- 
werte, die bendtigt werden, um alle experimentellen Daten zu erklaren, sind 
in Tabelle I zusammengestellt. 


Tabelle I. 


: 

a-Sn (rein) 0,08 1,5 |0,33)41 | 23 — — — | — 

a-Sn mit Al-Beimischung | 0,08 1,5 |0,33)/41 | 23 | 1,45-1029 — eee — 

a-Sn mit Sb-Beimischung |0,08| y;:1,5 | 0,33} 41 | 23 — 1,45-1019| — |0,004 
%git,2 


Interessant ist die Feststellung, daB sowohl bei reinem grauen Zinn als auch 
in Anwesenheit von Fremdsubstanzen die Parameter die gleichen Werte 
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behalten. Eine geringe Ausnahme macht nur Sb als Fremdsubstanz; hier 
mu8 man, um die Theorie an die experimentellen Daten quantitativ an- 
zupassen, der Konstante f, fiir die Leitungselektronen und fiir die an Fremd- 
atomen gebundenen Elektronen einen etwas anderen Wert geben. 

a) Reines graues Zinn. Abb. 3 zeigt die 

Temperaturabhingigkeit der Elektronen- 050 100 _150 200 250 300'K 
und Lochersuszeptibilitaét in reinem 

grauen Zinn. Die Kreise sind Me8punkte; 
die ausgezogene Linie ist die unter Be- 
ricksichtigung der Entartung berechnete 
theoretische Kurve, wiahrend die ge- 
strichelte Kurve ohne Beriicksichtigung 
der Entartung herauskommt. Wie man 
sieht, liegen fiir 7’ > 125° K die experi- 
mentellen Punkte gut auf der unter Be- 


x:107abs. Einh. 


: 7, 7 
x-107abs.Linh. Abb. 3. Temperaturabhangigkeit der spezi- 


fischen magnetischen Suszeptibilitat 


-25 ace oe eee a 7 der Ladungstrager in nichtdotiertem 
grauem Zinn. 


-26 
-27 x-107abs. Linh 
oo 0-00 0 po Al 2 ~30 
-28 
=37 ay, 
= 29. Me 
7 aa 
-30 eee 3 
=33 
-37 steht ay 5Sb4 
aw Nv 3,4 
-32 —x—x— /heor Kurve —x—»x— Theor Kurve 563 
! 1 N 1 (lei fs -35 T 
0 50 100 150 200 250 300°K r) 50 100 150 200 250 300 °K 
Abb. 4. Temperaturabhangigkeit der spezifischen magne- Abb. 5. Temperaturabhangigkeit der spezi- 
tischen Suszeptibilitat in grauem Zinn (dotiert fischen magnetischen Suszeptibilitat 
mit Aluminium). in grauem Zinn (dotiert mit Antimon). 


riucksichtigung einer Entartung berechneten Kurve, obwohl gewisse Unter- 
schiede vorhanden sind. Interessant ist die Feststellung, daB diese Entartung bei 
einer Untersuchung der elektrischen Leitfahigkeit unmerklich ist, und daB 
sie eintritt, obwohl wir es hier mit einem Eigenhalbleiter mit groBem Unter- 
schied zwischen den effektiven Massen von Elektronen und Loéchern und 
mit einem geringen AH zu tun haben. Aus Messungen der Temperatur- 
abhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit ergibt sich fiir die Aktivierungs- 
energie der Eigenleitung AH = 0,08 eV. 

b) graues Zinn mit Sb- oder Al-Beimischungen. Die Abb. 4 und 5 zeigen die 
Temperaturabhangigkeiten der magnetischen Suszeptibilitat fiir a-Sn mit 
Sb bzw. Al als Fremdsubstanz. Die Konzentrationen dieser Fremdsubstanzen 
bei den entsprechenden Proben stehen in Tabelle II. 
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Tabelle IT. 


Nr. der Legierung | Ng, q cm? 


4,35 - 107° 
1,45 - 1070 
4,35 - 1029 
1,45 - 1019 
1,35 - 1078 


oP WD 


Antimon ist ein fiinfwertiges Element und erzeugt im vierwertigen grauen 
Zinn einwertige wasserstoffahnliche Donatoren. Das dreiwertige Aluminium 
dagegen fiihrt zum Auftreten einwertiger wasserstoffihnlicher Akzeptor- 
terme. Der Diamagnetismus der Legierungen a-Sn + Sb steigt mit zu- 
nehmender Sb-Konzentration; weil nimlich fir die Elektronen f, > 1 ist, 


x-107 abs. Einh. 
Ale] 
564 ~28 
Leitungsband- 
i =29 5 
AE 
ee a -3,0 
50 100 150 250 300 K Al3+Sb4 
-31 Al3+S03 
= Valenzband 
Z yy en. ~32 
Al+563 
3,3 
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Abb. 6. Temperaturabhangigkeit des chemischen Abb. 7. Temperaturabhangigkeit der spezifischen 
Potentials von Elektronen und Léchern magnetischen Suszeptibilitat in ternaren 
in dotiertem grauem Zinn. Legierungen a-Sn + Al + Sb. 


ist die resultierende Suszeptibilitat der Fremdzentren diamagnetisch. Fir 
das Al tritt der umgekehrte Effekt auf, weil f, < 1 ist und die resultierende 
Suszeptibilitat der Fremdzentren hier paramagnetisch ist. Die fir die 
Legierungsprobe 4 berechneten theoretischen Kurven ahneln den experimen- 
tellen sehr. Wahrend bei der Berechnung der Suszeptibilitat der Antimon- 
legierungen die Entartung des Elektronengases eine wesentliche Rolle 
spielt, ist dies beim Al nicht der Fall. Das liegt wahrscheinlich daran, daB 
fiir die Elektronen f, > 1 ist und die Entartung eher eintritt als fiir die 
Locher, bei denen f, < 1 ist. Auch die Abb. 6 bestiatigt dies. Man sieht hier, 
daB das chemische Potential der Elektronen im ganzen untersuchten Tem- 
peraturintervall sich in der Nahe des unteren Randes des Leitungsbandes 
befindet, wahrend das chemische Potential der Locher nur bei sehr niedrigen 
Temperaturen dicht cberhalb des Valenzbandes verliuft. Aus Abb. 5 geht 
weiter hervor, da8 die Suszeptibilitat der Al-Legierungen bei hohen Al- 
Konzentrationen nur schwach temperaturabhiangig ist. Auch dies beruht 
offenbar darauf, daB eine Entartung des Elektronengases erst bei hohen Al- 
Konzentrationen in der Legierung eintritt; theoretisch ist dies allerdings 
noch nicht bestatigt. 

Interessant ist auch die Abb. 7; sie zeigt die 7'-Abhangigkeit der magnetischen 
Suszeptibilitét der terniren Legierungen a-Sn + Al + Sb. Wie aus dieser 
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( Abbildung hervorgeht, ist diese Abhangigkeit der in Abb. 5 ahnlich, wenn die 
/Al-Konzentration tiberwiegt; umgekehrt ahnelt sie bei iiberwiegender Sb- 
)Konzentration eher der in Abb. 4 dargestellten. Von besonderem Interesse 
jist der Fall gleicher Konzentrationen, also der Legierung a-Sn + Al 3 + Sb3. 
‘In diesem Fall erinnert die Temperaturabhangigkeit der magnetischen 
| Suszeptibilitat sehr an die des reinen grauen Zinns (siehe Abb. 3). Hierdurch 
) wird das bestatigt, was wir in § 3 iiber die Eigenschaften amphoterer Halb- 


: 


| leiter gesagt haben. 


4,3 Magnetische Eigenschaften der intermetallischen 
Verbindung Mg,Sn. 


| Der Halbleitercharakter der intermetallischen Verbindung Mg,Sn wurde 


7 untersucht. Die Ergebnisse dieser letzten Arbeiten zeigen, daB bei grofer 


oftV/C] 


x*10% abs. Einh. 
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Abb. 8. Temperaturabhangigkeit der magnetischen Abb. 9. Temperaturabhangigkeit der Thermospan- 
Suszeptibilitat der Elektronen in der inter- nung in Mg,Sn bei verschiedenen Dotie- 
metallischen Verbindung Mg.Sn bei ver- rungen. 


schiedenen Dotierungen. 


Abweichung von der st6chiometrischen Zusammensetzung der Legierung 
eine Entartung des Elektronengases auftritt. Abb. 8 zeigt die Temperatur- 
abhangigkeiten der gemessenen magnetischen Suszeptibilitat (fiir verschieden 
starke Abweichungen von der stéchiometrischen Zusammensetzung) ab- 
zuglich der magnetischen Suszeptibilitét einer nahezu stdchiometrisch 
zusammengesetzten Verbindung (quantitativ wurde der Grad der Abweichung 
von der stéchiometrischen Zusammensetzung nicht bestimmt, man konnte 
aber durch Messung der elektrischen Leitfaihigkeit nachweisen, daB bei den 
Proben 1, 2, 3 diese Abweichung zunahm). Parallel mit den Messungen der 
magnetischen Suszeptibilitat wurde auch die Thermospannung gemessen. 
Die Ergebnisse zeigt Abb. 9. 

Auf Grund von Uberlegungen, die im folgenden dargelegt werden sollen, 
kann man annehmen, daf die Kurven der Abb. 8 die Suszeptibilitat des 
Elektronengases darstellen, d.h. die Gitterdefekte praktisch nichts zur 
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Temperaturabhangigkeit der magnetischen Suszeptibilitét beitragen. Man 
betrachte namlich etwa die Kurve fiir Probe 1. Die Temperaturabhangigkeit 
der Thermospannung hat in diesem Fall eine Form, wie sie fir nichtent- 
artete Halbleiter charakteristisch ist. Die Thermospannung a hangt be- 
kanntlich mit dem reduzierten chemischen Potential folgendermaBen zu- 
sammen : 


4 @ = p* + const. (4,9) | 
e 


Dabei ist & die Boltzmann-Konstante, e die Elektronenladung. Auf Grund. 
der Formeln (4,2) und (4,3) erhalt man fiir nichtentartete Halbleiter die 
Beziehung 


In x = In T = u* + const, (4,10) 


und es muB also gelten 


In x —Fnta na + const. (4,11) 


Diese Beziehung ist fiir die Probe 1 tatsachlich gut erfillt, so daB man also 
auch schlieBen kann, daB y die Suszeptibilitat des Elektronengases ist und 
daB dieses in der Probe 1 nicht entartet ist. Wir wenden uns nun der Probe 3 
zu, die die gré8te Abweichung von der Stéchiometrie zeigt. In diesem Fall 
ist a sehr klein und praktisch unabhingig von der Temperatur. Daraus folgt, 
daB auch w* praktisch nicht von der Temperatur abhangt und da8 wir es 
mit einem entarteten Elektronengas zu tun haben. Aus der Formel (4,1) 


folgt dann, da8 y, proportional / 7 sein muB, was auch tatsachlich der 
Fall ist (siche Abb. 8). Die Probe 2 repriasentiert offenbar einen Ubergangs- 
fall. Durch Vergleich der experimentellen Werte y und a mit den Daten der 
Formel (4,11) kann man hierbei feststellen, daB f, = 1,66 ist. 

Eine Untersuchung der magnetischen Eigenschaften ermédglicht also in 
vielen Fallen den Nachweis, ob das Elektronengas in einem Halbleiter ent- 
artet ist. 


§ 5. Einflu8 der Entartung des Elektronengases auf die kinetischen 
Koeffizienten in Halbleitern 


Praktisch am wichtigsten ist der EinfluB einer Entartung des Elektronen- 
gases auf die elektrische Leitfahigkeit, den Halleffekt, die Thermospannung 
und andere Effekte, die beim Durchgang eines Stroms durch einen Halbleiter 
auftreten. Im Gegensatz zu den magnetischen Kigenschaften hangen alle diese 
Effekte, die auf irreversiblen Prozessen beruhen, sehr vom Wechselwirkungs- 
mechanismus des Elektrons mit dem Gitter ab. In der modernen Theorie 
der irreversiblen Prozesse in Halbleitern wird diese Wechselwirkung durch 
eine bestimmte Energieabhangigkeit der freien Weglange der Stromtrager 
gekennzeichnet. Verschiedenen Streumechanismen der Elektronen und 
Locher im Gitter entsprechen verschiedene Energieabhingigkeiten der 
freien Weglange. Durch Analyse der Untersuchungsergebnisse kann man 
jedoch zeigen, da in den meisten Fallen eine Entartung des Elektronen- 
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oder Léchergases hauptsadchlich das chemische Potential beeinfluBt. Bei 
Pnicht zu starker Entartung ]a8t sich die Theorie mit den experimentellen 
} Daten gut in EKinklang bringen. Bei starker Entartung jedoch ergeben sich 
PgroBe Schwierigkeiten, die weiter unten erértert werden sollen. Wir be- 
®schranken uns hier auf eine Zusammenstellung der notwendigen Formeln 
‘und auf eine Diskussion der Ergebnisse; die Herleitung dieser Formeln 
i findet man in der Spezialliteratur, und eine solche Herleitung interessiert 
auch nur den Theoretiker. 


15.1 Energieabhangigkeit der freien Weglange. 

i) Hier beschranken wir uns auf den Fall der Streuung eines Stromtragers an 
® den thermischen Gitterschwingungen. Die verschiedenen Streumechanismen 
# haéngen von der Natur der Bindungskrafte ab. Die Energieabhangigkeit der 


| freien Weglange in den einzelnen Fallen ist in Tabelle III zusammengestellt. 


fir den Fall von Stromtragern einheitlichen Ladungsvorzeichens folgender- 
i 


5.2 Zusammenstellung der Formeln fiir die kinetischen Koeffi- 
zienten bei beliebigem Entartungsgrad der Stromtrager. 


maBen schreiben (26): 


| * p2 
; om ue T ly (r fs 1).F,(u*), (5,1) 
| 
(27 +4) 
| pee BN! PEO Fae Y) (5,2) 
Sint Ng pee GD? Fy(u*) ’ ; 
i 
Seal? cag) hale 
| e= era R We ene ote 
| (2r + 5)F: Ls) | 
| Gy og SUG) eee lie Boeck ol py (5,4) 
o  2m*kT (r + 1) F,(u*) ; 
: pe +2) (20 +5) Fras (WP d *) 
. am 0 eae 
: is (2m* kT)’: (7 + 1)? F7(u*) 
3 

| (2 +3) (r + 1) F, (u*) Po, 45 (u*) 

a (5,5) 


( + 1)? F3(u*) 


3 Fi), (u*) 


P= ON, pk (+1) F(a") 
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(r +1) (27 + 3) F, (u*) Fors (u*) 
x Gp 2)? Fh (we) — (r+ 8) (r + 1) Pra (He) Fr (u*) 


(r +2) (2 + 5) Fea (u*) Por 1 (u*) 
eae Sie) eae eee eee 
Ci yFae)or tae Dre? = &) 
ois Ie . 
= = Bmkk Th (r + 1) Fy(u*) 


2(r $1) (7 + 2) (20 +5) Feet) Fran uh) Bored (U") 


“| $2? Fa) —r + De +3) Fe) Pe) 


(r+ 1) (2" >) FE (u*) Foy 3 (u*) 
(r+ 2)? Fa (u*) — (r+ 1) 438) Fu) Pre (u*) 


aves 
(7 + 298 (Br $5) Phen uh) Fae d(H") 
yee AT Te Oe Be Pk (5,7) 
(r + 2)? Fri (u*) — (r + 1) (r + 8) Fy (u*) Pro (u*) | 
Hierbei ist r der Exponent in der Energieabhangigkeit der freien Weglange: 
l= 1,2"; F,(u*) sind die Fermiintegrale vom Index r; a ist die elektrische 


Leitfahigkeit, a die Thermospannung, FR die Hallkonstante, ~ die Leit- 


fahigkeitsinderung im Magnetfeld; Q, P, S sind die Koeffizienten fir die 
Effekte von NERNST, ETTINGHAUSEN und RIGHI-LEDUC. Die Formeln 
sind unter der Voraussetzung eines schwachen Magnetfeldes abgeleitet. 
Die Temperaturabhangigkeit der oben genannten kinetischen Koeffi- 
zienten beruht entweder auf den unmittelbar in diese Ausdriicke ein- 
gehenden Temperaturabhangigkeiten oder auf dem chemischen Potential, 
dessen Temperaturabhingigkeit ausgehend von konkreten Daten iiber das 
Energiespektrum mit den in §3 dargelegten Methoden zu bestimmen ist. 
Meistens ist eben dieser Anteil entscheidend fiir die Temperaturabhingigkeit 
der kinetischen Koeffizienten. Wir wollen deshalb noch etwas naher auf die 
Berechnung bzw. eine zweckmaBige Interpolation der Fermiintegrale F, (u*) 
eingehen. 

5,38 Angeniherte Berechnung der Fermiintegrale. 

Wie oben gesagt, 1aBt sich das Integral F:;, (u*) mit Hilfe der Formel (3,2) 
sehr gut approximieren. Man kann zeigen (27), daB auch die tibrigen Fermi- 
integrale mit halbzahligem Index F,,41;, im Intervall —oo < pw <1,5 
durch Formeln folgender Art 


. (2m + 1) eu" 
gm 1+ A,et 
(m > 1), 


m3-5.. 
Fux), (u*) = ue (5,8) 
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gut approximiert werden kénnen; hierbei ist 
A, = 0,0619; A, =0,0285, A, = 0,0144. (5,9) 


Wie aus dieser Formel hervorgeht, nimmt die Bedeutung der Korrektur- 
koeffizienten A,, mit wachsendem Index m ab. 
Fir die Fermiintegrale mit ganzzahligem Index F,(u*) kann man leicht 
zeigen, daB 

Fo(u*) = In(1 + e&"). (5,10, 
ist. 
Die Fermiintegrale F,,(1*) mit » > 0 lassen sich im Intervall — oo S w =1,5 
ebenfalls durch folgende Ausdriicke approximieren (27): 


F, (u*) =n! ~ (n> 0), 


eH 

1+ B,e+ 
B, = 0,164, By =20,017.- 

Wie im Fall (5,9), nimmt die Rolle des Korrekturgliedes B, mit wachsendem 
Index n ab. 
Tabellen einiger Fermiintegrale und Entwicklungen dieser Funktionen in 
Reihen nach Potenzen von e”’ oder e~#* findet man in (12, 13, 24, 9). 
5,4 Graphische Untersuchung der kinetischen Koeffizienten. 
Die Kurven in Abb. 10 (a bis g) zeigen die u*-Abhangigkeiten einiger 
Kombinationen von Fermiintegralen die in den Formeln (5,1) bis (5,7) 
auftreten. Hierbei sind folgende Bezeichnungen benutzt: 


_ Ky (u*) 16am* kT 1, 


(5,11) 


a aia ; (5,12) 
k 
Se ae Ky (u*) en (5,13) 
* 
— (5,14) 
n,p™s 
do K,(u*) e212 
i Saas (5,15) 
_ Ks (u*)kly 
Q — (2m*kT)l2? (5,16) 
eg oak, (u*) (5,17) 
= heNT RT: u , > 
ONG ee 
A ely 2 
S=+ (Qm*k Ty Ky, (u*). 


Die mit den Nummern I, II, III, 1V bezeichneten Kurven beziehen sich 
auf die Fille a) r = 0, b) r = 1/5, c) r = 1/, mit dem Faktor 1 —n; in J, und 
d) r= 1. Wenn J, den Faktor 1 — n,; enthalt (Fall der Ionenkristalle bei 
niedrigen Temperaturen und hohen Ladungstrigerkonzentrationen, siehe 
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Tabelle III), andern sich die Formeln (5,11) bis (5,17). Man hat dann die 
Kombinationen der Fermiintegrale entsprechend folgender Tabelle zu 
ersetzen : 


1 
(r +1) F, (ut) > Ps (u*) + oF.) | 
of 2 
(£2) Fene) > 7 [Paws + oP uw}, (5,18) 
04 2 


7 5 
(+8) Frater) > 7 [Pa ee) + oF | 
2 re 


Die Kurven in Abb. 10 zeigen, daB bei der elektrischen Leitfahigkeit und der 
Thermospannung — unter Beschrankung auf den vom Standpunkt der — 
Halbleitertheorie praktisch wichtigen Bereich —oo <mw* <1,5 — die. 
entsprechenden Koeffizienten unabhangig von r in qualitativ gleicher Weise 
von u* abhangen. Sie unterscheiden sich nur unwesentlich im Absolut- 
betrag. Dasselbe gilt auch fiir die w*-Abhangigkeit des Hall-Koeffizienten 
bei verschiedenen Werten von r (abgesehen von dem durch Kurve III dar- 
gestellten Fall). Man kann also von vornherein sagen, daB die ,,Anomalien‘ 
in der Temperaturabhangigkeit von Leitfahigkeit, Thermospannung und 
Halleffekt (mit Ausnahme der Temperaturabhangigkeit der Beweglichkeit 
der Ladungstrager, auf die wir hier nicht eingehen wollen), kaum auf Ver- 
schiedenheiten im Streumechanismus der Elektronen zuriickgefiihrt werden 
konnen. Von entscheidender Bedeutung fiir die Interpretation der Tem- 
peraturabhangigkeit dieser Koeffizienten ist hier die Anderung des chemischen 
Potentials mit der Temperatur: diese kann in Abhingigkeit von der Struktur 
des Energiespektrums und seinem Besetzungsgrad mit Elektronen tatsach- 
lich zu sehr verschiedenartigen und unerwarteten Ergebnissen fiihren. Be- 
sonders deutlich wird dies am Beispiel der Thermospannung [vgl. Formel 
(2-7) Fras (a) 
+ AF, (a) 

ist hier namlicn das einzige, das auf dem Streumechanismus der Elektronen 
beruht, und gerade dieses Glied ist Temperaturanderungen gegeniiber sehr 
unempfindlich. Bei qualitativ gleicher u*-Abhaingigkeit der Funktionen 
F,,, und F, hangt ihr Verhaltnis praktisch nicht von 7' ab, selbst wenn p* 
sich mit der Temperatur sehr stark andert. In der Regel stimmt also die 
Temperaturabhangigkeit der Thermospannung — abgesehen von einer 
nahezu konstanten GréBe — mit der von y* iiberein. 

Der Grund dafiir, daB trotz der starken Abhingigkeit der Stromtrager- 
beweglichkeit vom Streumechanismus dieser im allgemeinen kaum von 
Einflu8 auf die Temperaturabhangigkeit des Widerstandes ist, liegt in 
folgendem. Die Beweglichkeit ist gewéhnlich proportional einer bestimmten 
Potenz der Temperatur, wihrend in die Formel fiir die elektrische Leit- 
fahigkeit noch die Konzentration freier Ladungstrager eingeht, die wesentlich 
starker von der Temperatur abhingt. Dadurch wird die Temperatur- 
abhangigkeit der Beweglichkeit verdeckt und 148t sich nur bei der Gegen- 
uberstellung gleichzeitiger Daten iiber Leitfaihigkeit und Halleffekt ér- 


(5,3)]. Das erste Glied in der geschweiften Klammer 
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mitteln. Jedoch ist dies nicht immer der Fall. Bei starker Entartung des 
Elektronengases oder bei Sattigung (vollsténdiger Ionisierung der Fremd- 
atome) hért ~* nahezu auf, von der Temperatur abzuhingen. In diesem 
Temperaturbereich kommt der Einflu8 der Beweglichkeit auf die Temperatur- 
abhangigkeit der Leitfahigkeit zur Geltung. 

Anders liegen die Dinge im Fall der Koeffizienten von NERNST, ETTINGHAUSEN 
und RicHI-LEpuc. Hier kann eine Anderung des Streumechanismus 
sowohl zu einer radikalen Anderung der Abhangigkeit des entsprechenden 
Integrals von u* als auch zu einem Vorzeichenwechsel (im Fall von Q und P) 
fiihren. Bei bestimmten Abhangigkeiten der freien Weglange von der Energie 
verschwinden die Koeffizienten von NERNST und ETTINGHAUSEN identisch 
oder werden bei Aufhebung der Entartung sehr klein. Kine Untersuchung der 
Temperaturabhangigkeit und der GréBen dieser Koeffizienten ist deshalb 
u. E. von groBer Bedeutung, da sie wesentlich neue Aussagen tiber den 
Leitungsmechanismus in Halbleitern liefern kann, die dem Experimentator 
bei den ,,traditionellen‘’ Effekten wie Hall-Effekt, Thermospannung und 
Leitfahigkeit entgehen. 


5,5 Der Fall der gemischten Leitfaihigkeit. 


Bei gemischter Leitfahigkeit miissen die Formeln (5,1) bis (5,7) abgeandert 
werden, da — die Leitfahigkeit ausgenommen — die kinetischen Koeffizienten 
fiir amphotere Halbleiter im allgemeinen keine einfache Summe (oder 
Differenz) der entsprechenden Groen fiir jedes der Gase (Elektronen und 
Locher) darstellen. Weiter unten werden wir eine Methode zur Berechnung 
von Leitfahigkeit, Thermospannung und Halleffekt in amphoteren Halbleitern 
bei Entartung angeben. Zunachst wollen wir nur folgendes bemerken. Wie 
schon in §3 angedeutet, ist in amphoteren Halbleitern bei fast gleichen 
Donator- und Akzeptorkonzentrationen und nahezu gleichen effektiven 
Massen der Stromtrager usw. das Stromtragersystem nicht entartet, und 
man kann in diesem Fall also die iiblichen Formeln fiir die kinetischen 
Koeffizienten in Halbleitern mit gemischter Leitfahigkeit ohne Entartung 
benutzen [siehe z. B. (28)]. Liegt Entartung vor, so ist offenbar entweder das 
Elektronen- oder das Lochergas entartet. Zur Veranschaulichung nehmen 
wir an, es sei das Elektronensystem entartet; man kann dann das Lochergas 
als nicht entartet ansehen. In diesem Fall erhalt man fir die elektrische Leit- 
fahigkeit : 
0 = 06, + Op = 


2 
oA oe a (u*) + mpl? Bpe-#*—4E*], (5,19) 


3h? 
Dabei ist B, = 1 bei r=0, B= 7 So abatiaae 1/, und B =2 beir = 1. 


Die Thermospannung 14Bt sich wie ae berechnen: 


he 1 
=F G $2) Bros (U8) — M8 (0 +1) Fe Wh) 


— [yp + 6, (u* + AE) Same (5,20) 
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Dabei ist y, = 2 bei fat y= 2 Va bei f= tf. und'y, = 'O'bei r — f 
Opel bei. re 6, é= 4 Vx bei Sil undid, e=:2 . ber =a/L. 


Fir die Hall-Konstante Reese ergibt sich in dem hier betrachteten Fall 
eines amphoteren Halbleiters: 
ples Ron + Ryo 
(On + 9p)? 


Hierbei sind o, und o, die Elektronen- und die Lécherkomponente der Leit- 
fahigkeit; R, und R, sind die Hallkoeffizienten fir Elektronen und Lécher 
einzeln, berechnet nach Formel (5,2). Nach dem oben Ausgefiihrten kann 
man dabei fiir R, in unserem Fall den vereinfachten Ausdruck 


(5,21) 


1 
a 5,22 
Ry =a & (5,22) 
benutzen, Hierbei ist é&, = oe bei. “ F=2.0; Ep 1 bel. "ry Aiea mae 
(53 ee te bei r = 1. 5 
es Es Nat aa 


Wir wollen hier die Formeln zur Berechnung der wbrigen kinetischen Koeffi- 
zienten bei gemischter Leitfaihigkeit nicht angeben, weil sie sehr kompliziert 
sind. 


§ 6. Streuung von Elektronen an Fremdionen in entarteten Halbleitern 


Bisher haben wir nur die Streuung von Elektronen an thermischen Gitter- 
schwingungen betrachtet. Wie aus eingehenden Untersuchungen der Strom- 
tragerbeweglichkeit in einer Reihe von Halbleitern klar geworden ist, spielt 
aber in manchen Fallen auch die Streuung an Fremdionen eine Rolle, so daB 
gleichzeitig beide Streumechanismen beriicksichtigt werden miissen. Es ist 
dann nicht mehr méglich, die freie Weglange als einfache Potenzfunktion der 
Energie darzustellen. Die freie Weglange infolge von Streuungen an Fremd- 


ionen lautet 
Tee x; (6,1) 
wobei gilt 
462(kT')? &2 m*? d? 
Oe prc proce a G=1 en. 6,2 
v aN 4e4InG’ + e4 v,; ( > ) 
v ist die Elektronengeschwindigkeit, d der mittlere Abstand zwischen zwei 
Fremdionen. Es wird angenommen, daf die Ionen ein reguléres kubisches 
Gitter bilden. Um beide Streumechanismen passend zu beriicksichtigen, hat 
man die gesamte freie Weglinge durch Addition der reziproken freien Weg- 
langen fiir die beiden Streumechanismen anzusetzen. Es wird also 


1 1 1 
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oder 
ly, L; 


l= ; 
r+]; 


(6,4) 


Beschranken wir uns auf den Fall von Atomhalbleitern, die experimentell 
am besten untersucht sind (J, unabhangig von der Elektronenenergie), so 
erhalten wir 


ly, Mi é 
SPRROE ets (6,5) 
mit 

2 ly 
aM [ah (6,6) 

Fiir die Leitfahigkeit ergibt sich dann 

ath. 16me2m* 1,kT a3 et—K* 

—s 3h3 ‘ x + x2 (er 1pt™ (6,7) 


Dieses Integral 1a8t sich nicht auf ein Fermiintegral zuriickfiihren. Jedoch 
ergeben sich fiir die Auswertung bequeme Formeln bei beliebigem Ent- 
artungsgrad. Hierbei werden zwei Annahmen gemacht: 1. die Fremdsubstanz 
ist vollstindig ionisiert; 2. da im wesentlichen Teil des Integrationsgebietes 
InG@ sich nur langsam andert, kann man es durch eine Konstante ersetzen, . 
und zwar v? = 6kT7'/m* (29). Es wird also 


36 697k? T?d? 


e4 


G=1+ (6,8) 


Unter diesen Voraussetzungen lat sich das in (6,7) auftretende Integral 
durch bequeme und schnell konvergierende Reihen darstellen. 
me i <a: 0: 


te fh (1 + e#*) — #? > (—1)" e™*[ci(nx) cos (nx) + 


n=1 
+ si(n2x) sin(nay, (6,9) 
Hierbei sind Integralsinus und -cosinus folgendermaBen definiert : 
ae bytes ts 
siy=—| ae dt, ciy=| “ dil: (6, 10) 
y oo 


Oy ist so gewahlt, daB oy In (1 + e#*) die Leitfahigkcit eines Atomhalbleiters 
bei ausschlieBlicher Beriicksichtigung der Gitterstreuung ist. 
45* 


662 A. G. SAMOILOWITSCH und L. L. KORENBLIT 


2h > O 
C=, pnd + e#*) — x? > (—1)" e—"#* [ci (nz) cos (na) + 


n=1 
(2 1 
+ si (nx) sin (nx)] + 47x? u* 2 Geen an act (6,11) 


In den angegebenen Formeln Bas man praktisch von den unendlichen 
Summen nur die ersten zwei bis drei Glieder zu beriicksichtigen. Eine 
Analyse zeigt, daB mit wachsendem p* fiir u* > 0 der Einflu8 der Glieder, 
die auf der Streuung an Fremdionen beruhen, abnimmt. Dieser Umstand hat 
eine einfache physikalische Bedeutung: Mit zunehmender Entartung nimmt 
die mittlere Elektronengeschwindigkeit zu, und infolgedessen die RUTHER- 
FORD-Streuung der Elektronen an Ionen, die der Formel fir 1; zugrunde 
liegt, ab. 


§ 7. Vergleich der Theorie mit den experimentellen Daten 


Nach der oben dargelegten Theorie kann bei entsprechenden Bedingungen in 
jedem Halbleiter eine Entartung des Elektronen- oder Loéchergases erwartet 
werden. Diese Bedingungen bestehen im wesentlichen in der Forderung hoher 
Stoértermkonzentrationen und geringer Aktivierungsenergien. Besonders 
haufig sind sie in intermetallischen Verbindungen verwirklicht; ein Beispiel 
hierfiir bildet die oben erwahnte intermetallische Verbindung Mg,Sn, die, wie 
zuerst in (19) festgestellt wurde, ein Halbleiter ist, in der aber bei gewissen 
Voraussetzungen das Blektronengas entartet ist. Analoges ergab sich auch 
in (30) fiir CdSb. Andert man das Verhaltnis zwischen den Mengen von Metall 
-und Sauerstoff in Metalloxyden vom Typ TiO,, ZnO, CdO u. a. durch Reduk- 
tion, so kann man ebenfalls einen entarteten Zustand des Stromtrager- 
systems erreichen. Ein interessantes Untersuchungsobjekt von diesem 
Standpunkt aus sind Legierungen von Silizium und Germanium mit drei- 
bzw. fiinfwertigen Elementen, die wir noch etwas ausfihrlicher betrachten 
wollen. 


yol2cm yoRem) 
10 10 


~——_— ee oe 


103 yos Abb. lla) Temperaturab- 
024 6 8 02% TK Oo 2 4 6 & 10 1 47H  héangigkeit des elektrischen 


00000Mehpunkte nach (4) Widerstandes von Silizium 
——-- Theor Kurve ohne a Bericksichtigung der Streuung mit Bor-Dotierungen ver- 
Theor Kurve mit an Fremdionen schiedener Konzentration. 
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if Si+B 
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10% a 7 Abb. 11b) Temperaturabhangigkeit der Konzentrationen 
NS freier Lécher in Silizium mit Bor-Dotierung. 
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Abb. 12 a) Temperaturabhangigkeit des Widerstandes von 
Silizium, dotiert mit Phosphor verschiedener Kon- 
zentration; b) Temperaturabhangigkeit der Kon- 
zentration freier Elektronen in Siliziam, dotiert 


10” 


10% mit Phosphor. 
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7,1 Leitfahigkeit und Halleffekt in dotiertem Silizium und 
Germanium (partielle Entartung). 


Die Abb. lla und 11b zeigen die Temperaturabhangigkeiten des Wider- 
standes und der Licherkonzentration in Legierungen von Silizium mit Bor 
nach (4). In Abb. 12 ist das Verhalten einer Legierung aus Silizium und 
Phosphor dargestellt (3), in Abb. 13 das einer Legierung aus Germanium 
und Arsen (5). Die Werte fiir die Elektronen- (oder Lécher-) Konzentrationen 
ergaben sich aus Messungen des Halleffektes; die Konzentration wurde nach 
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1 
der Formel ps (7,1) 


: 1 a bags 
bestimmt. P. 
Besonders griindlich wurden die Ergebnisse fir Silizium-Bor-Legierungen 
theoretisch untersucht (11). In dieser Arbeit wurde unter Benutzung der 
experimentellen Ergebnisse tiber die Bor-Konzentrationen und die Akti- 
vierungsenergie der Stérterme aus (4) das chemische Potential auf graphi- 
schem Wege berechnet. Die Ergebnisse sind in Abb. 14 zusammengestellt. 


Ny [em-J] b) 


al2-em-y 
10” 


79" 
10% 
10 


10 13 


y/ 12 


10° 4gn 10? 
2 4 6 8 10 TK 0 2 4 6 8 10 TK 


Abb. 13a) Temperaturabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit von Germanium, dotiert mit Arsen; 
b) Temperaturabhangigkeit der Konzentration freier Elektronen in Germanium, dotiert mit 
Arsen, bei verschiedenen Arsenkonzentrationen. 
Proben 55: Ng = 8: 10%cm * 


S 

* 
on 
@ 


Nq = 8-10" cm™* 


Si+B 

Wir weisen darauf hin, daB man zur Anpas- 
sung der theoretisch gefundenen Lécherkon- 
zentrationen im Valenzband an die Daten von 
(4) m; = 0,436 m statt m7, = m, wie in (4) 
geschehen, setzen mu. Die Ursache fiir 
diese Diskrepanz ist der falsche in (4) 
benutzte Ausdruck fiir die Elektronenkon- 


300 400 500 600 700 800 


=a Gy) SA) BOs) 60) Sn 


Abb. 14. Temperaturabhangigkeit des reduzierten chemischen 
Potentials der- Lécher in Silizium mit verschiedenen 
Bor-Konzentrationen. Bezeichnung der Proben wie in 
Abb. 11. 
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zentration in den Akzeptortermen: 
1 
(2¥elt4 + e~48ote°+4E") statt N/[1 + peasitr n222)) 


| Hierbei muBte folgendes beriicksichtigt werden: 
_ 1. Die Abnahme der Aktivierungsenergie der Liécher mit wachsendem N, 
/ nach der empirischen Formel (4, 33) 


AE, = AES —aN'h, Doris 


| mit AHi = 0,08 eV, a = 4,3 - 10-8 eV/cm. 
2. Bei der Bestimmung der Leitfihigkeit wurde Ionen-Streuung nach den 
| Formeln (6,9) und (6,11) beriicksichtigt. 
3. Die elektrische Leitfahigkeit wurde bis auf einen konstanten, temperatur- 
unabhangigen Faktor bestimmt. 
| Die Ergebnisse dieser Rechnungen zeigen, da die Kurven 2, 3, 4 besonders 
gut wiedergegeben werden kénnen. Hierbei ist es fiir die Proben 3 und 4 
\ wesentlich, eine partielle Entartung des Léchergases zu beriicksichtigen, 
i da — u* — AE* > —2 ist. Bei nicht zu starker Entartung (1 > — p*, 
— AE* > —2 und AL, + 0) erlauben also die Formeln, die sich aus der 
| oben entwickelten Theorie ergeben, eine sehr gute Deutung der experimentel- 
‘ len Daten. Der einzig unklare Punkt der Theorie ist der Umstand, daB die 
'Formel (2,7) fiir die Abhangigkeit der Aktivierungsenergie AH, von N, 
| keine hinreichende theoretische Grundlage hat (33). 
{ Der Fall starker Entartung geht aber tiber den Rahmen dieser Theorie 
i hinaus. Man mu8 hier auf den oben eingefiihrten Begriff der lokalen Stérterme 
4 verzichten. Dieses Problem bedarf noch einer eingehenden Untersuchung, 
§ der wir uns jetzt zuwenden wollen. 


| 7,2 Der Fall starker Entartung. 


) Kine starke Entartung des Loéchergases ist kennzeichnend fiir die Proben 
| 5, 7, 8 der Legierung Si + B (siehe Abb. 11a und 11b). Zunachst stellen wir 
* fest, daB der anomale Anstieg der Lécherkonzentration mit abnehmender 
} Temperatur bei der Probe 5 offenbar auf einer falschen Bestimmung der 
| Konzentrationen aus den Daten tiber die Temperaturabhangigkeit der 
) Hallkonstanten beruht; in Ziffer 7,4 werden wir hierauf zuriickkommen. Bei 
) den Proben 7 und 8 hangt die Locherkonzentration nicht von der Temperatur 
j ab — wie die Elektronenkonzentration in einem Metall. Da fiir alle Proben 
| von der fiinften ab die Stértermkonzentration schon so hoch ist, daB AE, = 0 
) wird, kann man annehmen, dafs die Stérterme verschwinden, und es liegt 
jalso nun eine Situation vor — wie in einem Metall —, bei der die Akti- 
vierungsenergie der Stromtrager gleich Null ist, d.h. es exisitiert ein Band, 
jin dem schon beim absoluten Nullpunkt alle freien Locher enthalten sind. 
| Obwohl vom theoretischen Standpunkt aus eine solche Vorstellung eine 
| Reihe von Unklarheiten enthalt, titber die in § 8 noch Naheres zu sagen sein 
wird, gibt sie die Méglichkeit, die Temperaturunabhiangigkeit der Loécher- 
) konzentration zu verstehen. Es zeigt sich, daB es sich im Fall einer starken 
{ Entartung des Léchergases schon um Stromtragerkonzentrationen handelt, 
| fiir die die Naherungsformeln der Fermi-Dirac-Statistik anwendbar sind, die 
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dem Fall starker Entartung entsprechen und die in der Metalltheorie ge- 
wohnlich benutzt werden. Hierdurch ergibt sich eine einfache Moglichkeit zur 
Bestimmung des chemischen Potentials nach der bekannten Formel von 


SOMMERFELD 
he BN A */s 
ee. jit! Tay 

Mo Om* ( 82 ) (7) 


oder nach der Formel von SOMMERFELD mit Korrekturglied 
zr k2 T2 
12,665 | 


= Ho|t — (7,4) 
Fiir w* > 3 liefern diese Formeln das chemische Potential mit einer Genauig- 
keit von 3%. Man kann nach der bekannten Formel aus der Metalltheorie 
auch die Entartungstemperatur bestimmen: 


ee Ne 1,5 
°= a km* ai (ie 

In Abb. 11b zeigt die gestrichelte Kurve das Entartungsgebiet, berechnet 

nach Formel (7,5). Wie aus dieser Abbildung hervorgeht, fallen die Proben 5, 

7,8 in dieses Gebiet. 

Fir die Berechnung der Leitfahigkeit ergeben sich aber in diesem Fall ernst- 

hafte Schwierigkeiten, die ebenfalls in § 8 naher erértert werden sollen. 


7,3 Entartung des Elektronengases und Warmeleitfahigkeit von 
Halbleitern. 

Ein interessanter Fall einer Entartung des Elektronengases wurde von 

A.W. JoFFE und A.F. JOFFE (34) beobachtet. Die Warmeleitfahigkeit 

eines Kristalls setzt sich bekanntlich aus zwei Anteilen zusammen, némlich 

der Gitter- und der Elektronen-Warmeleitfahigkeit: x = x, + x,. Die 

letztere ist proportional der elektrischen Leitfaihigkeit : 


xe = fo. (7,6) 


Der Koeffizient 6 (das sogenannte WIEDEMANN-FRANZsche Verhaltnis) 
hat die Werte 


k rate 
2 (F) T — fir ein nicht entartetes Elektronengas, 
/ 


ls caleba er (7,7) 
mu (ke ate 
3 (=) 7 — fiir ein stark entartetes Elektronengas. 
Die genannten Autoren untersuchten die Warmeleitfahigkeit einer Reihe 
von Proben einer intermetallischen Verbindung mit verschiedenen spezifi- 
schen Widerstinden. Es zeigte sich, daB der Koeffizient f fiir hochohmige 


; k\? 
Proben nahe bei dem Wert 2 (") 7’, fiir niederohmige Proben aber nahe bei 


2 k 2 | 
5 (=) T liegt, was ganz deutlich auf eine Entartung des Elektronengases im 


zweiten Fall hinweist (Abb. 15). 
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7,4 Der Halleffekt im Germanium bei tiefen Temperaturen. 


‘Bei tiefen Temperaturen beobachtet man im Germanium gelegentlich einen 
janomal flachen Abfall der Hallkonstante mit abnehmender Temperatur 
(Abb. 16). Benutzte man die einfache Formel (7,1) fiir den Hallkoeffizienten, 
‘so wiirde sich ergeben, da die Stromtragerkonzentration mit abnehmender 
‘Temperatur ansteigt, was physikalisch sinnlos ist. Ein &hnlicher Fall wird in 
1(35) behandelt; es zeigt sich hierbei, daB bei Beriicksichtigung einer Ent- 
jartung des Elektronengases [Koeffizient K,(u*)] in der Formel (5,14) der 
| Widerspruch verschwindet: obwohl die Hall- 

Biconstante mit abnehmender Temperatur ~*#° nin aad 

isinkt, nimmt die Ladungstraigerkonzentra- 
(tion ebenfalls ab oder bleibt wenigstens 
(konstant. 


‘7, 5 Temperaturabhangigkeit der 

| Thermospannung bei Entartung. 
‘Wie bereits gesagt, stimmt die Tempe- 

wraturabhangigkeit der Thermospannung bis , o 

auf eine additive, nahezu konstante GréBe ee EM ROTO tay 
jmit der Temperaturabhangigkeit des redu- Bie 2 

ue : . so : * Abb. 15. Abhangigkeit der Warmeleit- 

$zierten chemischen Potentials tiberein. Liegt fihigkeit eines Halbleiters von 

palso eine Entartung des Elektronengases seiner elektrischen Leitfahigkeit, 

‘vor, so sollte man nahezu temperatur- 
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i Abb. 16a) Temperaturabhdngigkeit der Hall-Kon- Abb. i6b) Temperaturabhangigkeit der Ladungs- 
4 stanten in Germanium bei tiefen Tempe- tragerkonzentration im Germanium bei 
| raturen nach (36). tiefen Temperaturen (35). 
junabhingige kleine Werte fir die Thermospannung erwarten, die mit 


} 


)zunehmender Temperatur steigende Tendenz zeigen. Dies wird in ‘der Regel 
fim Experiment auch beobachtet. Abb. 17 zeigt die Temperaturabhangigkeit 
der Thermospannung in Germanium mit Aluminium oder Antimon als 
’Fremdsubstanz. Bei den Proben 27L und 26 Z (Abb. 17a) sowie 347, 33.N 
‘und 34E (Abb. 17b) ist die Stromtragerkonzentration so grof, da eine 
|Entartung eintritt, und die Thermospannung steigt mit wachsender Tem- 
‘peratur im Entartungsgebiet (Temperaturgebiet von —150 bis + 250° C) 
tatsachlich langsam an. Hierbei ist die Thermospannung der entarteten 
/Proben (200 bis 250 uV/Grad fiir Ge + Al und ~ 450 wV/Grad fiir Ge + Sb) 
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tatsichlich dem Betrage nach kleiner und andert sich wesentlich schwacher| 
mit der Temperatur als bei fehlender Entartung. Man kann leicht zeigen, dab 
die Eigentiimlichkeiten der Temperaturabhangigkeit der Thermospannung; 
bei nicht entarteten Proben (Vorhandensein eines Maximums und eines: 
Minimums von a(Z’) bei Ge + Al, Temperaturabhingigkeit von a bei der 
Probe 26L, Ge + Sb) sich ohne weiteres auf die entsprechende Temperatur- 
abhangigkeit von u* in diesen Proben zuriickfiihren lassen. Tatsachlich sind: 


aluVv/bred] 
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26Z\ \27l 
26Z 
300 400 600 700 
” LG 
500 


~200-100 0 100 
Abb.17a) Temperaturabhangigkeit der Thermospan- Abb. 17b) Temperaturabhangigkeit in Sb-dotiertem 
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nung in Germanium mit Aluminiumdotie- Germanium 
rung. Probe 26L: Nq = 3,4°107> cm? 
Probe 35N: Ng = 5,6 - 10%* cm * ss sow Nq = 9,6-10** cm * 
» ooM: Nq = 1,5°10*7 cm * » 342; Nq = 5,8° 10** ene 
262s Nq = 4,1 > 1078 em? as OSS Nq = 7,1:10"% cm * 
27L: Ng = 7,0° 107% cm coe coe Nqg = 7,4: 10?? cm“? 


die Kurven a(7’) bei den Proben 35N und 35 M typisch fiir die Temperatur- 
abhingigkeit des chemischen Potentials bei gemischter Leitfahigkeit: Bes 
tiefen Temperaturen ist die Leitfaihigkeit eine Locher-Fremdleitfahigkeit. 
und das chemische Potential liegt in der unteren Halfte der verbotenen Zone: 
Bei hoéheren Temperaturen verschiebt es sich im Zusammenhang mit der 
Aktivierung der Higenleitung in die obere Halfte, weil die effektive Masse der 
Elektronen viel kleiner als die effektive Masse der Locher ist [siehe Forme! 
(3,9)]. Der Eigenleitungsmechanismus hebt auch die Entartung des Lécher~ 
gases in den Proben 27 LZ und 27Z fiir t° > 400°C auf und fiihrt dazu, daB die 
entsprechenden Kurven a(7Z') einem Vorzeichenwechsel zustreben. Bei n- 
leitendem dotiertem Germanium (Proben 26, 33H, 34H, 33N und 34F7 
ist im Gebiet der Eigenleitung eines solehe Tendenz zum Zeichenwechsel: 
natiirlich nicht vorhanden. 

Wir miissen darauf hinweisen, daB auf die Temperaturabhingigkeit den 
Thermospannung bei sehr tiefen Temperaturen auch das ,,MitreiBen‘’ den 
Elektronen durch Schallquanten oder der ,,GURJEWITSCH-Effekt“ (36) 
einen groBen EKinflu8 hat. Das physikalische Wesen dieses Effektes besteht 
darin, dai es unter bestimmten Bedingungen (im Fall nichtentarteter Halb: 
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jleiter bei tiefen Temperaturen) zur Erzielung eines richtigen Ergebnisses 
i notwendig ist, die Stérung des Gleichgewichtszustandes des Schallquanten- 
@systems, wegen dessen Wechselwirkung mit den Leitungselektronen, zu 
beriicksichtigen. Wie in (37) gezeigt wird, spielt der GURJEWITSCH-Effekt in 
Snichtentarteten Halbleitern bei héheren Temperaturen keine Rolle; bei 
» tiefen Temperaturen andert sich aber die Lage wesentlich (38). Im Zusammen- 
‘hang damit, daB dieser Effekt bei einer Entartung des Elektronengases 
toffenbar auch fiir tiefe Temperaturen nur geringe Bedeutung hat, wollen 
/ wir uns mit ihm hier nicht naher beschaftigen. 


§ 8. Einige ungeléste Probleme aus der Theorie eines entarteten 
Elektronengases in Halbleitern 


i In diesem Paragraph wollen wir einige ungeloste Probleme der Halbleiter- 
) theorie skizzieren, die bei einer Untersuchung des Elektronengases auftreten. 
' 8,1 Elektrische Leitfahigkeit stark entarteter Halbleiter. 

) Wie schon vorhin festgestellt wurde, treten in der Leitfahigkeitstheorie stark 
jjentarteter Halbleiter einige ernsthafte Schwierigkeiten auf. Aus Abb. lla 
* geht hervor, daB bei den Proben 7 und 8 der Legierung Si + B die Leit- 
| fahigkeit praktisch nicht von der Temperatur abhingt. Man erklart dies 
-gewohnlich nach der Theorie von JOHNSON und LARK-HOROVITzZ (39), die 
} auf folgenden Voraussetzungen beruht: a) da mit abnehmender Temperatur 
1, wachst, ist fiir tiefe Temperaturen (bei denen auch die Entartung be- 
/ obachtet wird) 1, S>1;, so daB® die resultierende freie Weglinge ungefahr 
gleich 1, ist; die Streuung beruht also fast ausschlieBlich auf den Fremdionen ; 
| b) bei tiefen Temperaturen werden vorwiegend Elektronen mit geringen 
/ Geschwindigkeiten gestreut. In dem Ausdruck (6.2) fiir G wird deshalb nicht 
kT statt m*v? eingefiihrt, und in dem Ausdruck fiir 1} wird die Funktion 
f In G in eine Reihe entwickelt: 


eo2m*?2 d2 4 
nG = dans (8,1) 
' Es wird also 
“® = 1, Nag, wd* 2: (8,2) 


c) Im Bereich starker Entartung kann man die Niaherungsformeln der 
Fermi-Dirac-Statistik, die in der Metalltheorie tiblich sind, anwenden. 

Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich die Formel von JOHNSON und 
_ LARK-HOROVITZ unmittelbar aus der Formel (6.7). Zur Bericksichtigung 
| der ersten Voraussetzung geniigt es nimlich, im Nenner des Integranden 2? 
gegen x? zu vernachlassigen, so daB 


_ 162e?m*1, kT xr et—H* 


3h m2 (er—#* 4 1 @ (83) 
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wird. Setzen wir hier den Wert fiir x? aus (8,2) ein, so erhalten wir ein elemen-. 
tares Integral, durch dessen Auswertung sich ergibt: 
16e2m*kT 


= Sn, Bate). (8,4) 
a 


oO 


Bei starker Entartung ist u* > 1 und In(1 + e4") = w*, also 
16e2m* u 
= 8,5 
° = 378N, od? (8,991 
oder mit Benutzung von (7.3) 
Zee 


B 8,6 
3hd? (3.97)! (3,6) 


oy 


Diese Formel ist mit der von JOHNSON und LARK-HOROVITZ bis auf den: 
Faktor 2 identisch, der offenbar bei den genannten Autoren deshalb falsch-- 
licherweise nicht auftritt, weil das statistische Gewicht des Spins nicht be-. 
riicksichtigt wird. Nach Formel (8,6) ist also die elektrische Leitfahigkeit | 
entarteter Halbleiter in Ubereinstimmung mit dem Experiment von der: 
Temperatur unabhingig. Nach JOHNSON und LARK-HOROVITZ liefert die: 
Formel (8,6) die richtige GréBenordnung fiir die beobachtete Leitfahigkeit. . 
Trotzdem kann man sich leicht tiberzeugen, daB die Voraussetzungen, unter: 
denen die Formel (8,6) abgeleitet wurde, dem wahren Sachverhalt nicht ent-. 
sprechen. Der Fehler in den Uberlegungen von JOHNSON und LARK-- 
HorRoOvItTz besteht darin, daB der wichtige Umstand, daB mit wachsendem | 
Entartungsgrad auch 1; wachst, obwohl dieses nicht explizit von der Tem-- 
peratur abhangt, nicht beriicksichtigt wird. In einem entarteten Gas kénnen | 
némlich bekanntlich nur die Elektronen gestreut werden, deren Energie von: 
der GréBenordnung der Fermi-Energie (des chemischen Potentials) ist, und | 
diese nimmt mit wachsendem Entartungsgrad zu. Andererseits nimmt die: 
Wahrscheinlichkeit fiir eine Rutherford-Streuung mit wachsender Energie: 
stark ab, so daB die freie Weglinge J; zunimmt. Damit wird der als giiltig; 
vorausgesetzten Ungleichung J; 1; die Begriindung genommen. Aus den: 
gleichen Griinden kann man auch in dem Ausdruck fiir G das von der Elek-. 
tronenenergie abhingende Glied nicht als klein gegen Eins annehmen (fiir: 
die Energie ist hier « einzusetzen), und es ist nicht mehr zulassig, den Log-- 
arithmus zu entwickeln. Von der Unrichtigkeit der Voraussetzungen von: 
JOHNSON und LARK-HOROvITz kann man sich iiberdies noch folgender- - 
mafen tberzeugen: Sie benutzen die Voraussetzung a2 < x2, wahrend ini 
(6,7 ) die Integration sich von 0 bis oo erstreckt. Das hat nur dann einen: 
ert—Hu* \ 

(ee + 1p 
erfillt. Eine Abschatzung dieser GréBen fiir die Probe? von Si-+ B (Abb. 11a) | 
liefert aber die entgegengesetzte Ungleichung. Wie schon oben bemerkt, zeigt. 
auch (6,11), da mit zunehmender Entartung des Elektronengases die Rolle: 
der Streuung an Fremdionen verschwindend klein wird. 

Die theoretische Deutung der Temperaturabhangigkeit der elektrischen Leit- 
fahigkeit fiir stark entartete Halbleiter bleibt also noch offen. In Zusammen-. 


Sinn, wenn fiir x > x <1 ist. Dies ist aber nur fiir u* < x! 


eo 


—e 


ee 


Vg 
| 
‘ 
uy 
iy 
| 
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_ hang hiermit erhebt sich jedoch noch eine ganze Reihe weiterer wichtiger 


Fragen. 


8,2 Das Problem der Stérbander. 


Wir weisen darauf hin, daB die Voraussetzungen, unter denen sich der Aus- 
druck (6,7) fiir die elektrische Leitfahigkeit von Halbleitern unter Beriick- 
sichtigung der Streuung an Fremdionen ergeben hat — aus dieser Formel 
wurden dann (6,9) und (6,11) abgeleitet —, ebenfalls einer Kritik unter- 
worfen werden miissen. Diese Formel stiitzt sich namlich auf die Annahme, 
daB die reziproken freien Weglangen sich additiv verhalten. Physikalisch 
bedeutet dies, daB beide Wechselwirkungsmechanismen — die Streuung an 
thermischen Gitterschwingungen und die Streuung an Fremdionen — 
vollig unabhangig voneinander wirken. Indessen liegt es nahe, eine starke 
Wechselwirkung der Storterme 

mit dem Gitter anzunehmen, da = === Leitfshigkeits 


ja die Entartung in Halbleitern AE end 
bei hohen Stértermkonzentra- WHOM $7 3975 
tionen eintritt; hierdurch kann Aq 

das Energiespektrum der Elek- AE 


tronen im Gitter wesentlich ab- is 
geindert werden, und zwar so, QW’ tirband 
da8 von einer Additivitat nicht ___} rs he 
mehr die Rede sein kann. Kine Abb. 18 . Energiespektrum eines ae Halbleiters mit 
Variante dieses Gedankens bildet een ie alien Sterbindern: , 
die in letzter Zeit mehrmals in 

der Literatur ausgesprochene Vermutung [A. F. JOFFE (40)], daB die Halb- 
leiter Sto6rbander enthalten, d.h. ziemlich schmale Energiebander, die 
innerhalb der verbotenen Zone liegen und eine Aufhebung der Lokalisierung 
der Elektronen oder Locher zur Folge haben (Abb. 18). Wir miissen gleich 
hervorheben, daB dieser Stérbandhypothese die qualitative Uberlegung 
zugrunde liegt, daB bei hinreichend hohen Stortermkonzentrationen die 
Wellenfunktionen der lokalen Elektronenzustaénde einander tberlappen, 
ahnlich, wie die Uberlappung der Wellenfunktionen isolierter Atome bei 
hinreichender Annaherung zur Entstehung der Energiebinder im Metall 
fiihrt. Ein Unterschied besteht lediglich darin, da8 der effektive Radius der 
Wellenfunktionen der lokalisierten Elektronen gro8er ist als der Radius der 
Wellenfunktionen isolierter Atome, weil ein solches ,,lokalisiertes‘‘ Elektron 
sich in einem Medium mit hoher Dielektrizitatskonstante bewegt (e’) = 12 
bei Si, e’) = 16 bei Ge). Die effektive ,, Uberlappung‘ der Wellenfunktionen 
beginnt hier also schon bei gréBeren Abstaénden, und das entsprechende 
Band wird schmal. Quantitativ wurden diese Anschauungen fiir Ionenhalb- 
leiter von PEKAR und KRIWOGLAS (41) auf Grund der Polaronentheorie der 
F- und F’-Zentren entwickelt. Fir Atomhalbleiter ist die Frage nach der 
Entstehung von Stoérbandern vom theoretischen Standpunkt aus trotz ihrer 
groBen Bedeutung noch ganz ungeklart. Zweifellos hangt die Frage, wie die 
Aktivierungsenergie der Ladungstraiger aus lokalen Zustaénden von der 
Konzentration dieser Zusténde abhangt, engstens mit dem Problem der 
Stoérbander zusammen. Die Bildung eines sehr schmalen Bandes kann 


A, AE. 
z Akzeptor - 
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nimlich bei der statistischen Berechnung der Ladungstragerkonzentration 
zu einer Abnahme der Aktivierungsenergie dieser Trager fiihren. 

In dieser Arbeit interessieren wir uns hauptsdchlich fir den Einflu8 der 
Stérbander auf die statistischen Eigenschaften des Elektronen- oder Lécher- 
gases. Wir gehen etwas niher auf die experimentellen Grundtatsachen ein, 
die sich als Kriterien fiir das Vorhandensein solcher Stoérbander eignen, und 
untersuchen, inwieweit eine Deutung in dieser Richtung gerechtfertigt ist. 


8,3 Die elektrische Leitfihigkeit des PbS. 
Abb. 19 zeigt die Temperaturabhangigkeit des spezifischen Widerstandes 
von PbS bei verschiedenen Dotierungen. Wie man sieht, hat diese Ab- 
hangigkeit bei tiefen Temperaturen (bis 2°K) metallischen Charakter, 
wihrend bei héheren Temperaturen eine typische Halbleiterabhangigkeit 
auftritt. Die Ubergangstemperatur von der metallischen zur Halbleiter- 
abhangigkeit nimmt bei zunehmender Dotierung ebenfalls zu. 
Vom Standpunkt der Stérbandvorstellung sind diese Ergebnisse folgender- 
mafen zu deuten: Bei tiefen Temperaturen konzentrieren sich die Elektronen 
in einem Stérband, das nicht ganz besetzt ist, 
so daB die Leitfahigkeit metallischen Charakter 
besitzt. Bei héherer Temperatur gehen die Elek- 
tronen allmahlich ins Leitungsband tibez Da in 
demStoérband infolge seiner geringen Breite[0,04eV 
fiir PbS nach den Rechnungen von PEKAR und 
KRIWOGLAS (41b)] und infolge der damit ver- 
bundenen grofBen effektiven Masse die Beweg- 
lichkeit der .,lokalisierten‘‘ Elektronen viel kleiner 
SOU ahead os (000i. ist als die Beweglichkeit im Leitungsband, fihrt 
Gavia Pier e ooee ein Ubergang von Elektronen ins Leitungsband 
bree ary one * gu einer Abnahme des Widerstandes. Die An- 
derung des Leitfahigkeitscharakters tritt ein, 
wenn der Strom im Leitungsband zu iiberwiegen beginnt. Je hédher die 
Dotierung ist, je mehr Elektronen also bei einer bestimmten Temperatur 
im Storband vorhanden sind, desto héher liegt natiirlich diese Ubergangs- 
temperatur. 


10 


g 


8,4 Der Halleffekt in Germanium bei tiefen Temperaturen. 


Kirzlich erschien eine Arbeit von HUNG und GLIESSMAN (17), in der sorg- 
faltige Messungen des Widerstandes und des Halleffektes in Germanium bei 
tiefen Temperaturen durchgefiihrt wurden. Fir uns sind von besonderer Be- 
deutung die Angaben iiber den Halleffekt. Die Daten der untersuchten 
Proben sind in Tabelle IV zusammengestellt. Die experimentellen Ergeb- 
nisse zeigen die Abb. 20 und 21. Hine charakteristische Eigentiimlichkeit aller 
Proben auBer den stark entarteten (SB-4, SB 5, B 3) ist das Vorhandensein 
eines deutlichen Maximums des Hall-Koeffizienten bei tiefen Temperaturen, 
wobei die Abnahme der Ladungstrigerkonzentration mit wachsender 
Temperatur so betrachtlich ist, daB sie nicht allein auf eine Anderung des 
Koeffizienten K3(u*) in der Formel (5,14) zuriickgefiihrt werden kann. Bei 
der Analyse ihrer Ergebnisse kommen die Autoren zu dem Schlu8, daB sich 
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| diese Daten verstehen lassen, wenn man annimmt, da8 das Elektronen- 


| spektrum im Germanium die in Abb. 18 dargestellte Form hat, wobei das 
! Akzeptorband beim absoluten Nullpunkt vollstandig besetzt ist (diese Vor- 
| aussetzung ist notig, um eine geringe Diskrepanz zwischen den Konzentra- 


tionen der Streuzentren und der Konzentration der Fremdsubstanz zu 


_erklaren, die sich aus der Temperaturabhangigkeit der Beweglichkeit er- 


gibt). Das Vorhandensein eines Maximums 1]48t sich in diesem Modell 
qualitativ sehr einfach verstehen. Bei niedrigen Temperaturen tiberwiegt die 
Leitfahigkeit im Storband. Sobald also Elektronen ins Leitungsband iiber- 
zugehen beginnen, duBert sich dies als Verminderung der Trigerkonzentration 
im Storband, und dies ergibt den aufsteigenden Ast des Hall-Koeffizienten. 
Wenn umgekehrt bei hoheren Temperaturen der Strom im Leitungsband zu 
uberwiegen beginnt, so auBert sich dies als Zunahme der Tragerkonzentration 
in diesem Band, und das ergibt den 

Rlem C8] absteigenden Ast von R(T’). 
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Abb. 20. Temperaturabhangigkeit der Hallkonstanten 
von Germanium bei tiefen Temperaturen nach 


Abb. 21. Temperaturabhangigkeit der Hallkon- 
stanten fiir neutronenbeschossene 


(11). Proben HP: hohe Reinheit, Proben SB: 
mit Antimon-Dotierung. 
Alle Proben haben n-Leitung mit Ausnahme 


Germaniumproben (1/1). Der Beschu8 
andert das Vorzeichen der Leitfahigkeit 
(Ubergang vom n-Typ zum p-Typ). 


von HP-2. 


Wir miissen aber feststellen, daB die Uberlegungen dieser Autoren einer 
Diskussion bediirfen. Zunachst sind die Maxima bei den Proben mit den 
kleinsten Dotierungen am schiarfsten ausgeprigt, was vom Standpunkt der 
oben entwickelten Uberlegungen tiber die Entstehung von Stérbandern sehr 
wenig wahrscheinlich ist. In stark entarteten Proben mit hohen Dotierungen, 
bei denen das Auftreten von Stérbaindern zu erwarten ware, verschwinden 
aber die Maxima in der Kurve R(7'). Ferner ist festzustellen, daB die Autoren 
zur Gewinnung quantitativer Ergebnisse bei der Berechnung von Leitfahig- 
keit und Halleffekt im Storband die gleichen Formeln verwenden, die man 
bei der Berechnung dieser Effekte im Leitungsband benutzt und deren 
Giiltigkeit fir diesen Fall sehr zweifelhaft ist. 


8,5 Kinetische Erscheinungen im Storband. 


Die kinetischen Erscheinungen im Storband sind auch in theoretischer 
Hinsicht wenig untersucht. Auf Grund qualitativer Uberlegungen ist hier 
jedoch ein wesentlicher Unterschied im Temperaturverlauf der kinetischen 
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Tabelle IV. 
De ea a re 
Hs = a 
a Bom o © 
Sas §a3 Ee BB Bg 
SB OD Su oe | +5 ¢_ a 3 4am 
BS mM Loe | <8 —~ pg 2 aso 
BESs | kG08 |] fem | & (348.} 2e8 
° eg mg | SEES e © |b, 2g] pSe 
% ease | eeu) lee mi Soe oe as 
cy asae|4e8o|/ esa] 8 |B8aS) Ase 
HP —1(n)| 1,2- 10% 1014 1,7-10% | 0,0135 | 4-108 | 1,5-10-4 
HP —2(p)| 2,5 - 1044 1015 7,5-104 | 0,0123 | 107 3- 10-3 
SB —i(n)| 7,0-10 | 1,8-10% | 7,9- 101 | 0,0093 | 2- 104 0,05 
SB —2(n) | 7,0 - 105 2-101 | 8,0- 105 | 0,0083 105 0,01 
SB — 3(n)| 4,5 - 104 4,5-10% | 0,0055 | 3- 10? 0,5 
SB —4(n)| 1,5 - 1017 1,5 - 102? 0,5 100 
SB —5(n) | 4,0. 10% 4,0 - 1018 0,0045 
B—1(p)| 85-10% | 85-10% | 1,3- 102 | 0,0090 | 3- 102 2,8 
B—2p)| 33-10% | 3,3-10% | 65-1016 3 67 
B—3p)| 1,8-10!7 | 1,8- 1017 | 2,7- 1017 0,1 400 


Koeffizienten gegeniiber dem im Leitungsband zu erwarten. Hat namlich die 
Breite eines Energiebandes die GroBenordnung k 7’, so werden die Elektronen 
durch thermische Schwankungen mehr oder weniger gleichmaBig tiber alle 
Zustande dieses Bandes verteilt. AuBerdem weiB man, daB das Verhalten 
eines Elektrons in der oberen Halfte eines Bandes wesentliche Eigentiimlich- 
keiten hat, némlich eine negative effektive Masse usw. Bei der Berechnung 
der kinetischen Effekte und der statistischen Eigenschaften des Elektronen- 
gases im Storband ist deshalb die Methode der effektiven Masse, die das 
Energiespektrum in der Nahe des unteren bzw. oberen Randes eines Bandes 
richtig wiedergibt, vollig ungeeignet; sie kann immer dann nicht angewandt 
werden, wenn das Spektrum des Bandes als Ganzes eine wesentliche Be- 
deutung hat. Eine orientierende quantitative Behandlung dieser Vor- 
stellungen findet man in (42). Die Verteilung der Elektronen iiber alle Zu- 
stinde des Bandes auBert sich in der elektrischen Leitfihigkeit als Ver- 
minderung der effektiven Stromtragerzahl. Je hoher der Besetzungsgrad des 
Storbandes ist, desto eher werden natiirlich die Elektronen gleichmaBig iiber | 
das ganze Band verteilt. Durch diese Umstiinde wird die Temperaturab- 
hangigkeit der Leitfahigkeit in einem Storband grundlegend beeinfluBt. In 
den thermoelektrischen Erscheinungen und beim Halleffekt wechseln die 
kinetischen Koeffizienten ihr Vorzeichen, wenn ein Band mehr als zur Halfte 
besetzt ist. Die typische Temperaturabhingigkeit des chemischen Potentials 
eines Elektronengases in einem schmalen Energieband zeigt Abb. 22. Hier 
tritt folgende Eigenttimlichkeit auf: Ist das Band weniger als zur Halfte be- 
setzt, so nimmt der Entartungsgrad mit abnehmender Temperatur zu, ist 
dagegen das Band mehr als zur Hilfte besetzt, so steigt er bei zunehmender 
Temperatur. Eine Abschaitzung zeigt, daB sich der obere Bandrand bis 
(A/kT) ~ 20 geltend macht. Bei breiteren Bandern lassen sich die iiblichen 
Formeln verwenden. Im Zusammenhang damit weisen wir darauf hin, daB 
die Maxima in den -0(7')-Kurven beim PbS zwischen 400 bis 600° C 
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\ (kT ~ 0,06 eV) auftreten (Abb. 19), wahrend die Breite des Stérbandes 
» nach PEKAR und KRIWOGLAS 0,04 eV betrigt; daraus ergibt sich, daB die 


Analyse der Vorgiinge im PbS bei tiefen Temperaturen nicht ohne Beriick- 
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Abb, 22. a eat Jes des chemischen Potentials des Elektronengases in einem schmalen Energie- 
and. 

sichtigung der Theorie der schmalen Energiebander durchgefiihrt werden 

kann. Die in 8,3 und 8,4 ausgefiihrten qualitativen Uberlegungen sind 

deshalb nur mit Vorbehalten aufzunehmen. 


§9. Kurze Ubersicht iiber die Entwicklung unserer Vorstellungen iiber 
entartete Halbleiter ; 

Die ,,Metallisierung“ eines Halbleiters bei tiefen Temperaturen wurde zum 
ersten Mal von KURTSCHATOW, KOSTINA und RUSSINOW im Jahre 1935 
bei der Untersuchung der elektrischen Eigenschaften des SiC beobachtet (2). 
Diese Autoren entwickelten schon damals eine Stdérbandvorstellung zur 
Erklarung der scheinbar anomalen Eigenschaften des SiC bei tiefen Tem- 
peraturen. 
Spater wurde die Erscheinung auch beim PbS beobachtet. Der Erklarungs- 
versuch der genannten Autoren (2) war aber nur wenig stichhaltig, denn es 
erwies sich als unmoglich, die Entstehung eines Storbandes bei Konzentra- 
tionen des tiberschiissigen Bleis im PbS von der GréBenordnung 10!8 cm-3 
zu verstehen. Die physikalischen Mechanismen, die zur Bildung eines Stor- 
bandes fiihren, wurden erst im Jahre 1952 in einer Arbeit von PEKAR und 
KRIWOGLAS (41) auf Grund der Polaronentheorie aufgedeckt. 
Das PbS gehért aber eigentlich nicht zu den Halbleitern, sondern zu den 
Halbmetallen (verunreinigte Metalle). Diese sind dadurch gekennzeichnet, 
daB sie bei tiefen Temperaturen, vom absoluten Nullpunkt an, eine metallische 
Leitung zeigen. Die Entartung des Elektronengases, die in einer Reihe gut 
leitender Halbleiter entdeckt wurde, ist aber dadurch gekennzeichnet, dal 
sie nicht nur bei hohen, sondern auch bei niedrigen Temperaturen eintritt, 
derart, daB fiir 7’ —+ 0 auch o > 0 geht. Hierbei hat es sich gezeigt, da in 
Abhangigkeit von der Dotierung ein bestimmter Stoff sich wie ein entarteter 
Halbleiter, aber auch wie ein Halbmetall verhalten kann. Es wurde ferner 
beobachtet, daB schon lange vor dem Eintritt rein ,,metallischer“ Eigen- 
schaften in Halbleitern das Elektronengas nicht mehr als gewohnliches 
, klassisches‘‘ Gas, das der Maxwell-Boltzmann Statistik gentigt, aufgefaBt 
werden kann. 
Die Vorstellung, daB die anomalen Eigenschaften in mehr oder weniger stark 
entarteten Halbleitern und in Halbmetallen mit den statistischen Kigen- 
46 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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schaften des Stromtragersystems, speziell mit der Temperaturabhangigkeit 
des chemischen Potentials, zusammenhéingen, wurde in den Arbeiten von 
SCHIFRIN (24) im Jahre 1944 ausgesprochen und durchgefithrt. SCHIFRIN 
leitete als erster die allgemeinen Abhangigkeiten der einzelnen kinetischen 
Koeffizienten in Halbleitern und Halbmetallen vom chemischen Potential 
bei verschiedenen Arten der Energieabhangigkeit der freien Weglange ab 
| Formeln (5,1) bis (5,3)]. Er untersuchte den Einflu8 der Entartung auf die 
Energieabhangigkeit der freien Weglange im Fall eines Ionenhalbleiters, die 
Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials im Fall eines reinen 
Fremdhalbleiters vom WiLsSoNschen Typ und eine Reihe anderer Fragen. 
Leider hat SCHIFRIN keine analytischen Abhangigkeiten des chemischen 
Potentials von der Temperatur angeben kénnen, wodurch die Anwendung 
seiner Ergebnisse auf die Deutung des standig anwachsenden experimentellen 
Materials iiber die elektrischen Eigenschaften der Halbleiter wesentlich er- 
schwert wurde. In ihrer wirklichen Bedeutung lassen sich die Arbeiten von 
SCHIFRIN erst im Zusammenhang mit der nach dem Kriege (auf der Basis 
gut leitender Halbleiter) entstandenen Halbleitertechnik ganz wirdigen. Viele 
der von SCHIFRIN vorausgesagten Effekte konnten bei der sorgfaltigen 
Untersuchung der elektrischen Eigenschaften von Ge, Si und SiC tatsachlich 
entdeckt werden. 

Von den nach dem Kriege erschienenen Arbeiten, durch die die Ergebnisse von 
SCHIFRIN wesentlich erganzt wurden, ist die Arbeit von BUSCH itber das 
Verhalten des Elektronengases im SiC (24) zu erwahnen. BUSCH leitete die 
Formel (3,4) ab, mit deren Hilfe die Temperaturabhangigkeit des chemischen 
Potentials in dotierten Halbleitern bestimmt werden kann. WRIGHT (26) 
hat in seiner Arbeit die Ergebnisse von SCHIFRIN systematisiert und durch 
eine Anzahl von Gesetzmifigkeiten fiir die kinetischen Koeffizienten 
[Formeln (5,4 bis 5,7)] erganzt. Es wurden graphische Methoden zur Be- 
stimmung des chemischen Potentials in Halbleitern mit zusammengesetztem 
Energiespektrum unter Bericksichtigung einer Entartung des Elektronen- 
gases entwickelt [z. B. von MOOSER (10)]. In einer Arbeit von KONTOROWA (21) 
wurde der Einflu8 der Entartung des Elektronengases auf die thermo- 
elektrischen Eigenschaften von Halbleitern studiert. 

Der vorliegende Bericht versucht, die Ergebnisse, die im wesentlichen von 
SCHIFRIN stammen, zu prazisieren und weiterzuentwickeln. 


§ 10. Schlu8 
Zusammenfassend kénnen wir folgendes sagen: 
1. Es gibt eine Entartung des Elektronengases in Halbleitern und sie kommt 
in zahlreichen Effekten zum Ausdruck. 
2. Durch Beriicksichtigung der Entartung des Elektronengases in Halb- 
leitern lassen sich auf Grund des Baindermodells viele Tatsachen verstehen. 
3. Bei einem schwach entarteten Elektronengas stehen die theoretischen 
Ergebnisse in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. 
4. Bei starker Entartung ergibt sich eine Reihe von Schwierigkeiten. Sie 
beruhen im wesentlichen darauf, daB das Energiespektrum des Elektrons 
in stark entarteten Halbleitern zu wenig bekannt ist. 
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5. Eine der aussichtsreichsten Richtungen fiir weitere Untersuchungen ist die 
Entwicklung einer Theorie der Bildung von Stérbandern in Atomhalbleitern 
und der Eigenschaften von Halbleitern mit solchen St6rbandern. 


Ubersetzt von H. VOGEL 
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